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Introduction

Depuis de nombreuses années, les méthodes de I’algébre homologique se sont avérées
efficaces pour traiter de nombreux problémes mathématiques dans des domaines aussi
variés que la topologie algébrique, la géométrie algébrique ou plus récemment la
théorie des équations aux dérivées partielles. Malgré diverses tentatives intéressantes
(cf. [7]), Papplication de ces techniques a I'analyse fonctionnelle n’a pas encore abouti
a une théorie entiérement satisfaisante.

L’algébre homologique traditionnelle telle qu’elle est exposée dans [3] est en effet
construite pour des catégories abéliennes et ne s’applique donc pas a des catégories
telles que celle des espaces localement convexes.

L’algébre homologique moderne basée sur la notion de catégorie dérivée peut
s’adapter plus facilement au but recherché. Des catégories telles que celle des espaces
de Banach ou des espaces de Fréchet sont en effet des catégories exactes au sens
de Quillen [9] et une définition de leur catégorie dérivée a été suggérée par Deligne
(cf. [1]). Laumon a exposé cette idée un peu plus en détails dans [5] pour 'appliquer
a I’étude des D-modules filtrés.

En pratique, la notion de catégorie exacte est trop générale et on peut obtenir
des résultats plus intéressants si on se limite a la notion de catégorie quasi-abélienne
comme nous I’a conseillé Jean-Pierre Schneiders.

Le but de ce mémoire est d’exposer de maniere aussi autonome que possible
la construction de la catégorie dérivée d’une catégorie quasi-abélienne et de ses
t-structures canoniques. La démarche suivie consiste a construire tout d’abord la
catégorie K(A) des complexes modulo homotopie associée a une catégorie additive
A et a la munir de deux t-structures canoniques. Ensuite, lorsque la catégorie A
est quasi-abélienne, nous introduisons un systeme nul canonique N (A) de K(A) et
construisons la catégorie dérivée D(A) et ses t-structures par localisation. Nous
considérons également le probléme de la dérivation des foncteurs dans ce contexte.
Enfin, a titre d’exemple nous appliquons la théorie générale au cas de la catégorie
des espaces de Banach et nous montrons comment dériver les foncteurs naturellement

associés a cette catégorie. Cela établit un lien avec notre mémoire [8].



Nous nous sommes largement inspirés de la théorie des catégories dérivées telle
qu’elle est exposée dans [4] et [11], et d’un article en préparation de Jean-Pierre
Schneiders [10].

Nous supposerons que le lecteur a une bonne connaissance de la théorie des
catégories telle qu’elle est exposée par exemple dans [6]. En ce qui concerne les
résultats d’analyse fonctionnelle, notre référence standard sera [2].

Je tiens a remercier vivement Jean-Pierre Schneiders pour son aide précieuse, sa
grande disponibilité et ses encouragements pendant la préparation et la rédaction de
ce travail.

Enfin, je ne voudrais pas terminer cette introduction sans remercier trés sincere-

ment mes parents qui m’ont permis d’entreprendre cette année d’études a Paris.



CHAPITRE 0

Rappels de théorie des catégories

0.1. Catégories additives

Définition 0.1.1. Une catégorie A est additive si elle vérifie les conditions suivantes :
i) pour tout A, B € Ob(A), Hom ,(A, B) a une structure de groupe abélien,
ii) il existe un objet nul i.e. un objet 0 tel que Hom ,(0,0) = 0,
iii) pour tout A, B, C' € Ob(A), 'application

Hom ,(A, B) x Hom ,(B,C) — Hom ,(A, C)

est bi-additive,
iv) le produit et le coproduit d’un nombre fini d’objets de A existent.

Définition 0.1.2. Soient A et B deux catégories additives. Un foncteur F : A — B
est additif si pour tout A, B € Ob(A), il induit un homomorphisme de groupes
abéliens de Hom 4(A, B) dans Hom 4(F'(A), F(B)).

Remarque 0.1.3. Soient A et B deux objets d’une catégorie additive A. Si A x B
est le produit de A et B, il existe un morphisme unique i4 : A — A x B tel que le

diagramme suivant soit commutatif.

(Les morphismes p4 et pp sont les projections sur A et B respectivement.)
De méme, il existe un morphisme unique 15 : B — A x B tel que le diagramme

suivant soit commutatif.

A
A
B P .AxB
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Proposition 0.1.4. Soient A et B deux objets d’une catégorie additive A. En
reprenant les notations de la remarque précédente, on a les relations suivantes :
1) PA OiA = idA, PB OiB = idB,
ii) pBOiA :O, pAOiB :0,
iii) 1A opa -+ 1B opp = idA><B-
Preuve. i) et ii) sont évidents.

iii) Comme le diagramme suivant

A
24 O +igo
Ax B AODPA BODB

- AX B
B
est commutatif, la conclusion s’ensuit aussitot. O

Proposition 0.1.5. Dans une catégorie additive A, le produit d’un nombre fini
d’objets de A est un coproduit de ces objets.

Preuve. Soient A, B, C' € Ob(A), a € Hom ,(A,C) et b € Hom 4(B,C). On vérifie

directement que le morphisme ¢: Ax B —— C, ¢ =aops+boppg rend le diagramme

e

Ax B
B

De plus, ¢ est unique. En effet, supposons qu’il existe ¢ : A x B —— C' tel que

suivant commutatif.

C

doig=coiy=aetdoig=coig=>. On en déduit que
c’oiAopA+c/oiBopB =coip0p4+cCcoipoppg
et donc, ¢ = ¢’. Par conséquent, A x B est un coproduit de A et B. ]

Définition 0.1.6. La somme directe de deux objets A et B d’une catégorie additive,
notée A @ B est le produit et donc le coproduit de ces deux objets.

Proposition 0.1.7. Soient A une catégorie additive et A, B, C € Ob(A). Si les
morphismes
ja:A—C jp:B—C
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ga:C — A gg:C — B
vérifient les relations de la proposition 0.1.4, alors C' ~ A ® B.
Preuve. Les morphismes
a:C—APB a=140qa+1i30qR

et
6:A® B —C B=jaopa+jpopn

vérifient f o =idg et ao f = idagp- ]

Corollaire 0.1.8. Soient A et B deux catégories additives et F': A — B un fonc-
teur additif. Pour tout A, B € Ob(A), F(A® B) ~ F(A) ® F(B).

Preuve. Puisque F est un foncteur additif, les morphismes
F(ia) : F(A) — F(A® B) F(ig): F(B) — F(A® B)

F(pa): F(A® B) —~ F(A)  F(ps): F(A® B) — F(B)

vérifient les relations de la proposition 0.1.4. On en déduit que F(A® B) ~ F(A) &
F(B). O

Remarque 0.1.9. Soient A une catégorie additive et A;, B; € Ob(A) (i = 1,2). Don-
ner un morphisme a € Hom A(Al @ As, B; & By) revient a donner la matrice

a1l a2
Q21 a22
ou a;; € Hom ,(A;, B;) est défini par
Aij = PB; © A O ix;.
Le morphisme a peut en effet s’exprimer par la formule
2
a= Z 1B; O Aj; O PA;-
ij=1
Proposition 0.1.10. Soient A une catégorie additive et
w1 A — By, w21 Ay — By
deux morphismes de A. Le morphisme
P1Dpr: Ay B Ay — B1 @ By

est un isomorphisme si et seulement s’il en est ainsi de ¢, et p,. En particulier,
A® B =0 si et seulement si A~ 0 et B~ 0.
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Preuve. Si ¢1 & @9 est un isomorphisme, il existe une matrice

vl o«
B ¢

avec ¢ : B; — A;, a: By — Aj et f: By — A tels que

V]« o1 0\  [ids, O

B owy) \0 ¢ 0 ida,
o1 0 o) a\ [id 0

0 w2) \ B b 0 idp,)

On en déduit facilement que ¢; et @9 sont des isomorphismes puis que o = 3 = 0.
La réciproque est immédiate. ]

Définition 0.1.11. Soient A une catégorie additive et f : A ——» B un morphisme
de A.

i) Un noyau de f est la donnée d’un couple (K,i) avec K € Ob(A) et i €

Hom , (K, A), tel que foi = 0 et pour tout e € Hom ,(C, A) vérifiant foe = 0,

il existe un unique ¢ € Hom ,(C, K) tel que i o ¢ = e. Schématiquement, on a

k- .a d.p
Nk
C

ii) Un conoyau de f est la donnée d’un couple (L,q) avec L € Ob(A) et ¢ €
Hom ,(B, L), tel que go f = 0 et pour tout g € Hom ,(B, C) vérifiant go f = 0,

il existe un unique ¢ € Hom ,(L, C) tel que co g = g. Schématiquement, on a

a-l.p 1
g /
\()\ { c
C
Proposition 0.1.12. Soient A une catégorie additive et f : A —— B un morphisme

de A.

i) Si (K,i) est un noyau de f alors i est un monomorphisme. Si (K’ i) est

- L

un autre noyau de f, il existe un unique isomorphisme k : K — K’ tel que
"ok =1.

ii) Si (L,q) est un conoyau de f, alors q est un épimorphisme. Si (L', q') est un
autre conoyau de f, il existe un unique isomorphisme | : L — L/ tel que

log=¢.
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t

Preuve. Etablissons i), ii) en découlera par dualité.
Soient C' € Ob(A) et h € Hom ,(C, K) tels que i o h = 0. Comme foioh =0, il
existe un unique ¢ € Hom ,(C, K) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

K i—A f—B
P
C

Donc, ioc =ioh = 0. Comme c est unique, h = ¢ = 0. Si (K’,7’) est un autre noyau
de f, il existe par définition un seul morphisme k rendant commutatif le diagramme

suivant.

K’ ! f—B
0

N

e méme, il existe un seul morphisme k' rendant le diagramme
D , il t | h k' dant le d

K ! - A / - B
N
p

commutatif.
On en déduit que i’ okok’ = iok’ =i et iok’ok =i ok =i et comme i et 7 sont

des monomorphismes, k et k' sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre. ]

Remarque 0.1.13. Dans la suite, si le morphisme f posséde un noyau (resp. conoyau),

on notera ker f (resp. coker f) un choix canonique de son noyau (resp. conoyau).

Remarque 0.1.14. Soient f : X —» Y et i : K — X des morphismes de A. Si la

it
SHITE Hom (W) Hom (W,f)
0 — Hom (W, K) Hom (W, X) Hom (W,Y)
est exacte pour tout W € Ob(A), alors (K, %) est un noyau de f.

On a une caractérisation duale pour le conoyau.

Définition 0.1.15. Si le morphisme ¢ : ker f — A a un conoyau, il est appelé la
coimage de f et noté coim f.

Si le morphisme ¢ : B —— coker f a un noyau, il est appelé I"image de f et noté
im f.
Proposition 0.1.16. Soient A une catégorie additive, et

f:A— B, g:B—C

deux morphismes de A.
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i) f est un monomorphisme si et seulement si ker f ~ 0.

)

ii) f est un épimorphisme si et seulement si coker f ~ 0.

iii) Si g est un monomorphisme alors ker(g o f) ~ ker f.
)

iv) Si f est un épimorphisme alors coker(g o f) =~ coker g.

Preuve. i) Supposons d'une part que ker f = 0 et donc i = 0. Soit C' € Ob(A) et
e € Hom ,(C, A) tel que foe = 0. Il existe donc un seul ¢ € Hom ,(C, ker f) tel que

le diagramme suivant soit commutatif.

N

D’autre part, démontrons que si f est un monomorphisme alors le couple (0, 0)
est un noyau de f. Soient C' € Ob(A) et e € Hom 4(C, A) tels que foe = 0. Comme

f est un monomorphisme, e = 0 et le diagramme suivant est commutatif.

0

Par conséquent, e = 0.

o Y.a .
PN
C

iii) Il suffit de démontrer que ker f est un noyau de g o f. Soit W € Ob(A) et
e € Hom , (W, A) tel que go f oe = 0. Comme g est un monomorphisme, foe =0
et par définition du noyau de f, il existe un seul w € Hom ,(W, ker f) tel que le

diagramme

kerf .a 1 .p

N

w
soit commutatif, ce qui suffit.

Les assertions ii) et iv) s’établissent par dualité. O

Proposition 0.1.17. Soit A une catégorie additive dont les morphismes possedent
des noyaux et conoyaux. Soient f; € Hom ,(A;, B;), (i = 1,2). Si

LD fo: Al Ay —~ B D By

alors

i) ker(f1 & f2) >~ ker f1 & ker fo,
ii) coker(fi @ fa2) >~ coker f; & coker fo,
iii) im(f1 @ fo) > im f; & im fo,
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iv) coim(f; @ f2) ~ coim f1 & coim f.

Preuve. Démontrons que si (ker f1,i1) et (ker f2,42) sont des noyaux de fi et fo res-
pectivement, alors (ker fi @ ker fo, 41 @ i2) est un noyau de f; @ fo.

Bien str,
fi 0\ (i O) 0
0 fo 0 iy)
Soit
<€1> O AL D A,
€2
tel que

fi 0 €1 _ fioer —0
0 fa €2 faoes '

Par définition de ker f;, il existe ¢; € Hom ,(C, ker f;) tel que i; 0 ¢; = e;, (i = 1,2).
Par conséquent, le morphisme

<Cl> : C' — Kker f1 @ ker f

C2

rend le diagramme suivant commutatif.

b2), . (00

0 s 0 fo

— A DA
€1

c1 €2 0
Co C

On en déduit que ker(fi @ fo) ~ ker f1 @ ker fo. Le point ii) s’obtient par dualité.
Les points iii) et iv) se déduisent de i) et ii) vu les définitions de im et coim. O

ker f1 @ ker f5 By @ By

Rappelons que dans une catégorie C, un carré cartésien est un carré commutatif

Ch R Cy
o,
€y G

tel que pour tout C' € Ob(C) et tout couple (y1,75) € Hom,(C,C}) x Hom,(C, C3)
vérifiant f o~y = ¢z 07y, il existe un unique morphisme v € Hom ,(C, C7) rendant le



8 0. RAPPELS DE THEORIE DES CATEGORIES

diagramme suivant commutatif.

C
Par dualité, un carré co-cartésien est un carré commutatif
!
Cp 0y
/ /
Cr ——

tel que pour tout C’ € Ob(C) et tout couple (7;,72) € Hom,(C7,C") x Hom,(Cy, C")
vérifiant 72 o f = 71 o ¢}, il existe un unique morphisme " € Hom ,(C3, C’) rendant

le diagramme suivant commutatif.

i
Cp ——— Cy 2
Wc’l Wc'
Ch —f> Cs
Proposition 0.1.18. i) Soit A une catégorie additive telle que tout morphisme pos-

séde un noyau et un conoyau. Si f € Hom ,(A, B) et b € Hom ,(B’, B), alors il existe
A" € Ob(A), a € Hom 4(A', A) et f' € Hom ,(A', B') tels que

a1 B
b
A/ i» B/

soit un carré cartésien.

ii) Par dualité, on a le résultat analogue pour les carrés co-cartésiens.
Preuve. i) Considérons le morphisme
v = <f —b) . A®B B

et établissons que A’ = kerv, a = py 0y, f' = plyoi, (o i, : kerv —> A B’)
répondent a la question.
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Soit (a, ") € Hom ,(X, A) x Hom ,(X, B’) tel que foa =bo 3. Le morphisme

= (;‘) X —~Aa B

vov’:<f —b) (;) =foa—bof =0.

Donc, par définition de ker v, il existe un unique morphisme v” : X —— kerv tel que

vérifie

1, 0v” =", Il s’ensuit que le diagramme suivant est commutatif.

A / B

pa© Z.v b

o ker v PB Oty B’
,U// ﬂ/

Ul

Remarque 0.1.19. Soit A une catégorie additive telle que tout morphisme possede un
noyau et un conoyau, soient A, B € Ob(A) et f € Hom ,(4, B).

i) Il existe un morphisme canonique ¢ : coim f — im f. En effet, comme coim f
est le conoyau de 7 : ker f — A et que foi =0, il existe f’ € Hom ,(coim f, B) tel
que le diagramme suivant soit commutatif.

; /
kerfL»Ai»COimf

O\Lf/f/

Siqg: B —— coker f,onaqof'oq =qof =0etgof’ =0 car ¢ est un épimorphisme.
Comme im f est le noyau de g, il existe un unique morphisme ¢ € Hom ,(coim f,im f)
tel que le diagramme suivant soit commutatif.

2’/

im f - B q—cokerf

NN

coim f
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ii)Soient C' € Ob(A) et g € Hom ,(B,C) tels que go f = 0. II existe un mor-
phisme canonique ¢ : im f —— ker g. En effet, comme g o f = 0, il existe un unique
morphisme ¢ € Hom ,(coker f, C) tel que le diagramme suivant soit commutatif.

f

A—»B—qw:okerf

AN

C

Il s’ensuit que goi = cogoid =0 (ou i :im f — B) et par définition de kerg,
il existe un unique morphisme ¢ € Hom ,(im f,ker g) tel que le diagramme suivant

soit commutatif.

ker g ig—B g—C
N g
im f

0.2. Catégories abéliennes

Définition 0.2.1. Une catégorie additive A est abélienne si elle vérifie les conditions

suivantes :

i) tout morphisme de A posseéde un noyau et un conoyau,
ii) pour tout morphisme f € Hom ,(A, B), le morphisme canonique

coim f — im f
est un isomorphisme.

Définition 0.2.2. Soit A une catégorie abélienne. Une suite de morphismes de A
A-t.B-2.C
est ezacte si
i) gof=0,

ii) le morphisme canonique im f — ker g est un isomorphisme.

Remarque 0.2.3. Soit A une catégorie abélienne.

i) La suite0 — A I+ Best exacte si et seulement si f est un monomorphisme.

ii) la suite A e B+ 0 est exacte si et seulement si f est un épimorphisme.
Proposition 0.2.4. Soient A une catégorie abélienne et
f:A— B

un morphisme de A. On a les suites exactes suivantes :

i)0—kerf —>A— imf—0
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i) 0 — imf—»> B —— coker f — 0
Preuve. C’est immédiat. ]
Proposition 0.2.5. Soient A une catégorie abélienne, A, B € Ob(A). La suite
0 +A-“A@pB " B +0
est exacte.

Preuve. a) Soit ¢ € Hom ,(C, A) tel que i4 o ¢ = 0. Puisque ppoigoc=c=0, ia
est un monomorphisme.

b) Si on démontre que le conoyau de i4 est (B,pp) alors imis ~ kerpp. Soit
c € Hom 4(A ® B,C) tel que coiy = 0. Le morphisme coip : B —— C rend le

diagramme suivant commutatif.

AN aeB PP B

N

C
En effet, comme i4 0 py +ip o pp = idagp, on a
COZ.AopA_I_COZ.BopB:CO’L.BOpB:C‘
c) Soit ¢ € Hom 4(B,C) tel que co pp = 0. Puisque coppoip =c =0, pp est

un épimorphisme. ]

Définition 0.2.6. Soient A et B deux catégories abéliennes. Un foncteur additif
F: A—— Best exact 4 gauche (resp. a droite) si pour toute suite exacte dans A

0O—A—B——C

(resp. A—B—C—0)

la suite

0~ F(A) —~ F(B) —— F(C)

(resp. F(A)— F(B) — F(C) —0)

est exacte dans B.

Le foncteur F : A —— B est exact s’il est exact a gauche et a droite.

Un foncteur contravariant F' : A — B est exact a gauche (resp. a droite) sil est
exact a gauche (resp. a droite) quand il est considéré comme foncteur F' : A? —— B

(ou AP est la catégorie opposée de A).
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Exemple 0.2.7. Soit A une catégorie abélienne. Les foncteurs
Hom ,(., X) : A" — Ab

et
Hom ,(X,.): A — Ab

(ou Ab désigne la catégorie des groupes abéliens) sont exacts a gauche.

0.3. Foncteurs représentables

Définition 0.3.1. Soit A une catégorie additive. Soit hy : A —— Ab (resp. h* :
A — Ab) le foncteur additif défini par

hx(Y) = Hom ,(X,Y)
(resp. h*(Y) = Hom ,(Y, X)).

Un foncteur additif F : A — Ab (resp. F : A°® ——~ Ab) est représentable sil
existe X € Ob(A) tel que

F ~ hX
(resp. F ~ h™).
On dit que X est un représentant de F.

Proposition 0.3.2. Si F': A —— Ab (resp. F': A® — Ab) est un foncteur addi-
tif, alors pour tout X € Ob(A)

Hom (hyx, F) ~ F(X).
(resp. Hom (b, F) ~ F(X).)
Preuve. Considérons les morphismes
¢ :Hom (hy, F) — F(X), Y : F(X)— Hom (hy, F)
définis respectivement par
ola) = a(X)(idy) Va € Hom (hy, F)
et
w(a)(Y)(f) = F(f)(a) Va € F(X),VY € Ob(A),Vf € Hom ,(X,Y).

Le morphisme

Y(a):hy — F
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est bien fonctoriel car si g : Y —— Y’ est un morphisme de A, le carré

P(a)(Y)

hx(Y)

hx(g) f (9)

= ¥(a)(Y") o hx(9)(f).
Les morphismes v et ¢ sont inverses 'un de 'autre. En effet, d’une part, on a
Vo p(a)(Y)(f) = F(f)(¢(a))
= F(f)(a(X)(idx))
=a(Y)(f)

car la carré

commute.

D’autre part,

Corollaire 0.3.3. On a I’ isomorphisme
Hom (hx, hy) ~ Hom (Y, X)
(resp. Hom (A, h") ~ Hom (X,Y)).
En particulier, f : X — Y est un isomorphisme si et seulement si hy : hx — hy
(resp. h' : hX ——~ hY) est un isomorphisme.
Remarque 0.3.4. Soient A, A’ deux catégories additives et
F:A— A, G:A—A

deux foncteurs additifs.
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i) Il résulte de la proposition précédente que se donner un morphisme de foncteurs
A(.,.) : Hom ,(.,G(.)) — Hom ,,(F(.),.)
est équivalent a se donner un morphisme de foncteurs
T(.):FoG()— id(.)
caractérisé par
AXY)(f) =T(Y) o F(f)
pour tout f € Hom ,(X,G(Y)).
ii) Par dualité, se donner un morphisme de foncteurs
A'(.,.) - Hom 4, (F(.),.) — Hom 4(.,G(.))
est équivalent a se donner un morphisme de foncteurs
T'():id(.) — Go F(.)
caractérisé par
A (X Y)(f) = G(f) o T'(X)
pour tout f € Hom 4, (F(X),Y).
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Catégories triangulées et t-structures

1.1. Catégories triangulées
Soit A une catégorie additive munie d’un automorphisme 7" : A — A.
Définition 1.1.1. Un triangle de A est une suite de morphismes de A
A% B2 0 -SrT(A).

Un morphisme de triangles de A est la donnée d’un diagramme commutatif dans

A
At Pl Clpw
U R
Ao Voo S

Définition 1.1.2. Une catégorie triangulée 7T est la donnée d’une catégorie additive
7 munie d'un automorphisme T : 7 —— 7 et d’une famille de triangles, appelés
triangles distingués vérifiant les axiomes suivants :

(TD 0) un triangle isomorphe a un triangle distingué est un triangle distingué,

(TD 1) pour tout X € Ob(7),

idx

X—X-—0—T(X)
est un triangle distingué,
(TD 2) pour tout morphisme f : X — Y dans 7, il existe un triangle distingué
Xy 7z 1X),
(TD 3) le triangle
x -ty Yoz Morix)
est distingué si et seulement si le triangle

—T(f)

Y 4z oTix) T(Y)

est distingué,
(TD 4) étant donné deux triangles distingués

Xy 7z 1X),

x oy Lz,
15
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et un diagramme commutatif dans 7,

X—f>Y

-

X =Y

il existe w € Hom (Z, Z') tel que le diagramme suivant

x Ty g T(X)
T
X Y 7 T(X)

soit commutatif et donc, on a un morphisme de triangles distingués,
(TD 5) étant donné les triangles distingués

Xty w7z 1(X)
Y 2 Z X T(Y)

X * 7z oy . 1X),
il existe un triangle distingué
7' —Y — X' —T(Z

tel que le diagramme suivant soit commutatif.

x- oy
idx g {idT(X)
x 9y rlx)
/ idy ()
y Yz X (Y
idy {
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Cette derniere assertion, appelée “axiome de 'octaedre”, peut étre visualisée de

la maniere suivante.

Y/

) T
X -7
f g
Y

Notation 1.1.3. Soit X un objet d’une catégorie triangulée 7. Par commodité
d’écriture, on posera
X[n] =T"(X).

Définition 1.1.4. Soient 7 et 7' deux catégories triangulées. Un foncteur triangulé
F T —— T’ est un foncteur additif tel que

i) F(X[]) ~ F(X)[1]
ii) I'image par F' d’'un triangle distingué de 7 est un triangle distingué de 7”.
Proposition 1.1.5. Si 7T est une catégorie triangulée et
x -ty Sz X[
est un triangle distingué, alors go f = 0.

Preuve. Comme
idx

XX w0 X[1

est un triangle distingué, par (TD 4), il existe ¢ € Hom (0, Z) tel que le diagramme

suivant
x 1,y 0— X[1]
{idx {f {80 {idx[l]
x Loy 9. xp
soit commutatif, et donc, go f = 0. ]

Définition 1.1.6. Soit 7 une catégorie triangulée et A une catégorie abélienne. Un
foncteur cohomologique F : T —— A est un foncteur additif tel que pour tout triangle
distingué de 7

X —Y —7— X[1],
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la suite
F(X) —~F(Y)—— F(Z)

est exacte.

Proposition 1.1.7. Soit 7 une catégorie triangulée. Pour tout W € Ob(7), les
foncteurs Hom (W, .) : T — Ab et Hom (., W) : T°° — Ab sont des foncteurs
cohomologiques.

Preuve. Soit X 2+ Y %+ 7 —+ X [1] un triangle distingué de 7. Etablissons que
la suite des groupes abéliens
Hom (W, f) Hom (W,g)

Hom (W, X) Hom (WY

Hom (W, Z)

est exacte, i.e. im(Hom (W, f)) = ker(Hom (W, g)).
D’une part, si ¢ € Hom (W, X), on a par la proposition 1.1.5

Hom (W, g) o Hom (W, f)(¢)) = go fo = 0.
D’autre part, soit ¢ € Hom (W,Y") vérifiant Hom (W, g)(¢) = gop = 0. Puisque
WY W0 W
est un triangle distingué, par (TD 3) et (TD 4), il existe ¢ € Hom (W, X) rendant

le diagramme

idy

W[-1] -0 e 4
FE "
v = iy x Ly
commutatif. On a alors Hom (W, f)(¢) = f oy = ¢. O

Corollaire 1.1.8. Soient 7 une catégorie triangulée et un morphisme de triangles
distingués dans T

X .Y -7 —— X[1]
{s@ {w {9 Lw[l]
X Y 7 X'[1]

Si ¢ et 6 sont des isomorphismes alors 1 est un isomorphisme.

Preuve. Soit W € Ob(7). Comme Hom (W,.) est un foncteur cohomologique, on
obtient le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :

Hom (W, Z[—1]) —» Hom (W, X) —» Hom (W,Y) —» Hom (W, Z) —» Hom (W, X[1])

Hom (V[‘/7 0[-1]) Hom 51/[/7 ®) Hom (J/V7 ) HomEVV7 0) Hom (Ii[/, ©[1])
Hom (W, Z'[~1]) — Hom (W, X') —— Hom (W,Y’) —— Hom (W, Z') — Hom (W, X'[1])



1.1. CATEGORIES TRIANGULEES 19

Comme ¢ et 6 sont des isomorphismes, Hom (W, 8[—1]), Hom (W, ¢), Hom (I, 9)
et Hom (W, ¢[1]) sont des isomorphismes et par le lemme des cing, on en déduit que
Hom (W, %)) est un isomorphisme pour tout W € Ob(7). Par le corollaire 0.3.3, on a
le résultat. ]

Corollaire 1.1.9. Soit 7 une catégorie triangulée, et soit
Xty N X[
un triangle distingué de 7. Alors, f est un isomorphisme si et seulement si N ~ (.

Preuve. Supposons que f est un isomorphisme. Comme on a le morphisme de trian-
gles distingués

x dx -0 —— X[1]
{id X {f {0 {id X[
x Loy N - X[1]

on en déduit que N ~ 0.
Inversément, si on a un triangle distingué du type

Xty o X[

par le corollaire précédent, comme on a

id

X "X -0 — X[1]
{id X {f {0 {id X[
X / Y >0 - X[1]
on en déduit que f est un isomorphisme. ]

Proposition 1.1.10. Si 7 est une catégorie triangulée et si X,Y € Ob(7), alors
XLy "o X[]eY — X][1]
est un triangle distingué dans 7 .
Preuve. Par (TD 2), il existe un triangle distingué dans 7°
x -y Loz Moxq
et comme pour tout W € Ob(7), Hom (W, .) est un foncteur cohomologique, la suite

B

Hom (W, Z)

0 — Hom (W,Y) Hom (W, X[1]) — 0
est exacte. Pour W = X[1], il existe donc A’ € Hom (X[1], Z) tel que

Hom (X[l], h)(h/) =ho h/ = dem
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Il s’ensuit que Hom (W, h) o Hom (W, 1) = idgom (wxp)) et la suite ci-dessus est
scindée. Par conséquent, pour tout W € Ob(7),

Hom (W, Z) ~ Hom (W,Y") & Hom (W, X[1]).
Comme cet isomorphisme est fonctoriel en W, ona Z ~ X[1]&Y. D’ou la conclusion.

Ul

Corollaire 1.1.11. Si 7 est une catégorie triangulée et si
XY 272 X[1]
est un triangle distingué dans 7T, alorsY ~ X & Z.

Preuve. Par la proposition précédente, comme
Z 2o X[1] —Y[1] — Z[1]

est un triangle distingué, Y[1] ~ Z[1] ® X[1] et Y ~ X & Z. O

1.2. Localisation d’une catégorie triangulée

Dans cette section, 7 désigne une catégorie triangulée.

Définition 1.2.1. Un sous-ensemble N de Ob(7) est un systéme nul s’il satisfait

aux trois conditions suivantes :

(N1) 0eN,

(N 2) X € N si et seulement si X[1] € NV,

(N3) si X —Y — Z —— X[1] est un triangle distingué de 7 avec X, Y € N,
alors Z € N.

On note S(N) 'ensemble des morphismes f : X — Y tels qu'il existe un triangle
distingué
x -ty w7z wx[,

avec Z € N.

Proposition 1.2.2. Si N est un systéme nul de T, alors
i) pour tout X € Ob(T), idx € S(N),
ii) pour tout s; € Hom(X,Y), s, € Hom (Y, Z), tels que s1, s, € S(N), on a
sp0s8 € S(N),

iii) tout diagramme

N

V)
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avec s € S(N) peut étre complété en un diagramme commutatif
W —Z
X —f> Y
avec s' € S(N). On a le méme résultat avec les morphismes renversés,
iv) si f et g € Hom(X,Y), les conditions suivantes sont équivalentes :
1) il existe s € Hom (Y, Y"), s € S(N) tel que so f =sog,
2) il existe s' € Hom (X', X), s € S(N) tel que fos =gos'.

Preuve. i) Soit X € Ob(7). Comme X XX ) X|[1] est un triangle dis-
tingué et que 0 € NV, idx € S(N).
ii) Puisque s1, s2 € S(N), il existe deux triangles distingués
Xy 7 X[l
Y 2 Z X Y1
avec X', Z" € N. De plus, par (TD 2), on a un triangle distingué

820817

XNz Ly X[
et par 'axiome de 'octaedre, on obtient le triangle distingué suivant.

7Y e X 2]
Par (TD 3),

X[-1] 2 Y X
est un triangle distingué avec X'[—1] et Z’ € N, et donc Y’ € N, ce qui implique
que sy 051 € S(N).
iii) Puisque s € S(N), il existe un triangle distingué

z ey Lext Mo

avec X’ € N et par (TD 2), on a le triangle distingué

h/

x Choxr S xn MLy,

Par (TD 3) et (TD 4), il existe ¢ € Hom (X"[—1], Z) tel que le diagramme suivant
soit commutatif.

X[—l] _(g © f)[_l] X/[_l] _g/[_l] X//[_l] _h/[_l] X
fI=1] idx /[ {90 f

Or, comme par (TD 3) on a le triangle distingué

(-1

X”[—l] XLOf»X/i»X//



22 1. CATEGORIES TRIANGULEES ET T-STRUCTURES

avec X' € N, —I[-1] € S(N). Par conséquent, W = X"[—1] et s = —h'[-1]
conviennent.

iv) Soient f € Hom(X,Y) et s € HomT(Y Y'), s € S(N) tels que so f = 0.
Démontrons qu'il existe s € Hom (X', X), s’ € S(N) tel que fos = 0. Puisque
s € S(N), il existe un triangle distingué

t/

y ey ey v

avec Y7 € N et comme X 5% X —»0 X[1] est un triangle distingué, par

(TD 3) et (TD 4), il existe ¢ € Hom (X, Y"[—1]) tel que le diagramme suivant soit

commutatif.

X[-1] - 0 cx o
-1 { { /
Y[—1] s Y'[—1 Y” —1] e Y
Comme par (TD 2), on a le triangle dlstmgue
X Zeyr-1 Ve z YN X,
par (TD 3), on a alors le triangle distingué
Z[-1] Y x foyrq) Yz
Il s’ensuit que —¢'[—1] € S(N) car Y"[—1] € N et
fow[-1) = #[-1opo[-1] =0,
Par conséquent, X' = Z[—1] et s’ = —¢/[—1] conviennent. O

Lemme 1.2.3. Soit N un systéme nul de la catégorie triangulée T .
i) Soient X, Y € Ob(7). Si un triplet (X', s, f) est la donnée de X' € Ob(7T)
et des morphismes s € Hom (X', X), s € S(N) et f € Hom (X', Y), alors la
relation R définie par

(X{7$1,f1)R(X£732,f2)

si et seulement s’il existe un diagramme commutatif dans T

avec W € Ob(T) et u € S(N), est une relation d’équivalence.
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ii) Siles diagrammes suivants

"
Xl

sont commutatifs, et si s ot} et s otl, appartiennent a S(N') alors
(X7, soty,g0g))R(Xy,s0t),g0g)).

Preuve. i) Il est clair que la relation R est réflexive et symétrique. Démontrons qu’elle
est transitive. Supposons que

(X{7817f1>R(X£7527f2> et (X§7527f2)R(X§733,f3),

i.e. qu'il existe deux diagrammes commutatifs

X
U1 vy

X «— W — X;

N

Y
X
‘y u;&
/

V2 v
/ 2 /
X« Wy —2+ X,

N
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avec up, uz € S(N). Comme on a

Wy
2
W, L, x

avec uy € S(N), par la proposition 1.2.2, il existe un diagramme commutatif

W3 ﬂ’”@

o o

W, L, x

avec ug € S(N). De plus, on a
SQO'U&O'U/?) = U1 OU3

= U2 O Uy

= S92 O V9 O Uy

et par la proposition 1.2.2; il existe Wy € Ob(T) et t € Hom (Wi, Ws), t € S(N)
tels que

viougot=1wvy0usot.

On vérifie alors aisément que le diagramme

/Ulougot

Ulougot 50Uy O
!/ !/
X - X5

1ougot
\\u Uus %

est commutatif et comme u; oug ot € S(N), la relation R est transitive.
ii) Comme on a

/
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avec s o th, € S(N), par la proposition 1.2.2, il existe un diagramme commutatif

avec h; € S(N). Donc, on a sot]joh; = sot)ohy et par la proposition 1.2.2, il
existe W’ € Ob(T) et W' € Hom (W', W), k' € S(N) tels que

tiohioh! =t,0ohyoh.
De plus, on a
togiohloh/:fotllohloh/
= fotyohsoh
:togéthOhla

et par la proposition 1.2.2, il existe W” € Ob(7T) et A" € Hom (W" W'), k" € S(N)
tels que

giohioh'oh” =gyohyoh' oh.

On vérifie alors aisément que le diagramme

X
s oty sotiohyoh'oh” s 0ty
X hy oh’oh” w" h2oh/oh” X
1~ . 2
) gogyohyoh'oh” )
g°e o 9° 92

Z

est commutatif et comme sotjohyoh’oh” € S(N), on en déduit que

(XT,s0th,g0g))R(Xy,s0t5, g0 gy).
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Définition 1.2.4. Soit N un systéme nul de la catégorie triangulée 7. La catégorie
T /N appelée la localisation de T par N a pour objets les objets de 7', les morphismes
d’un objet X dans un objet Y étant les classes d’équivalence des triplets (X', s, f)
pour la relation considérée dans le lemme précédent.

Pour composer les morphismes représentés par (X', s, f) et (Y’ t, g), on forme le
diagramme commutatif

X"
7N
X' Y’
N
X Y A
avec t' € S(N) (cf. proposition 1.2.2) et on pose

(Y t,9)o(X',s, f) = (X", s0t',goh).

Cette définition est licite. En effet, d’une part, supposons qu’il existe un dia-

gramme commutatif

"
Xl

X'fy \Q\lY'
SNV

avec t) € S(N). Puisque sot’ et sot] appartiennent a S(N), on en déduit du lemme
précédent que (X" sot' goh)R(XY,sot),gohy).
D’autre part, supposons que (X', s, f)R(X], s1, f1) et démontrons que

((Y',t,9) o (X1, s1, 1)) R((Y', 8, 9) o (X', 5, ).
Comme (X', s, f)R(X], s1, f1), il existe un diagramme commutatif

A

v v
X W X!

N

Y
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avec u € S(N). De plus, puisque t € S(N), il existe un diagramme commutatif
/

Uy

W/4>Y/

o

WL»Y

avec t; € S(N). Dong, le diagramme suivant
W
N
X' Y’
A
X Y A
est commutatif et sowv oty € S(N). Par le lemme précédent,
(W' sovoty,gouy))R((Y' t,g)o (X', s, f)).
De la méme maniere, on a

(W/7S ocvo tl?.g © u/1>R((Y/7tag> © (X{?Sl?fi))?

et par transitivité, on en déduit que la loi de composition est bien définie.

Remarquons que la loi de composition que I'on vient de définir est associative.
En effet, soient a: X — Y, 3:Y —+ Z, ~:Z —— W trois morphismes de 7 /N
Supposons que «, 3, v sont respectivement représentés par (X', s, f), (Y’ t,g) et
(Z',u, h). Considérons le diagramme commutatif

X///
o\
X// Y//
N
X' Y’ 7'
y V\ % y‘ 'V w‘
X Y Z W
avec t', v/, u" € S(N). D’une part,

(Z",u,h) o ((Y',t,g) o (X',s, f)) = (Z',u,h) o (X", s 0t g o)
:(X”/,Sot/ou”,hojok>
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car goiou” =gou' ok =wojok, et d’autre part,

((Z',u,h) o (Y' 1, 9)) o (X', s, [) = (Y, t o/, hoj) o (X', s, f)
:(X”/,SOZf/Ou”,hOjOk)

car fot'ou" =toiou =tou ok. On en déduit que la loi de composition est
associative.

Enfin, pour tout X € Ob(7), idx € S(N) et donc,
(X, idy,idy) € Homz (X, X).
De plus, si (X', s, f) € HomT/N(X, Y), on a
(X',s, f) o (X,idy,idy) = (X', s, f)

car le diagramme suivant
X/
VR
X X'
WO N
X X Y

est commutatif et s € S(N). De méme, si (Y, s, f) € HomT/N(Y, X), on a

(X7 idX7 ldX) o (Y/7 S, f) = (Y/7 S, f)
Définition 1.2.5. On définit le foncteur

Q:T —~T/N

par Q(X) = X pour tout X € Ob(7), et Q(f) = (X,idx, f) pour tout f €
Hom - (X,Y).
Il s’agit bien d'un foncteur car

i) pour tout X € Ob(7), Q(idx) = (X, idyx,idx),
ii) pour tout f € Hom (X,Y), g € Hom (Y, Z), on a

Q(g) © Q(f) = (Y> idY»Q) © (X> idy, f)

= (X7idX7gof)
=Q(gof)
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car le diagramme suivant commute.
X
id f/ V‘
X Y
X Y A

Proposition 1.2.6. Soit N un systéme nul de la catégorie triangulée T .

i) Pour tout s € S(N), Q(s) est un isomorphisme.
ii) Pour tout X € N, Q(X) ~ 0.
iii) Pour tout X € Ob(7T), les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Q(X) ~ 0,
b) il existe Y € Ob(T) tel que X @Y € N,
c) X & X[1] e N.

Preuve. i) Soit s € Hom(X,Y), s € S(N). On a
Q(s) = (X,idx;, s),
et comme s € S(N), (X, s,idx) € Homy (Y, X). D'une part,
(X, 5,idx) 0 (X,idx, s) = (X, idy, idx)

car le diagramme suivant est commutatif.
X
id 3/ Q‘X
X X
P
X Y X
D’autre part,

(X,idx,s) o (X, s,idx) = (X, s, s)

car le diagramme
X
id ,)/ wf{
X X
% w\x id 3/ Y‘
Y X Y
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est commutatif. De plus, puisque le diagramme suivant

LN

‘idx X S LY

\S /
S Y ldY

Y

commute, on a
(X, S, S)R(Y, idy, idy),
et Q(s) est un isomorphisme.
ii) Soit X € . Puisque
XX 0 X1
est un triangle distingué, par (TD 3),
idx

0- %X 5N X 0

est un triangle distingué et a € S(N). Par conséquent, Q(«) est un isomorphisme,
ce qui suffit.

iii) Si X € Ob(7), Q(X) ~ 0 si et seulement si idgx) = O¢g(x). Ainsi, 'annulation
de Q(X) est équivalente a 'existence d’un diagramme commutatif

X
ld% S‘Rdx
/
X~t X' t—X
o
X

avec s € S(N). Dans un tel diagramme, s = ¢t = ' = f = 0. Il en résulte que
Q(X) ~ 0 si et seulement §'il existe un triangle distingué

X e X o N X'[1]

avec N € N. Vu la proposition 1.1.10 et le corollaire 1.1.8, dans un tel triangle,
N ~ X'[1] & X. Ce qui établit 1’équivalence de a) et b).
Comme on dispose aussi du triangle distingué

X -5 X X[1]e X — X[1],
I’axiome de l'octaedre donne le triangle distingué

N-—N—X[1]® X — N[1].
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Il en résulte que X[1] & X € N. Ainsi, ¢) est un conséquence de a). Comme b) est
clairement une conséquence de c), iii) est démontré. O

Remarque 1.2.7. Si«a: X —— Y est un morphisme de 7 /N représenté par (X', s, f),
alors

a=Q(f)oQ(s)".

En effet, le diagramme
X/
idi(// W\X/
X/ X/
7N N
idx/
X X' Y

est commutatif.

Proposition 1.2.8. Soit N un systéme nul de la catégorie triangulée T .
i) T /N est une catégorie triangulée en considérant comme triangles distingués
ceux isomorphes a I'image par () d’un triangle distingué dans 7 .
ii) Si 7' est une catégorie triangulée et si F' : T — T’ est un foncteur de
catégories triangulées tel que F(X) ~ 0 pour tout X € N, alors il existe
un foncteur unique G : T /N —— T’ tel que G o Q = F. Schématiquement,

7 %N

C

Preuve. i) Vérifions que 7 /N satisfait aux axiomes d’une catégorie triangulée. Pour
(TD 0), (TD 1) et (TD 3), cela découle immédiatement de ce que la catégorie 7 est
triangulée.

(TD 2) Soit f € Homz/,(X,Y). On peut supposer que f est représenté par

X/
S
X Y
avec s € S(N). Par (TD 2) appliqué a la catégorie T, il existe un triangle distingué

X 5Ny 7+ X'[]

et donc,
Xy Lz X1
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est un triangle distingué dans 7 /N. Comme Q(s) est un isomorphisme et que f o
Q(s) = Q(a), on a Iisomorphisme de triangles de 7 /N

v QW v
{cxs) {idy [idz Q@
x— Loy s xp

et
Xy 7z X[
est un triangle distingué de 7 /N.

(TD 4) On peut supposer que les triangles de 7 /N que l'on doit considérer sont
I'image par () des deux triangles distingués de 7 suivants.

x-Ley Loz Moxq

x oy Sz M x

Soient u € Hom 7\ (X, X") et v € Hom \(Y,Y”) des morphismes tels que Q(f’) o
u=wvoQ(f). On a donc le diagramme suivant.

Q(f)

X Y

X, Q(flz Y/ Q(glz Z/ Q(hlz X/[l]

Supposons que u et v sont représentés respectivement par

X// Y//
X X Y Y’

avec s, t € S(N), et que Q(f') ou et v o Q(f) sont donnés respectivement par les
diagrammes commutatifs suivants

W
N
X// X/
y y\ idia/ V:
X X’ Y’
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W/
v N
X Y//
id i/ \\f‘ % \\b‘
X Y Y’

avec §', t' € S(N). Comme Q(f")ou=wvoQ(f), il existe un diagramme commutatif

X

A

SOV w;&’
w Y wr YL w

f oa\’\ ' »/b ot
Y/
avec w” € S(N). Par (TD 2), il existe un triangle distingué dans 7°

33

w" b'ow’ y" g, W”[l].

Counsidérons alors le schéma suivant.

w// t ‘w//[l]
" b/ © wl " " "
W Y/ — 7" —— W"[1]
a' ow b {a’ o wll]
Y ! Y / h/
X/ f . Y/ g . Z/ . X/[]_]

On vérifie facilement que
fow" =tobow, ffod ocw=bob ow,

et par (TD 4), il existe k € Hom (2", Z) et k' € Hom (2", Z') tels que le diagramme
suivant soit commutatif.

h
x_ I .y 9., - X[1]
w” t k ‘w”[l]
b ow

W// Y// Z// W// [1]

a' ow b K {a’ o wll]

Y / Y / Y h/
X/ f . Y/ g . Z/ . X/ [1]
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En appliquant le foncteur ), on obtient le diagramme commutatif suivant dont les
lignes sont des triangles distingués dans 7 /N.

QU Ql , QW

‘ ‘ ‘ - X[1]
o) enew Q)
W// Q<b cw ) . Y// . Z// . W//[l]
Qaew) Q) QU {@(a'owu})
VoAU g e

Comme Q(w”) et Q(t) sont des isomorphismes, par le corollaire 1.1.8, Q(k) est un
isomorphisme et on a donc le morphisme de triangles distingués suivant.

R o« Qe _,  am X
| | | |
Q(a’ ow) f Qw") ™! Q(b) O¢Q(t)_1 QK O¢Q(k)_1 Q(a’ o w(1]) f Q(w") (1]
M QU ey ) aw) e
Or, Q(a’ow)oQ(w")™t = u. En effet, Q(a’ow)oQ(w”)~! est donné par le diagramme
commutatif

W//
ld[/[i/ \\id‘w//
W// W//
idw//
X W// X/

et (W w”, a" ow)R(X",s,a) car le diagramme suivant

X
A
w" W s
: ’
w” idyy» w” S ow X
) a' ow
a ow a
Y
X/

est commutatif et w” € S(N). De la méme maniere, Q(b) o Q(')~! = v et axiome
(TD 4) est donc vérifié.

(TD 5) De la méme maniere que pour (TD 4), en utilisant I’axiome de l'octaedre
pour la catégorie 7, on obtient axiome de 1'octagédre pour la catégorie 7 /N
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ii) Etablissons tout d’abord que pour tout s € S(N), F(s) est un isomorphisme.
Si s € S(N), il existe un triangle distingué
X Yy 7 X[

avec Z € N. Comme F est un foncteur de catégories triangulées et que F'(Z) ~ 0,
on a le triangle distingué

F(s)

FX) > FY) 0 FX)[1

et par le corollaire 1.1.9, F'(s) est un isomorphisme.

Démontrons a présent 1'unicité du foncteur G. Soit o : X — Y un morphisme
de T /N représenté par (X', s, f). On sait que a = Q(f) o Q(s)~!. Par conséquent,
il vient

G(a) =G(Q(f) o Q(s)™)
=GoQ(f)oGoQ(s)™
=F(f)o(GoQ(s))™
=F(f)oF(s)™,

ce qui assure I'unicité de G.
On définit le foncteur

G:T/IN —T
par G(X) = F(X) pour tout X € T /N et
Ga) =F(f)o F(s)™

pour tout o € HomT/N(X, Y') représenté par (X', s, f). Cette définition est licite. En
effet, supposons que (X", s, f')R(X',s, f). Il existe alors un diagramme commutatif

avec u € S(N). Comme F(s)o F(v) = F(u), F(v) est inversible. D’une part, on a

F(u)o F(u)™ =F(fov)o(F(sov))™
oF(v)™toF(s)™



36 1. CATEGORIES TRIANGULEES ET T-STRUCTURES

et d’autre part,

F)oF(u)™ =F(f ov)o(F(so0v))™

F(f) o F(s)™,

et donc, GG est bien défini.

Démontrons que G est un foncteur.

Soient o : X —» Y et 3 :Y ——» Z deux morphismes de 7 /N représentés res-
pectivement par (X', s, f) et (Y’,t,¢g). Considérons le diagramme commutatif

X"VX\\}L\Y'
SNV

ou t' € S(N). Par définition, [ o « est représenté par (X", sot',goh). Comme
fot'=toh,ona F(f)o F(t') = F(t) o F(h) et par conséquent,
Ft) o F(f)=F(h)o F(t)™".

Il s’ensuit que

G(Boa)=F(goh)o(F(sot))™!
= F(g)oF(h)o F(t) o F(s)™"
=F(g)o F(t)" o F(f) o F(s)™
= G(B) o G(a).
De plus, comme idg(x) est représenté par (X, idx,idx), il est clair que G(idg(x)) =
idgx))-
Enfin, par définition du foncteur G, on a G o () = F', d’ou la conclusion. ]

Proposition 1.2.9. Soient N un systéme nul de la catégorie triangulée T et T’ une
sous-catégorie pleine de T telle que tout triangle distingué dans T

XY 27 X[l

avec X, Y € Ob(T') est un triangle distingué dans T'. Alors, N' = N N Ob(7") est
un systéme nul de 7'.

De plus, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) tout morphisme f € Hom(X,Y"), avec X € Ob(7"), Y € N se factorise par
un élément de N,

ii) pour tout s € Hom,(X,Y), s € S(N) et Y € Ob(7’'), il existe w €
Hom (W, X), W € Ob(7") tel que sow € S(N).
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Sous ces conditions, T'/N" est une sous-catégorie pleine de T /N

Preuve. On vérifie immédiatement que N est un systeme nul de 7”.
i) = ii) Soient s € Hom (X,Y), s € S(N) et Y € Ob(7”). 1l existe un triangle
distingué dans 7
X ey ez Moxq
avec Z € N. Par hypothese, il existe Z’ € N et des morphismes ¢g; € Hom (Y, Z’)
et go € Hom (7', Z) tels que g = g20¢1. De plus, par (TD 2), on obtient les triangles
distingués dans 7

h1

(+) y 2oz My Sy

7Sz Mg B
et comme par (TD 3), on a le triangle distingué
vy 2z Meoxp Wy,

on peut appliquer 'axiome de 'octaedre et on a le diagramme suivant.

y I g My Ty
idy 92 0{ idyq)
y 9z =y
g1 idy L gi[1
L )
.
Y X[l e 2
Par conséquent, f; = —s[1] o a et donc,
1) = soal-1]
Or, par (TD 3), on a le triangle distingué
y'[—1] DLy o, g My

et comme Z' € N, —fi[—1] € S(N). De plus, vu (*), puisque Y et Z' € Ob(7"),
Y” € Ob(7"). 1l s’ensuit que W = Y”[—1] et w = a[—1] conviennent.

ii) = i) se démontre de maniere analogue.

Pour conclure, il suffit de démontrer que le foncteur

I:T' /N —T/N



38 1. CATEGORIES TRIANGULEES ET T-STRUCTURES

défini par I(X) = X pour tout X € Ob(7'/N") et I(X',s, f) = (X', s, f) pour tout
(X',s, f) € Hom 7,y (X,Y), est pleinement fidele, i.e. 'application

Hom 7, (X, Y') — Hom 7 (1(X), I(Y))

est bijective.
Supposons d’une part que

I(X')s, YRy I(X", ', f1),

donc, il existe un diagramme commutatif

avec u € S(N). Par ii), il existe W' € Ob(7") et w € Hom (W', W) tels que
uow € S(N). On en déduit que le diagramme suivant

X
s wow s’
5 VoW W v’owVX,,
u ow )
f l f
est commutatif. De plus, comme u o w € S(N), il existe un triangle distingué dans

T
[ G i —.
avec W” € N. Or, comme W' et X € Ob(7'), W” € Ob(7"). Par conséquent,
uow € S(N') et
(X', s, f)Ra (X", 8, f).

D’autre part, considérons (X',s, f) € HomT/N(I(X),I(Y)). Vu ii), il existe
W € Ob(7') et w € Hom (W, X’) tel que s ow € S(N). Comme le diagramme
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suivant
X
s sjw sow
Xy gy
fow

est commutatif, on a
I(W7 50 w? f o w)RN(X/7 S? f)?

ce qui suffit.

1.3. t-structures

Dans cette section, 7 désigne une catégorie triangulée.

39

Définition 1.3.1. Soient 7=Y et 72° deux sous-catégories strictement pleines de 7.

Posons

TS = T<0[—p), T2" := T2[—n].

Le couple (7=° 72% est une t-structure sur 7 si les conditions suivantes sont

vérifides :

) TS T et T2 € T2,

ii) Hom(X,Y) =0 pour X € Ob(7=%) et Y € Ob(7T=1),

iii) pour tout X € Ob(7), il existe un triangle distingué
Xo—r X X — X[l

tel que Xy € Ob(7=Y) et X; € Ob(T=1).

Dans le reste de la section, (7=°,72%) est une t-structure sur 7.

Théoréme 1.3.2. i) Il existe un foncteur

=" T T

et pour tout X € Ob(7T="), pour tout Y € Ob(7) un isomorphisme

Hom ;- (X, 75"(Y)) — Hom (X, Y)

fonctoriel en X et Y.



40 1. CATEGORIES TRIANGULEES ET T-STRUCTURES

ii) II existe un foncteur

=T - T"
et pour tout X € Ob(7T), pour tout Y € Ob(7T=") un isomorphisme
Hom ;. (72"(X),Y) — Hom (X, Y)
fonctoriel en X et Y.

Les foncteurs 75" et 72" sont les foncteurs de troncature associés a la t-structure
(T=0,729)
, .

Preuve. On peut supposer que n = 0.
i) Soit Y € Ob(7). 1l existe un triangle distingué

Yo —Y — Y — Y[l
tel que Yy € Ob(7=°) et Y; € Ob(7=!). Démontrons que
Hom -, (X, Yy) — Hom (X,Y)

est un isomorphisme pour tout X € Ob(7=%). Comme Hom (X, .) est un foncteur

cohomologique, on a la suite exacte
Hom (X, Yi[—1]) — Hom(X,Y;) — Hom (X,Y) — Hom (X, Y7).
Puisque X € Ob(7=Y) et Y1, Yi[—1] € Ob(7=!), on a
Hom (X, Y;[—-1]) =0, Hom (X, Y;) =0,

et par conséquent,
Hom (X, Yy) ~ Hom (X, Y)
pour tout X € Ob(7=C). De plus, comme 7=" est une sous-catégorie pleine de 7,
Hom -, (X,Yy) ~ Hom - (X,Y).
On définit le foncteur 70 : 7 —— 7=0 par 7=9(Y") = Y pour tout Y € Ob(7)
(Yo est défini par le triangle distingué ci-dessus).

Soit f € Hom (Y, Y”). Il existe deux triangles distingués
Yo YV ¥ Y[l
Vi ey e

avec Yy, Yy € Ob(7=°). Or, on a le schéma suivant,

Hom (Y, @)
Hom -, (Y, Y0) Hom ,(Yp,Y)
Hom (Yo, f)
Hom (Y, o) l .
Hom 7 (Yo, Y5) Hom (Yo, Y")
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et on définit
7=0(f) = Hom (Yp, &)~ o Hom (Yp, f) o Hom (Yp, @) (idys ).

On peut vérifier que 750 : 7 —— T=0 est un foncteur.

Il nous reste a démontrer que l'isomorphisme
Hom ;<o (X, 7=°(Y))) — Hom (X, Y)

est fonctoriel en X et en Y. D’une part, si f € Hom <, (X, X’), le diagramme suivant

Hom (X, «
Hom ;<o (X, 7=0(Y)) # Hom (X, Y)

Hom (f, 7=9(Y)) Hom (f,Y)

j
Hom (X', «
Homn o (X', 7(V) %) o
est commutatif et I'isomorphisme est fonctoriel en X.
D’autre part, si f € Hom,(Y,Y”), par construction de 7=°(f), le diagramme

suivant est commutatif.

Hom (7=°(Y), )

Hom ;< (7=°(Y), 7=0(Y)) ~ Hom (7=°(Y),Y)

Hom (7=(Y), 7=°(f)) Hom (7=°(Y), f)
Hom o (= (V), 720 (r)) T TR o 2oy, v)
En appliquant le foncteur Hom (X, .), X € Ob(7=Y), on obtient le diagramme com-
mutatif
Hom (X,
Hom-o (X, 7<0(v)) 20 o (xy)
Hom (X, 7=°(f)) Hom (X, f)
: Hom (X, o l
Hom o (¥, 70"y 20 o (x v

et 'isomorphisme est fonctoriel en Y.
ii) Soit X € Ob(7). Il existe un triangle distingué

Xo—X X —— X[l

avec Xg € Ob(7=°) et X; € Ob(7=!). Dans ce cas, on définit 721(X) = X et la
preuve est analogue a celle de 1). ]
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Remarque 1.3.3. Appliquons la remarque 0.3.4 en prenant A = 7=, A" = T, le
foncteur F étant linclusion I : 7=" —— T et le foncteur G étant le foncteur de

troncature 7" : 7 —— T<". A l'isomorphisme fonctoriel
ASM(X,Y) : Hom o, (X, 75"(Y)) — Hom (X, Y),
on associe le morphisme de foncteurs
T="(): =) — id(.)
caractérisé par
AS(XY)(f) = T¥"(V) o f
pour tout f € Hom ., (X, 7="(Y)).

De méme, a 'isomorphisme fonctoriel
A"M(X,Y) : Hom s, (7"(X),Y) — Hom (X, Y),
on associe le morphisme de foncteurs
T="(.) sid(.) — 7="(.)
caractérisé par
AF(XY)(f) = foT="(X)
pour tout f € Hom -, (72"(X),Y).
Lemme 1.3.4. Considérons deux triangles distingués de T
Xy ez M oxp (i=1,2).
Si Hom (X [1], Z) = 0, alors hy = ho.

Preuve. Par (TD 4), on a le morphisme de triangles distingués suivant.

x Loy 92 My
{id X {idy {u {idxm
x Loy 9.z "y

Il s’ensuit que uwo g = g, hy = hy o u et donc,
(idz —u)og = 0.

Comme Hom (., Z) est un foncteur cohomologique, on a la suite exacte

Hom (h1,2) Hom (g,2) Hom (f,Z)
Hom_,(Z, Z) Hom (Y, Z)

Hom ,(X[1], Z) Hom (X, Z).
Par conséquent, il existe ¢ € Hom (X1}, Z) tel que
Yohy =idy —u,

et comme notre hypothese entraine que ¢ = 0, on en déduit que u = idy et hy =
hs. O
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Proposition 1.3.5. Pour tout X € Ob(7), il existe un morphisme unique
R(X): 72" THX) — 7= X)[1]

tel que
) e X ) M S 1)
est un triangle distingué.
De plus, h(X) est fonctoriel en X et induit le morphisme de foncteurs

ho:r="tt s 1] o 7=,

Preuve. On peut supposer que n = 0.
Soit X € Ob(7). Par définition d'une t-structure et par le théoreme 1.3.2, il
existe un triangle distingué

X)X e 2N () S0 1),
L’unicité de h(X) résulte du lemme précédent. En effet, comme 7=°(X)[1] € Ob(7=?)
et 721(X) € Ob(T21),

Hom. (r<°(X)[1], 72(X)) = 0.

Finalement, démontrons que h(X) est fonctoriel en X. Soit f € Hom(X,Y).

En reprenant les notations de la remarque 1.3.3, on a deux triangles distingués dans
T

)l

7o) TR x TH) i xy L S0 x0)

T0Y) | TE(Y) 5y

r<o(y) Ty TRl y) =)

et comme 7<% : 7=9(.) —~ id(.) est un morphisme de foncteurs, le carré

TSO (X) T=° (X)

=)
=0(Y)

X

s
TY) )

commute et par (TD 4), on a le morphisme de triangles distingués suivant.

T(X) | TX)

r(x) o) MR o
() f u ()

oy TR0y T2 iy MY, oy

X
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De méme, comme 72! : id(.) — 72!(.) est un morphisme de foncteurs, le carré

T21(X)

X =HX)

-
MY

commute. Par conséquent, il vient

TZI(Y>

AZHX, 72N (Y)) (0) = uo TH(X)
=T (Y)o f
=77 (f) o T#H(X)
= AT (X, T Y,

et puisque A=1(X, 721(Y)) est un isomorphisme, u = 7=!(f). Il s’ensuit que le carré

100 M) o
S o
() ML sy
commute, ce qui suffit. ]

Remarque 1.3.6. Pour tout X € Ob(7), on a
i) 7="(X[m]) ~ 7= (X)) [m],
i) 72"(X[m]) = 72" (X)[m].

Pour établir i), il suffit de montrer que

Pour tout Y € Ob(7=""™) il vient
Hom g, (Y, 77 (X)) = Hom o (¥, X)
~ Hom ,(Y'[m], X[m])
~ Hom ., (Y[m], 7="(X[m]))
~ Hom ;< (Y, TS”(X[m])[_m])7

et donc, 75"(X[m])[—m] ~ 7="*"(X). On obtient ii) de maniére analogue.

Proposition 1.3.7. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) X € Ob(7T="),
i) 7="(X) ~ X,
iii) 72" 7(X) ~ 0.

On a un résultat analogue en échangeant < et >.
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Preuve. i) < ii) Pour tout X € Ob(7="), en reprenant les notations de la remar-

que 1.3.3, on a les isomorphismes
A (7"(X), X) : Hom ;. (75"(X), 75"(X)) — Hom (7="(X), X)
AS"(X, X) : Hom ;< (X, 75"(X)) — Hom (X, X).
On vérifie alors facilement que
AN (TM(X), X) (idysn(y)  T5M(X) — X

et
(AS"(X, X)) Midx) : X — 75"(X)

sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre. La réciproque est immédiate.
ii) < iii) Soit X € Ob(7). Comme on a le triangle distingué

TX) e X e X)X,
cela résulte du corollaire 1.1.9. ]
Proposition 1.3.8. Soit
X — X — X" — X'[1]

un triangle distingué dans 7. Si X' et X” € Ob(7T=%) (resp. Ob(T=")) alors X €
Ob(72%) (resp. Ob(T=")).

Preuve. Comme Hom (7=71(X),.) est un foncteur cohomologique, on a la suite exacte
Hom (7=71(X), X') — Hom ,(7=7'(X), X) — Hom . (7=7'(X), X"),
et puisque 7=71(X) € Ob(7="1) et X', X” € Ob(7T=Y),
Hom (7=71(X), X') ~ 0, Hom (7=71(X), X") ~ 0.

Ainsi,
Hom (7=71(X), X) ~ 0.
Or,
Hom <, (7=71(X), 7=71(X)) ~ Hom . (7=7'(X), X) ~ 0,
et 7=71(X) ~ 0. La conclusion résulte alors de la proposition précédente. O

Proposition 1.3.9. Soient a, b € Z.

i) Sia <b, alors
7200 720 ~ 720 o 720 ~ p2b
et
700 750 o S0 6 S0 A pSa
ii) Sia > b, alors

< > > <
TS0 o 720 ~ 7206 S0 ),
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iii) Il existe un unique morphisme

> < < >
w7 R e A

tel que le diagramme suivant commute.

(X)) - X - 77(X)

2% Tgb(X) 14 - 750 o TZQ(X)

De plus, ¢ est un isomorphisme.

Preuve. Soit X € Ob(7).
i) Comme 72°(X) € Ob(7=2%) C Ob(72%), par la proposition 1.3.7, on a
2% 0 720(X) ~ 720 (X).
De plus, pour tout Y € Ob(7=°), il vient
Hom ,», (77" 0 77%(X),Y) ~ Hom,(r=*(X),Y)
~ Hom ;- (77%(X),Y)
~ Hom (X, Y)
~ Hom ,+, (72°(X),Y),
et donc,
7200 72 X) ~ 720 (X).
ii) Puisque a > b, Ob(72%) C Ob(72"*1) et pour tout X € Ob(7),
=00 72(X) ~ 0.

De la méme maniere, 72% o 70 ~ (.
iii) Vuii), on peut supposer b > a. En reprenant les notations de la remarque 1.3.3,
il existe deux triangles distingués

TH(r22(X))

PN TZQ(X) TZQ(X) gzl TZQ(X) — - 75bo TZQ(X)[l]

>a ’T'Sb
731 g TSb(X) — Tgb(X) w)’ 72%0 Tgb(X) o TSb(X)[l]’

et vu i), 720 0 729(X) ~ 720X et 7597 0 750(X) >~ 75¢71(X). On a donc les
deux triangles distingués

TH(r22(X))

PN TZQ(X) TZ@(X) o TZb"'l(X) L TZQ(X)[l]

T20(r<N(X))

Tga—l(X) o, TSb(X) ITT R p2a g TSb(X) - . TSQ_I(X)[l].
Or, 72%(X) € Ob(T=%) et comme b > a, 72**1(X) € Ob(7=). Donc, par la

proposition précédente,

<bo TZQ(X) € Ob(TZa N Tgb).
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De méme, 750(X) et 75971(X) € Ob(7=’) et donc,
7290 750(X) € Ob(T2* N T=Y).
De plus, on a les triangles distingués suivants.

T<b(X) TZb+1(X)

(X) - X s 7Y e TEN(XO[1]

TSe=1(X) TZ%(X)

rSel(x) L X s T7NX) —— X[

Puisque on a I'isomorphisme fonctoriel

A, 724 (X))  Hom oy (), 7 0 72%(X)) — Hom p (r(X), 72(X))
et que T2%(X) o T<*(X) € Hom ,(7=°(X), 72%(X)), il existe un morphisme unique
¥ € Hom o, (75°(X), 750 0 729( X)) tel que
AR (T=(X), 24 (X))(0) = T="(7=(X)) o ¥
= T2%(X) o T=¥(X),
i.e., le diagramme suivant

T="(X) T=4(X) .

- X - 774 X)

7=0(X)
¥ TS (r=e(X))

T oT ( )

AP (=0, 0 77 (X)) Hom g (127 0 7 (X), 757 0 72(X)) = Hom - (r="(X), 7 0 72"(X),

et que ¢ € Hom 1, (7=°(X), 7=t o 729(X)), il existe un morphisme unique ¢ €
Hom ., (72% 0 75%(X), 750 0 72%( X)) tel que

AZ(T=(X), 750 0 T2(X) () = 9 0 T=(7= (X))

=1,
et donc, le diagramme suivant
T=N(X T>4(X
Tgb(X> ( ) . X ( ) . 7_2(1()()
T20(r (X)) T<(r>0(X))
2% 0 7=P(X) 7 -~ 7500 729(X)

commute.
Il nous reste a établir que ¢ est un isomorphisme. Comme on a les triangles
distingués

TSG_I(X> o Tgb(X) g2, TSb(X) - Tﬁa—l(X)[l]
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TX) e X e X)) e = ()]
PEO(X) e X e P2X) e S (X 1],
par 'axiome de l'octaedre, on a le triangle distingué
770 7(X) > 774X) — TN (X) > 770 TN X)[1).
Or, on a le triangle distingué
700 77(X) > 77YX) — TN (X) > 7o T (X))[1],

et donc, par (TD 4) et le corollaire 1.1.8, on a 'isomorphisme de triangles distingués
suivants.

700 (X)) s T(X) - T (X) - 7 o (X))
o id{ id{ '[1]
70 T2X) e 72X) e X)X

Finalement, ¢ = ¢'. En effet, comme T2%(.) : id(.) — 72%(.) est un morphisme de

foncteurs, le carré

2% o TSb(X) S— X)
commute, d’ou l'on tire que le diagramme

7=0(X) X

| |
|

2% o TSb(X) — TZQ(X
B '
=to =(X) — 729X

est commutatif. La conclusion s’ensuit aussitot. []

)
id
)

Définition 1.3.10. Le ceeur d’une t-structure (T=<",7=%), noté C, est la sous-caté-
gorie pleine de 7 définie par
C=7"NnT7T=2"

Proposition 1.3.11. Si
X — X —X"— X'[1]
est un triangle distingué dans T, et si X', X" € C alors X € C.

Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition 1.3.8. ]
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Définition 1.3.12. On définit le foncteur H° : 7 — C par
HY(X) =70 77%(X) ~ 7% 0 759(X)).
On pose
H"(X) = H*(X[n]) ~ (77" o 7="(X))[n].

Proposition 1.3.13. Soit X € Ob(7). S’il existe a € Z tel que X € Ob(7=%) (resp.
Ob(7=%)) alors X € Ob(7=%) (resp. Ob(T=)) si et seulement si H"(X) = 0 pour
n <0 (resp. n>0).

Preuve. La condition est nécessaire. En effet, comme X € Ob(7=2%), 7=71(X) =0 et

on a donc
H_I(X) = (7-2_1 o Tg_l(X))[—l] =0.

Comme 72% C 72" pour tout n < 0, on en déduit que H"(X) = 0 pour n < 0.
La condition est suffisante. Si a > 0, le résultat est trivial.
Supposons a < 0. Par hypothese, H*(X) = 0. On a le triangle distingué

TS0 T2 X) > 72U(X) — 72 M(X) 0 72U(X) —— 75" o 7(X)[1],

et comme 7% 0 72%(X) = H*(X)[—a] = 0, et 727 (X) 0 729(X) ~ 727(X), on a
par (TD 3), le triangle distingué suivant.

X)) e X)) e 0 (X))
Or, 72%9(X) ~ X car X € Ob(7=%). On a alors le morphisme de triangles distingués
X)) e T EX) 0 (X[

L]

X - X -0 - X[1]
et par le corollaire 1.1.8, X ~ 729t1(X). Par conséquent, X € Ob(7=%"!) et en
raisonnant de proche en proche (pour la derniere étape a = —1), on obtient X €
Ob(7=7). 0

Lemme 1.3.14. Si C est le coeur de la t-structure (7=, T=Y) et si on a le triangle
distingué

x Loy Loz Moxq
avec X, Y € Ob(C) alors

i) H%(Z) ~ coker(f),
ii) H(Z[-1]) =~ ker(f).
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Preuve. Comme Y € Ob(7=%) et X[1] € Ob(7="), par la proposition 1.3.8, Z €
Ob(7=Y%). De méme, comme Y € Ob(72%) C Ob(7="1) et X[1] € Ob(7=71), on
a Z € Ob(7T=71). Puisque Z € Ob(T="), par la proposition 1.3.7, 7=(Z) ~ Z et
donc,
H(Z) ~12°(2).
De méme, comme Z € Ob(7="1), on a Z[—1] € Ob(7=%) et donc
H(Z[-1]) = 7=°(Z[-1]).

Pour tout W € Ob(C), Hom (W, .) et Hom (., W) étant des foncteurs cohomologiques,
on a les deux suites exactes suivantes.

Hom (h,W) Hom (g,W) Hom (f,W)

Hom (X [1], W) Hom - (Z,W) Hom (Y, W)

Hom (X, W)

Hom (W,—g[—1]) Hom (W,—h[—1]) Hom (W, f)
Hom (W, Z[—1]) Hom (W, X)

Hom (W, Y[-1])
D’une part, Hom (X[1], W) = 0 car X[1] € Ob(T="') et W € Ob(7=?); d’autre
part, Hom (W, Y[-1]) = 0 car W € Ob(7=) et Y[-1] € Ob(7='). De plus, en
reprenant les notations de la remarque 1.3.3, on a les isomorphismes suivants.

AZY(Z, W) : Hom 5, (72°(Z), W) — Hom ,(Z, W)
fr—foT=(2)

Hom (W, Y)

A=Y (W, Z[-1]) : Hom <o (W, 7=°(Z[~1])) — Hom (W, Z[-1])
fr—T(Z)of

Par conséquent, on a les deux suites exactes suivantes.

Hom (TZ°(Z)og,W) Hom (f,W)
0 — Hom ,»,(7=°(Z), W) Hom (Y, W) Hom (X, W)
Hom (W,—h[—1]oT=0°(Z[-1])) Hom (W, f)
0 — Hom ;o (W, 7=°(Z[-1])) » Hom (W, X) Hom (W, Y)
Vu la proposition 0.1.14, cela suffit. O

Théoréme 1.3.15. Le coeur C = T<YN T2 est une catégorie abélienne.

Preuve. On va décomposer la preuve en trois étapes.
a) Etablissons tout d’abord que la catégorie C est additive.

i) Comme on a 'isomorphisme
Hom 7<o(7(0), 7=°(0)) —~ Hom £(7="(0), 0),

7=9(0) est I'objet nul de 7=°. De méme, 7=°(0) est 'objet nul de 7=°.
ii) Soit X, Y € Ob(C). Par le corollaire 1.1.11, il existe un triangle distingué

X+ XaY Y X[
et par la proposition 1.3.11, X ® Y € Ob(C).
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b) Démontrons que tout morphisme de C a un noyau et un conoyau.
Soit f € Hom,(X,Y). Par (TD 2), il existe un triangle distingué dans 7°

x -y 7z X[
Par le lemme précédent,
H°(Z) ~ coker(f)
H°(Z[-1]) ~ ker(f).

c) Finalement, établissons que pour tout f € Hom,(X,Y), coim(f) ~ im(f).
Vu b), on a le triangle distingué

x Loy Loz Moxq

avec Z € Ob(T="NT=71) et en reprenant les notations du lemme précédent, plon-

geons le morphisme
T%(Z)og:Y — 72%2)
dans le triangle distingué
y U0 207wy,
Par (TD 3), on a le triangle distingué
(r=(2)[=1] ——= W[=1] — Y — 72%(2),
et comme Y, (72°(Z))[—1] € Ob(7=%), W[—1] € Ob(7="). Puisque on a les triangles
distingués
Y 4z~ X[1] Y]]
7 A7) e (2 2]
y U0 2o Lw Ly,
par 'axiome de I'octaedre, on a le triangle distingué suivant.
X[A] =W —— (r=74(2))[1] — X[2]
On a donc le triangle distingué
X W1 —7=~Y2) — X[1]

et comme X, 7571(Z) € Ob(7T=Y), W[-1] € Ob(7T=Y). Par conséquent, W[—1] €
Ob(C).

Comme on a le triangle distingué

(r= 2] = X —— W[-1] — 7=71(2),
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et que par la remarque 1.3.6,

(=21 = 7 (Z]-1])
= ker(f)7

on a alors le triangle distingué
ker(f) — X — W[—1] — ker(f)[1]
et par le lemme précédent,

H(W[~1]) ~ coim(f)
~ W[—1]

car W[—1] € Ob(C).

Comme 72°(Z) ~ coker(f), on a le triangle distingué

Y — coker(f) — W — Y1],

et par le lemme précédent,

d’ou le résultat.
Proposition 1.3.16. Si

0—~X-ev vz 10

est une suite exacte dans le cceur C, alors il existe un unique h € Hom - (Z, X[1]) tel

que
Xy oz X

soit un triangle distingué dans 7 .

Preuve. On peut supposer Z ~ coker f. Par (TD 3), il existe un triangle distingué

dans 7
Xty 7z X[

avec Z' € Ob(T=NT7="1). Comme Z'[—1] € Ob(7=%), H*(Z'[-1]) = m=°(Z'[-1])

et par le lemme 1.3.14, on a

79(Z'[-1]) ~ ker f ~ 0
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car f est un monomorphisme. Par conséquent, Z'[—1] € Ob(7=!) et donc, Z' €
Ob(C). 1l s’ensuit que

HY(Z")~ 7'
~ coker f
~ 7,
et on a alors le triangle distingué suivant.
XY 27" X[
L’'unicité de h résulte du lemme 1.3.4. [

Théoréme 1.3.17. Le foncteur H° : T —— C est un foncteur cohomologique.

Preuve. Si
x Loy Loz Moxq
est un triangle distingué, établissons que
H(X) — H(Y) — H"(Z)

est une suite exacte dans C.
On va décomposer la preuve en quatre étapes.
a) Supposons que X, Y, Z € Ob(7=°) et démontrons que la suite

0 HYX) — H'(Y) — HZ)

est exacte.
Soit W € Ob(C). Comme Hom (W, .) est un foncteur cohomologique, on a la suite

exacte suivante.
() Hom (W, Z[-1]) — Hom (W, X) — Hom (W,Y) — Hom (W, Z)
Puisque W € Ob(7=%) et Z[—1] € Ob(7=!), on a
Hom (W, Z[—1]) ~ 0.
De plus, il vient
Hom (W, X) ~ Hom ;<o (W, 7=°(X))
~ Hom -, (W, H(X))
car X € Ob(72Y). On a alors la suite exacte
0 —~ Hom (W, H°(X)) — Hom (W, H*(Y)) — Hom (W, H°(Z)),
et on obtient donc la suite exacte

0 H'(X) — H' (YY) — H(Z).
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b) Supposons que Z € Ob(7=%) et démontrons que la suite
0 HYX) — H"(Y) — HZ)

est exacte.
Soit W € Ob(7="!). Comme on a la suite exacte (1) et comme

Hom (W, Z) ~ Hom (W, Z|—1]) ~ 0,
il vient
Hom ;< (W, 7=71(X)) ~ Hom (W, X)
~ Hom (W, Y)
~ Hom . (W, 7=71(Y)),
et donc, 7571 (X) ~ 7=71(Y). Par conséquent, on a les trois triangles distingués
TEHY) - X e (X)) — (V)]
X—Y —7— X[l
FEY) Y e V) e S Y,
et par 'axiome de 'octaedre, on obtient le triangle distingué suivant.
2UX) > 2Y) —— Z —— 2 X)[1]

Or, 72°(X), 72%(Y) et Z appartiennent & Ob(7=") et en appliquant la premiere
étape, la suite

0 — H(7r7(X)) — H'(r=°(Y)) — H'(Z)

est exacte. Bien str, H*(72%(X)) ~ H°(X) et on a le résultat annoncé.
c) Par dualité, si X € Ob(7="), la suite

H°(X) —~ H'(Y) —~ H°(Z) —0

est exacte.
d) Démontrons le cas général. Comme on a les trois triangles distingués

TX) - X (X)) - (O
X—Y —7— X[1]
(X)) Y — W — 7=0(X)[1],
par 'axiome de I'octaedre, on obtient le triangle distingué suivant.
T=HX) W Z —— 77H(X)[1]
Si on applique ¢) au triangle distingué

X)) —~Y — W — 7=(X)[1],
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la suite
HY(X) —~ H'(Y) — H°(W) —~0
est exacte et si on applique b) au triangle distingué
W Z = (X)[1] W],
la suite
0 H (W) H(Z) — H(r=/(X)[1])
est exacte. On en déduit que la suite
H(X) — H(Y) —~ H(Z)

est exacte, d’ou la conclusion. O

1.4. Localisation d’une t-structure
Théoréme 1.4.1. Soient N un systéme nul de T et
Q:T —~T/N

le foncteur canonique associé a la localisation de T par N. Désignons par Q(7T=°)
(resp. Q(T=")) I'image essentielle de Q<o (resp. Q|r=o). Alors,

(QIT=),Q(T>"))
est une t-structure sur 7 /N si pour tout triangle distingué
X, %Xy >N X[1]
de T tel que X; € Ob(T=1), Xo € Ob(T=) et N € N/, on a Xy, X; € N.

Preuve. Seul le deuxiéme axiome de la définition d’une t-structure n’est pas évident.
Soient Xy € Ob(7=%) et X; € Ob(7='). Démontrons que

Hom 7, (Q(Xo), (X)) = 0.

Un morphisme « € HomT/N(Q(XO), Q(X1)) est représenté par le diagramme

A
v N
Xo X1
avec s € Hom(Z, Xy), s € S(N) et a € Hom -(Z, X;). 1l existe donc un triangle
distingué dans 7°
Z "+ Xy —> N — Z[1]

avec N € N. On a aussi un triangle distingué dans 7

Zo — v Z — Zy — Z[1]
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avec Zg € Ob(T=°) et Z; € Ob(7T='). De plus, par (TD 2), il existe un triangle
distingué dans 7

Zo =2 Xo — No — Zo[1],
et par la proposition 1.3.8, Ny € Ob(7="). Par I'axiome de l'octa¢dre, on obtient le
triangle distingué

Zy — Ny — N — Z3[1],
et notre hypothese montre que Z;, Ny € N. Par conséquent, t € S(N) et comme

Hom -(Zy, X1) =0,

on a le diagramme commutatif suivant.
Xo

%Sgt‘&Ot
‘ .
t d
7t g, X g

NbA

X4

On en déduit que
(Z7 S, a)R(ZO7 Ss0 t? 0)7

et donc o = 0, d’ou la conclusion. H

Remarque 1.4.2. Sous les hypotheses du théoreme précédent,
W) C N, W) CWN.
En effet, soit N € N'. Comme on a le triangle distingué
T(N) —+ N — r=!(N) — 7=(N)[1],

le triangle

est distingué. Or,
T2 (N)[-1] = 7= (N[-1)),
ce qui implique que 72! (N)[—1], 7=°(N) € Ob(N).



CHAPITRE 2
Catégorie dérivée d’une catégorie quasi-abélienne

2.1. Catégorie K(.A) associée a une catégorie additive A4

Dans toute cette section, A est une catégorie additive.

Définition 2.1.1. Un complere X de A est la donnée d’une suite infinie
xR ek ke
telle que pour tout k € Z, X* € Ob(A), d% € Hom ,(X*, X*1) et d% o dit = 0.
La famille dx = {d% }xez est la différentielle du compleze X.
Soient X et Y deux complexes de A. Un morphisme de complexes f: X —Y
est une suite de morphismes f* € HomA(Xk, Y¥), k € Z, telle que

dy o ff = ffrody  VkeZ

On note C(A) la catégorie des complexes ainsi obtenue. On peut vérifier qu’il
s’agit d'une catégorie additive.

Un complexe X est dit borné(resp. borné inférieurement; borné supérieurement)
si X* = 0 pour |k| >> O(resp. pour k << 0; pour k >> 0).

On note C*(A) (resp. C*(A), resp. C~(A)) la sous-catégorie pleine de C(A)

formée des complexes bornés (resp. bornés inférieurement; bornés supérieurement).

Définition 2.1.2. Un morphisme f € Hom 4 (X, Y’) est homotope a zéro s'il existe
une famille de morphismes s* € HomA(Xk, YE1) k € Z, telle que

ff=ditosf + " ody,  VkeZ

Schématiquement,
k
dX VXkJ'_l
fk+1
gkl
k
Yk—l dY . Yk dY . Yk+1

Deux morphismes f, g € HomC(A) (X,Y) sont homotopes si f — g est homotope
a zéro.

57
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Pour X, Y € Ob(C(A)), on pose
Ht(X,Y)={f: X — Y homotope a zéro }.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’un sous-groupe de HomC( " (X,Y) stable pour la

composition.
Définition 2.1.3. On définit une nouvelle catégorie K (.A) par
Ob(K(A)) = Ob(C(A)),
HomK(A)(X, Y)= HomC(A)(X, Y)/Ht(X,Y).

Définition 2.1.4. Soit X € Ob(C(A)). On définit un nouveau complexe X[1] en
posant

X[1)F = X+,
d];([l] - _d];(H-

Soit f € Hom 4 (X,Y). On définit f[1] : X[1] — Y[1] en posant
FIOR = o
On vient donc de définir un automorphisme
1] : C(A) — C(A).

Définition 2.1.5. Soit f € Hom 4, (X,Y). Le mapping cone de f noté M(f) est
I'objet de C'(A) défini de la maniere suivante :

M(f)" = X" e vr,

" —d5 0
Ay = Frrgk ]
k—1

(On vérifie facilement que d?\/[(f) o dM(f) = 0, pour tout k € Z.)

On définit les morphismes a(f) : Y — M(f) et 5(f) : M(f) — X[1] par

of)* = <idik>

B = (idyenr 0).

On vérifie directement qu’il s’agit de morphismes de complexes.

et
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Lemme 2.1.6. Pour tout f € Hom 4 (X,Y), il existe un isomorphisme

¢ € Hom e (X[1], M((f)))

tel que le diagramme

idy ldM(f) @ ldY[l]
Vol alelh) o Seln)

commute dans K(A).

Preuve. On a

M(Oz(f))k _ Yk—i—l D M(f)k ~ Yk+1 fan Xk+1 D Yk,

et
A —d¥ 0 0
dk, = Y =] 0 —d& 0
(a(f)) &<f)k+1 d* X
M(f) idyre R db

Définissons ¢ : X[1] — M(a(f)) par
_fk+1
<,0k = ika-H s
0

et ¥ : M(a(f)) — X][1] par

W = (0 iy 0) .
Démontrons que ¢ et ¢ sont des morphismes de complexes. On a successivement
_dl;/-i-l 0 0 _fk+1
d?\/l(a(f)) © Spk = 0 _d§(+1 0 idxk-H
idyrer  fHL 0 db 0
dI;/+1 o fk+1
— _d’;«jl
0

k
fk+2 o dX—H
= —ditt

0

= SOIH_I © d?([l]?
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et
—d¥t 00
P o day = (0 idgee 0) | 0 —di 0
idyk+1 fk+1 d];:/
=(0 - o)
= d§([1] o ¢*,
Montrons maintenant que ¢ et 1 sont inverses I'un de 'autre dans K (A). D'une
part, on a
_fk+1
ot = (0 idyenr 0) [idyess
0
- idxk+1

D’autre part, ¢ o 1) est homotope a idys(q()) car la famille de morphismes
s M(a(f)F —— M(a(f)*

définie par

idyk

vérifie
. k k _ k+1 k k—1 k
idpr(apyr =@ 0V =" o disa(ry T Dariar © S -

En effet, il vient

idyk+1 0 0 _fk—i—l
idpr(a( )k _kaowk: 0 idyrr 0O — | idyr+ <0 id y k1 0)
0 0 idy« 0
idyk+1 0 0 0 —fk"’l 0
= 0 id xrt1 0 — |0 idyerr O
0 0 idy« 0 0 0
idyk+1 fk+1 0
= 0 0 0 ,

0 0 idys
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et
0 0 idysir\ [—dit 0 0
k41 gk k—1 k k+1
o dys(a(ry T rrian ©S = [0 0 0 0 —dx™" 0
00 idyrer  fEFL 0 ab
—dk 0 0 0 idy
—al’C 0 00 O
1dyk ffodit ) \oo o
ldyk+1 fk+1 d]f/ 0 0 —d]f/
= 0 0 O]l+(0 0 O
0 0 0 0 0 idy«
idyrr  fAY 0
= 0 0 0
0 0  idy«
Il nous reste a démontrer que le diagramme figurant dans ’énoncé commute.
Puisque
0 0 0
O‘(O‘(f))k = <d ) = | idxrt1 0 )
i
M(p)* 0 idys
il vient
0 0
W o alalf))F = (0 idyrss 0) idyrs 0
0 ldyk
- (ika+1 0)
= B(f)".
On en déduit que p o B(f) = a(a(f)) dans K(A). Finalement, on a
_fk+1
Ba()f ot = (idyra 0 0) |idyues
0
— _fk+1
i

61

L]

Théoréme 2.1.7. La catégorie K(A) munie de automorphisme [1] et des triangles

isomorphes a ceux du type

f

X ey YL ary 2L xq
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est une catégorie triangulée.

Preuve. On doit vérifier que les différents axiomes d’une catégorie triangulée sont
satisfaits par K(A).

(TD 0) et (TD 2) sont évidents.

(TD 3) Soit X Loy vz X[1] un triangle distingué dans K (.A). On peut
supposer qu’il est isomorphe a

x oy Y P9 xp.

Par le lemme précédent, il existe un isomorphisme ¢ € Hom . 4 (X[1], M(a(f))) tel
que le diagramme

idy idM(f) @ idY[l]
VAl gy SaU) o Blal) i

commute dans K (A) et
Y M(f) e X[ R Y

est donc un triangle distingué.
(TD 1) Le mapping cone du morphisme f :0 — X est donné par

M(p) = X+

ko gk
dM(f) - an
et a(f) =idx, B(f) = 0. Par conséquent, le triangle

idx

0O—X "X —0
est distingué et par(TD 3), on a le triangle distingué suivant.
XX 0 X1
(TD 4) Soient
Xty w7z x[
5

X -y ez X'

deux triangles distingués dans K (A) et un carré commutatif dans K (A).

X—f>Y

|,

X/ f/ Y/
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On peut supposer que les deux triangles distingués sont isomorphes a

X Loy () M xq,

et
X/ i» Y/ a(f/) M(f/) ﬂ(f/) X/[l]
respectivement. Comme v o f = f' owu dans K(A), pour tout k € Z, il existe

s* € Hom (X*,Y'*1) tel que
vho fF— f/k ouf = d];;l os+ "o d])“(.

On définit w : M(f) — M(f') par

Il s’agit d’un morphisme de complexes car

_dk-l—l 0 uk—i—l 0
!
dk O wk — ) X
M(f) f k1 gk kL k
B —d];(’fl o uktl 0
- !
frFlouktt 4 db, o skt df, o 0¥
_uk+2 o dl)f(—i—l 0
- )
oF L o fk+1 _ gkt2 4 d])“(“ oE L o dl;/

et

k+1 gk w0 _d§<+1 0
W ody sy = | o g k1 gk
ghtE gkt fredy
_uk+2 o dl)ﬂ(—i—l 0
YRl fhHL _ ght2 o gkt kLo gk |

De plus, a(f') ov =w o a(f) car
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et B(f") 0w = ull] o B(f) car
q ) k+1 0
1
X'kt Lk

=
(o 0)

=u" o f(f)*
=u[1]" o B(f)".
On a donc le morphisme de triangles distingués suivant.
oty D AU
u v w u[1]
v T o)yl AU
(TD 5) Considérons trois triangles distingués
X ey () X

Y % 7 Y Mg) Uy
X 2L 72N argo ) P9 xq.
Définissons u : M(f) — M(go f) et v: M(go f) — M(g) par

uFrM(f)F =X e YE - M(go f)f = XM e 2

k ika+l O
U = ,
0 q*

vk : M(gof)k :Xk+l®Zk4>M<g)k :Yk—l—l@Zk

K fk+1 0
v o= .
O ldzk

Montrons que u et v sont des morphismes de complexes. On a successivement

g ot — —dk 0\ (idys: O
M(gof) © gk+1 o fk+1 dl} 0 gk
—dk 0
- gl o fHL gk o gk

(=0
o gk+lofk+1 gk“odlf/ ’
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k41 k idxk+2 0 _d§(+1 0
utt oalM(f) - ( 0 gk+1> <fk+1 dl;/

—dk 0
o gk+1 o fk+1 gk+1 o dlf/ ’

& ouk — —dy™ 0 0
M) g ody )\ 0 idg

B _dl;/-l—l o fk+1 0
gk—i—l o fk+1 dl%

_fk+2 o déﬁ(—f—l 0
- gk+1 o fk+1 dl% ’

et

vk-l—l . dk _ fk—l—? 0 —d];(—H 0
M(gof) 0 idgess gFlo fhHl gk
_fk+2 o dé?(—f—l 0
T\ ghtlo R gk |
Définissons w : M(g) — M(f)[1] par

w = a(f)[1] o B(g)-

Alors, le diagramme suivant est commutatif.

Ny el A
idx g U{ idxpy
yo9of el d) oy Bleed)
f idz ?{ Jili!
.9 alg) M(g) b(g)
olf)  algo) ) (Pl
M(f) e Mlgo f) ——e M(g) —

En effet, on a

65
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i) uoa(f)=algo f)ogcar

i p [idxe 0 0
s =(% ) )
()
=

=a(go f)Fog";

(1ka+1 0) <1dxk+1 ;L)
(v 0
B

()"

ii) flgof)ou=p(f) car

iii) voa(go f) = a(g) car

ko . K fk—f—l 0 0
vealge /) _< 0 idzk> <idzk>

(ldyw )<fk+1 o)

id 4«
(o
/

[1]* o Blg o f)".

Il nous reste a démontrer que
M(f) = M(go f) —+ M(g) — M(f)[1]
est un triangle distingué. On va construire un isomorphisme dans K (.A)
@ M(u) — M(g)

et son inverse

¢ M(g) — M(u)

tels que
poa(u)=v,  Bu)oy =w,
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et on aura alors l'isomorphisme de triangles suivant.

w() " atgo ) L gy P arcpg

O

M(f) 5 M(go f) —— M(g) —— M(f)[1]

On a
M(u)k _ M(f)k+1 D M(g o f)k ~ Xk+2 D Yk+1 D Xk+1 D Zk,
et
dir? 0 0 0
k+1
P —dyiy O\ _ |- - 0 0
@) utt b idgiez 0 —d5 0
0 gk+1 gk+1 o fk+1 d]%
Comme

M(g)t =Y @ 2",

e (0 idya 0
77lo 0o 0 idu

on définit ¢ et 1 par

0 0
ko idyk+1 0
= 0
0 id 4k
Ce sont des morphismes de complexes car d’une part,
dk‘ o (pk _ _d];:/+1 O O idyk+l fk+1 0
e #ods)\o 0 0 idg
_ 0 _dlyl _dl}c/-&-l o fkﬂ 0
_ (o —dEL 2o gl
0 gk+1 gk+1 o fk+1 d]% ;
et
d§(+2 0 0 0
k+1 k 0 idyk.t,_z fk+2 0 _fk+2 _dl)c/—&-l 0 0
idgk+1 id y k2 0 —d" 0
0 gl ghtl o R d’}

B (0 — L 2 o gk 0)

0 gk+1 gk+1 o fk+1 d]%
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et d’autre part,

di? 0 0 0 0 0
o = —fr2 gkt 0 0 idyrer 0
Barcw idyese 0 —d%t 0 0 0
0 g gFtlo fEHL gk 0 id &
0 0
=0
B 0 0|’
gt dy
et
0 0
. k+1
k‘+1 o ldyk+2 0 _dY 0
w odM(g) - 0 0 < gk+1 d’%
0 idye
0 0
T o
0 0
gkt df

De plus, ¢ o a(u) = v car

0 0
: k+1
Spk o a(u)k _ 0 1dyk+l f ' 0 ' 0 0
0 0 0 ldzk ldxk+1 0
0 idg
B fk—l—l 0
S\ 0 idg
—_= ?_]k’
et B(u) o) = w car
0 0
o zZ)k lka+2 00 idyk+1 0
ldyk+1 0 0 0 0
0 ldzk

(
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I1 nous reste donc a démontrer que ¢ et 1) sont des isomorphismes dans K (.A). Tout
d’abord, ¢ o1 = id(g) car

0 0

(pk, o wk _ O idyk+1 fk+1 ‘ 0 idyk+1 0
0 0 0 idge 0 0

0 ldzk
o idyk+1 O
O ldzk

Ensuite, 1 o ¢ est homotope a 'identité car le morphisme

s M(u) —— M(u)?

défini par
0 0 idyxst1 O
o 00 0 0
00 0 0
00 0 0
vérifie

idyruye =" 0 @ = 8 o dyy) + dyp 0 8"

En effet, on a

idyez 0 0 0
_ 0 idyssr O 0
k k Y
duyp —po@™ =1 0  idgenn 0
0 0 0  idu
0 0
B idyk+1 0 0 idyk+1 fk+1 O
0 0 0 0 0 idy
O ldzk
idyrsz 0 0 0 0 0 0 0
B 0  idywn 0 0 | [0 idysa f*' 0
0 0 idyes O 0 0 0 0
idyes2 0 0 0
B 0 0 _fk—l—l 0
B 0 0 idyess O]’
0O 0 0 0



70 2. CATEGORIE DERIVEE D'UNE CATEGORIE QUASI-ABELIENNE

et
0 0 idyserz O dir? 0 0 0
00 0 0f]—sfk2 —gstt 0 0
k+1 dk dk—l k: Y
S ¢} M(u)+ M(u)OS 0 0 0 0 ika+2 0 —dl;rl 0
0 0 0 0 0 gk-‘rl gk—‘rlofk—‘rl dl%
0 0 0 0 0 idyers O
N —f —dk 0 0 00 0 0
idywsnn 0 —db 0 00 0 0
0 ¢ gFoft dt) N0 0O 0 0
idyez 0 —d%™ 0 00 dit o
B O 0 0 0 N 00 —f1 0
B O 0 0 0 0 0 idysss O
0O 0 0 0 00 0 0
idyrsz2 0 0 0
_ 0 0 _fk+1 0
B 0 0 idysns O]’
O 0 0 0
d’ou la conclusion.
O

2.2. t-structure sur K(A)

Dans toute cette section, A désigne une catégorie additive telle que tout mor-
phisme possede un noyau et un conoyau.

Définition 2.2.1. Une suite
A— B —C

de A est fortement exacte si pour tout X € Ob(A), la suite de groupes abéliens
Hom ,(X,A) — Hom ,(X, B) — Hom ,(X,C)

est exacte.

Plus généralement, une suite
Ag — Ay... — A,
est fortement exacte si la suite
Apy — Ap — A

est fortement exacte pour tout k € {1,...,n — 1}.
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Exemple 2.2.2. i) La suite
0—~A-"+B
est fortement exacte si et seulement si u est un monomorphisme.
ii) La suite
A"+ B0
est fortement exacte si et seulement si u a une section, i.e., il existe s € Hom , (5, A)
tel que uo s =idg.
iii) Une suite
0—+A-"+B-"+C
est fortement exacte si et seulement si (A, u) est un noyau de v.

iv) Une suite courte
0—+A-“+B-"+C-—+0
est fortement exacte si et seulement si elle est scindée.

Preuve. i) La suite 0 — > A "~ B est fortement exacte si et seulement si pour tout
X € Ob(A), la suite

Hom (X,u)

0 — Hom (X, A)

Hom (X, B)
est exacte. Soit f € Hom (X, A) tel que
Hom (X, u)(f) =uo f =0.

Par conséquent, Hom (X, u) est injectif pour tout X € Ob(A), si et seulement si u
est un monomorphisme.
i) La suite A —» B — 0 est fortement exacte si pour tout X € Ob(A), la suite

Hom (X, A) — Hom (X, B) — 0

est exacte.
La condition est nécessaire. En effet, la suite

Hom (B,u)

Hom (B, A) Hom (B,B) —+ 0
étant exacte, il existe s € Hom (B, A) tel que
Hom (B,u)(s) =uos=idg.

La condition est suffisante. Soit X € Ob(A). La suite

Hom (X,u)

Hom (X, A) Hom (X,B) —~ 0
est exacte car si f € Hom (X, B), alors so f € Hom (X, A) et

Hom (X,u)(so f) =uoso f=f.
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iii) La suite 0 —~ A —» B —» (' est fortement exacte si pour tout X € Ob(.A),
la suite

Hom (X,u) Hom (X,v)

0 — Hom (X, A) Hom (X, B)

Hom (X, C)

est exacte.
La condition est nécessaire. En effet, soient X € Ob(A) et f € Hom (X, B) tels
que v o f = 0. Par conséquent,

f € ker(Hom (X, v)) = im(Hom (X, u)),
et il existe donc f’ € Hom (X, A) tel que
Hom (X, u)(f') = uo f' = .

Ainsi, le diagramme

u (Y

A - C

NZ

commute et (A, u) est un noyau de v.

La condition est suffisante. En effet, la suite
0—A-">B

est fortement exacte car u est un monomorphisme. De plus, pour tout X € Ob(A),

on vérifie facilement que la suite

Hom (X,u) Hom (X,v)

Hom (X, B)

Hom (X, A) Hom (X, C)

est exacte.

iv) La condition est évidemment suffisante, montrons qu’elle est nécessaire. Pour
tout X € Ob(A), la suite

Hom (X,u) Hom (X,v)

Hom (X, B)

0 — Hom (X, A) Hom (X,C) — 0

est exacte. Ainsi v a une section s. Le morphisme Hom (X, s) est alors une section

de Hom (X, v). Par conséquent, pour tout X € Ob(A) on a I'isomorphisme
Hom (X, A) & Hom (X, C) — Hom (X, B)

(a,c) — uoa-+soec.

Il s’ensuit que Hom (., A) & Hom (., C') ~ Hom (., B), et donc B~ A& C. O
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Proposition 2.2.3. La suite
A B-C
est fortement exacte si et seulement si la suite courte
00— keru —> A —» kerv—0
est fortement exacte et donc scindée.

Preuve. Pour tout X € Ob(A), la suite

Hom (X,u) Hom (X,v)

Hom (X, B)

Hom (X, A) Hom (X, C)

est exacte.
Rappelons que pour tout X € Ob(A), on a la suite exacte

Hom (X,u’)

0 — Hom (X, keru') — Hom (X, A)

Hom (X, ker v)

ou v’ est défini par le diagramme commutatif suivant.

kervz—v»B—U»C

%

Démontrons que Hom (X, u') est surjectif. Soit f € Hom (X, ker v). Comme voi,of =
0,
iy o f € ker(Hom (X, v)) = im(Hom (X, u)).
Il existe donc f" € Hom (X, A) tel que
ivo f = Hom (X, u)(f)

= Uu o f/

= Z-v ou' o f/>
et puisque 7, est un monomorphisme, f = u' o f’ et Hom (X, ) est surjectif. On en
déduit que pour tout X € Ob(A), la suite

0 — Hom (X, keru') — Hom (X, A) — Hom (X, kerv) — 0

est exacte et donc, que la suite

/

0 ker/ —> A %+ kerv —— 0

est fortement exacte. Comme i, est un monomorphisme, keru’ ~ keru, d’ou la

conclusion car la réciproque est immédiate. O
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Définition 2.2.4. Par dualité, une suite
A— B —C
de A est fortement co-exacte si pour tout X € Ob(A), la suite de groupes abéliens
Hom (C, X) — Hom (B, X) — Hom (A4, X)

est exacte.
Plus généralement, une suite

Ag — A1... — A,
est fortement co-exacte si la suite

Apg — A — Apa
est fortement co-exacte pour tout k € {1,...,n —1}.

Exemple 2.2.5. i) La suite
0—~A—"+B
est fortement co-exacte si et seulement si u a une rétraction, i.e., il existe r €
Hom ,(B, A) tel que 7 ou = idy.
ii) La suite
A—"+B-—+0
est fortement co-exacte si et seulement si u est un épimorphisme.
iii) Une suite
A—+B-—"%C—0
est fortement co-exacte si et seulement si (C,v) est un conoyau de u.

iv) Une suite courte
0—+A-“+B-"+C-—+0
est fortement co-exacte si et seulement si elle est scindée.

Définition 2.2.6. Un compleze X € C(A) est fortement exact (resp. co-exact) en
degré k si la suite
dk—l dk
Xk—l X Xk X Xk—i—l
est fortement exacte (resp. co-exacte).
Un complexe est fortement exact (resp. co-ezact) s’il est fortement exact (resp.

co-exact) en tout degré.

Proposition 2.2.7. Pour un complexe X € C(A), les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) X est fortement exact,

ii) X est fortement co-exact,



2.2. T-STRUCTURE SUR K (A) 75

iii) X est homotopiquement nul.

Preuve. i) = iii) Par la proposition 2.2.3, pour tout k € Z,
X" ~ kerdb @ kerdi™.

0 1
0 0
s kerdi @ kerditt —— kerdi ! @ ker df
o (oo
10
0 1) ey g (0 1) (10}
0 0 0 0 01

et le complexe X est donc homotopiquement nul.
iii) = i) Pour tout k € Z, il existe un morphisme s* € Hom (X*, X*~1) tel que

Le complexe X est alors isomorphe au complexe

00
Ckerd !t @ kerdy, ~—— kerdy @ kerdi™ kerd“! @ ker dit? . ..

Le morphisme

défini par

vérifie

dito st 4 sF o dh = idyk
Démontrons que pour tout Z € Ob(A), la suite

Hom (Z,d% 1) Hom (Z,d%)

Hom (Z, X*1) Hom (Z, X*) Hom (Z, X*)
est exacte. Bien siur,

im(Hom (Z, d% ")) C ker(Hom (Z, d%)).
Soit f € Hom (Z, X*) tel que

Hom (Z, d)(f) = d o f = 0,

On a
f=dvtosfof+sfodiof=ditoshof,
ce qui suffit.
ii) < iii) s’établit par dualité. O

Lemme 2.2.8. Si X est un complexe de C'(A), on a le triangle distingué dans K (A)
Xo X X1 X[l
ou Xq est le complexe

Lo d? g 6
L XTE L XN X kerdy 0
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(ker d% est en degré 0), X est le complexe
iQ d3
0 kerd} > X° X X'~ .
(X est en degré 0).

Preuve. Rappelons que i% est le morphisme canonique de ker d} dans X° et que 6)_(1
est donné par le diagramme commutatif suivant.

ker d% L

d—%

5)—:1\ 1 0
X—l

Soit u : Xg — X le morphisme défini par

idee si k<0,
uf = i si k=0,
0 si k>0.

Il suffit de démontrer que le mapping cone de u est isomorphe a X; dans K(A). Le
mapping cone de u est par définition le complexe M donné explicitement par

. —92 -0 —1
xe e VB d&@X—lwxoﬁ»Xlﬁ»X?...

Soient o : X7 — M le morphisme défini par

0 si k< —1,
id
Oék _ <1 kerd&) si - _17
0
ldxk si k> —1’

et #: M — X; le morphisme défini par

0 si k< —1,
B =3 (i, 0x') s k=-1,

On a foa =idy,. Pour tout k € 7Z, définissons

st MF — M

0 id
. R G k<o,
sY = 0 0

0 si k>0.

par
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Le calcul
sl o dﬁ/[ + dﬁ/fl o sk

donne pour k£ < —2

0 idyw ) [—d 0 N —d% 0 0 idxr)  (idysess O
0 0 idyres  db idye a5 \0 0 )\ 0 idyg )’

pour k = —2

0 idyx1\ [ =65 0 N —dy? 0 0 idx-2) f(idy-+ 0

0 0 idy1 dy? idye d2)J\0 0 )\ 0 idxo)’
pour k= —1

-6 0 0 idx— 0 —6%
0 0 d—l X X — X 7
<2X X ) * <idX_1 d;f) (0 0 0 idy-s

et donne zéro pour k > 0. De méme, le calcul de

id . —a o gF

idxk+1 0
0 ldxk ’
pour k= —1

idyer 49, 0 idker o < 1 0 —65"
= d o) = ,
< 0 idX_1> ( 0 ) \lerdk Ox 0 idys

et zéro pour k > —1.

donne pour £ < —1

Ainsi, « o (§ est homotope a idy;+ et a, (§ sont des isomorphismes dans K (.A).

D’ou la conclusion. []

Proposition 2.2.9. Si K="(A) (resp. K="(A)) sont les sous-catégories pleines de
K (A) formées des complexes fortement exacts en degré k > n (resp. k < n), alors

(K="(A), K=°(A))
est une t-structure canonique sur K(A).

Preuve. On doit vérifier les trois axiomes de la définition d’une t-structure. Le pre-
mier résulte de la définition de K="(A), K="(A) et le troisitme du lemme précédent.
Il nous reste & démontrer que si X € Ob(K=(A)) et Y € Ob(K='(A)) alors
Hom K(A) (X,Y) = 0. Vu le lemme précédent, on a les deux triangles distingués
suivants.
Xo— X — X7 — Xp[1]

Yo Y Y — Y[l
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Comme le complexe X est fortement exact en degré k£ > 0, il est clair que le complexe
X est fortement exact et donc, X; ~ 0 dans K (A). Par le corollaire 1.1.9, Xy ~ X.
De méme Yy >~ 0 et Y ~ Y;. Il suffit donc de démontrer que

Hom ;4 (Xo, Y1) = 0.
Soit u € Hom s 4(Xo,Y7). Comme le diagramme

d72 e

XXX S kerdy, —— 0

AT

0
0 kerd, e y0 By

commute, il vient u* =0si k < —2ousi k > 1, et
utody? =0,

0 .0 _
dy ou” =0,

u’o byt =iy oul.
Par définition du noyau de dY., il existe un unique s° € Hom (ker d%, ker d%.) tel que

le diagramme suivant

.O d())/

by
ker dy - Y? - Y?!
\ WU/O /
sV 0
0
ker d
soit commutatif. Par conséquent,
0 ¢=1_ 0 0 1 _ .0 _ —1
U o0dy =iy 08 00y =iyou -,

et donc, u' = s° 0 63!, Si on pose s¥ = 0 pour k # 0, on a
0 si k< —1,
Oost=ut si k=-1
Aok Lo gFtl o gk — s X )
Y Xo iYos'=u" s k=0,
0 si k>0,
et donc, u = 0 dans K (A). O

Définition 2.2.10. On appelle t-structure gauche de K(A) la t-structure considérée
dans la proposition précédente.

La t-structure gauche de K(A°) induit une autre t-structure sur K(A). On
I’appellera la t-structure droite.
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Notons LI(A) la catégorie dont les objets sont les morphismes de A. Un mor-
phisme de v : A —— B dans v/ : A —— B’ étant une classe d’équivalence de carrés

commutatifs

A-".B

4,1

A/ T, B/
pour la relation R définie par

(a, )R, V) = 3h:B > A oh=b—1.
Proposition 2.2.11. Le foncteur I de LK(A) dans K(A) qui envoie le morphisme
A—+B
vers le complexe A
0—>keru "+ A~ B—+0...

(b en degré 0) induit une équivalence de catégories entre LK(A) et le coeur de la
t-structure gauche de K(A).

Preuve. Démontrons tout d’abord que le foncteur I est bien défini. Considérons un
morphisme de u : A — B dans v’ : A’ —— B’, donné par un couple de morphismes
(a,b) rendant le diagramme

A/ T, B/
commutatif. Comme
woaoi,=bouoi, =0,
par définition du noyau de «’, il existe un unique a € Hom ,(ker u, keru') tel que le

diagramme suivant commute.

!/

ker v’ b - A u - B’
f
\aoiu/

o | 0
ker u

On définit alors I'image par I du couple (a, b) par le morphisme de complexes suivant.

00— keru Zu—A u—B >0

| A

O—»keru'i»/l' U—B' ~ 0
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Cette définition a un sens car si (a/,b')R(a,b), i.e., il existe h : B —— A’ tel que
woh=0b—10,alors I((a’,b)) est homotope & I((a,b)). En effet, on a le diagramme

commutatif
Loy u’
keru' ——— A - B’
\ s /
a o1l
o Y0
ker u

et I((a’, b)) est le morphisme de complexes suivant.

0 — keru Zu—A u—B >0
0/{ a’{ b’{
. !
O—»keru'LA’ u—B’ ~ 0

Puisque
wWo(a—a)=0b—-b)ou=uohou,

onau o(a—a —hou)=0, et par définition du noyau de v, il existe un unique
h' € Hom (A, keru’) tel que le diagramme

fu
ker u’ - A - B’

commute. On en déduit que
a—a =hou-+iyoh,
et que
iwoh oi,=(a—a —hou)oi,
= (a—ad')oi,
=iy o (a0 — ),

et donc, b’ 04, = a — . Par conséquent, I((a,b)) est homotope & I((a’,V')) et le
foncteur I est bien défini.
On vérifie facilement que I est pleinement fidele.

Il nous reste a établir que le foncteur I est essentiellement surjectif. Pour tout
X € Ob(K="(A)N K=(A)), on a

X ~750,6 TZO(X),
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et comme 72Y(X) est le complexe

.1 —1 0
IR 4 d d
0 kerdyt > Xt 5 X0 S xt

7500 729(X) est le complexe

0 kerdy! e XU kerdd 0.

Ce dernier complexe est I'image par le foncteur étudié du morphisme

1 6%
Xt X kerd.

Le foncteur I est donc essentiellement surjectif. O

Remarque 2.2.12. Un objet u: A — B de LIC(A) est isomorphe a zéro si et seule-
ment si v a une section.

En effet, il existe des couples (¢ : A—>0,b: B——+0) et (a/ : 0— AV :
0 — B) tels que

((a,b)o (a',b")R(0,0)
((a',b) o (a,b))R(id4, idp).
Or,a=b=d =0 =0. Donc,
(ida,idp)R(0,0)

ie., il existe h : b — A tel que uo h = idp.

Remarque 2.2.13. La catégorie A est une sous-catégorie pleine de LIC(A).

En effet, le foncteur J : A — LK(A) qui envoie un objet a de A vers le mor-
phisme 0 —— A, et qui envoie un morphisme u : A —— B vers le couple (0,u) est
pleinement fidele.

2.3. Catégories quasi-abéliennes

Dans cette section, A désigne une catégorie additive telle que tout morphisme
possede un noyau et un conoyau.

Définition 2.3.1. Un morphisme u € Hom ,(A, B) est strict si le morphisme cano-
nique (cf. 0.1.19)
v :coimu — imu

est un isomorphisme.

Proposition 2.3.2. Soit v € Hom ,(A, B).

i) Le monomorphisme canonique i : keru — A est strict.

ii) Siw est un monomorphisme strict alors A ~ imu.

iii)
iv)

1v

Par dualité, I’épimorphisme canonique q : B —— coker u est strict.

Si u est un épimorphisme strict, alors B ~ coim u.
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Preuve. 1) Comme ¢ est un monomorphisme, on a coimi ~ kerw. Il suffit donc de
démontrer que keru ~ im¢1.

Soient C' € Ob(A) et v € Hom ,(C, A) tels que uov = 0. Par définition du noyau
de u, il existe un unique v € Hom ,(C, keru) tel que le diagramme suivant

keruL»A—u»B

N4

C

soit commutatif. Si j:imi — A et ¢’ : A—— cokeri sont les morphismes canoni-
ques, on a ¢'oi = 0 et par définition de im 4, il existe un unique a € Hom , (ker u, im )
tel que le diagramme suivant

N !
im? j—» A —q> coker 7

¥

soit commutatif. On vérifie alors facilement que le diagramme suivant

) U
mi 2 ~A-Y.B

N

C

commute, ce qui suffit.
ii) est trivial. O

Proposition 2.3.3. Une somme directe de morphismes stricts est stricte.
Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition 0.1.17. ]

Définition 2.3.4. La catégorie A est quasi-abélienne si elle vérifie les conditions

sulvantes :

i) dans un carré cartésien,

a-top

|,

A/%B/

si f est un épimorphisme strict alors f’ est un épimorphisme strict,
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ii) dans un carré co-cartésien,

A —»f/ B’

A1 B
si f est un monomorphisme strict alors f’ est un monomorphisme strict.

Proposition 2.3.5. Si A est une catégorie quasi-abélienne, la composée de deux
épimorphismes stricts est un épimorphisme strict.

Preuve. Soient v € Hom 4(A, B), v € Hom 4 (B, (') deux épimorphismes stricts et les
morphismes canoniques i, : keru — A, i, : kerv — B et iyo, : ker(vou) —» A.
Comme v o u 0 iy, = 0, par définition du noyau de v, il existe un unique f €
Hom , (ker(u o v), kerv) tel que le diagramme suivant

7 v

v 7? O
‘f\ uoivou>/04

ker(v o u

ker v

soit commutatif.

Etablissons que le carré commutatif

A

}Z”UO’U‘ }Z’U

ker(v ou) —— kerv

est cartésien.

Soient W € Ob(A), a € Hom ,(W, A) et 3 € Hom ,(W, kerv) tels que uoa =
iy 0 .

Puisque

vouoa=wvoi,o=0,

par définition du noyau de v o u, il existe un unique v € Hom , (W, ker(v o u)) tel que

le diagramme suivant soit commutatif.

ker(vou)ﬂAﬂC

N g

w
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Comme on a

ivofoﬁ)/:uoivouoﬁy

=uUo«
=1y 0 ﬁa
f o~y =0, et le diagramme suivant
u
A B
Z”UO’U/ i’U

@/ ker(vowu) —— kerv

Y B

w

est commutatif. Le carré commutatif ci-dessus est donc cartésien. Comme u est un
épimorphisme strict, f est un épimorphisme strict.

Par la proposition 2.3.2 , il suffit de démontrer que (C,v o u) est un conoyau de
Lyou -

Soient W € Ob(A) et v € Hom ,(A, W) tels que v 0 iy, = 0. Démontrons qu’il
existe un unique 7" € Hom ,(C, W) rendant le diagramme

ker(vou)M»AmC

DS

w

commutatif. Puisque v o u o 4, = 0, par définition du noyau de v o u, il existe un
unique g € Hom 4 (keru, ker(v o u)) tel que le diagramme

ker(v o u) w4 "% o
. { Ve
g 0
ker u

commute. Par conséquent,
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et comme par la proposition 2.3.2, B ~ coim u, il existe un unique 7 € Hom ,(B, W)
tel que le diagramme suivant

keruz—u»A—u»B

W\

O\« { v
W

soit commutatif. On en déduit que

P)/oivof:ﬁ)/ouoivou
:P)/oivou

=0,

et comme f est un épimorphisme, 7'0i, = 0. De méme, puisque v est un épimorphisme
strict, il existe un unique 7" € Hom ,(C, W) tel que le diagramme suivant

ker’uz—v»B—U»C

\jv o

soit commutatif. Il s’ensuit que
Y'ovou=19"ou=1,

d’ou la conclusion. []

2.4. Dérivation d’une catégorie quasi-abélienne

Dans cette section, A désigne une catégorie quasi-abélienne.

Définition 2.4.1. Une suite
A B-C
de A telle que v ou = 0 est strictement exacte si la fleche canonique

coimu — kerw

est un isomorphisme.

Plus généralement, une suite
Ag —+ Ay... — A,

est strictement exacte si la suite
Apr — A — A

est strictement exacte pour tout k € {1,...,n — 1}.
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Remarque 2.4.2. Dire que la suite A —— B — C telle que vou = 0 est strictement
exacte revient a dire que u est strict et que la fleche canonique

imu — kerv
est un isomorphisme.

Exemple 2.4.3. i) La suite
0—+A-—"+B
est strictement exacte si et seulement si v est un monomorphisme.
ii) La suite
A—"+B -0
est strictement exacte si et seulement si u est un épimorphisme strict.
iii) Une suite
0—+A—"+B-—"C
est strictement exacte si et seulement si (A, u) est un noyau de v.
iv) Une suite courte

0—+A-““B-~C—+0

est strictement exacte si et seulement si (A, u) est un noyau de v et (C,v) est un
conoyau de u.

Proposition 2.4.4. La suite
A-—"+B-"C

est strictement exacte si et seulement si v ou = 0 et la suite courte

/

0+ keru "+ A"+ kerv——»0
est strictement exacte.

Preuve. Rappelons que i, o v/ = u.

La condition est nécessaire. En effet, comme i, est un monomorphisme, ker u ~
keru' et (keru,i,) est un noyau de u'. De plus, par hypothese, kerv ~ coimu et
donc, par définition de la coimage de u, (kerv,u’) est un conoyau de i, ce qui suffit.

La condition est suffisante. En effet, vou = voi,ou = 0. Comme (kerv,u’)
est un conoyau de 4, ker v ~ coimu et la suite A —— B — C' est donc strictement

exacte. ]

Proposition 2.4.5. Une suite fortement exacte est strictement exacte.
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Preuve. Soit A —» B —» C une suite fortement exacte. Il suffit de démontrer que
coimu ~ kerw.

Par la proposition 2.2.3, on a la suite fortement exacte

/

0+ keru "+ A"+ kerv —— 0

ou u’ est donné par le diagramme commutatif suivant.

keer—U»B—U»C

N

A

Le morphisme " a donc une section. Soit s € Hom ,(kerv, A) tel que
' 05 = idkery -

Notons ¢ : A —— coimwu le morphisme canonique. Par définition de coim u, il existe
un unique v” € Hom 4 (coim u, B) tel que le diagramme suivant

Iy q )
keru — A —— coimu

N

B

soit commutatif.

Démontrons que (coimu,u”) est un noyau de v. Soient X € Ob(A) et a €
Hom ,(X, B) tels que v o a = 0. Par définition du noyau de v, il existe un unique
o € Hom ,(X, kerv) tel que le diagramme

ker’uz—v»B—U»C

A

X

soit commutatif. Par conséquent, il vient

uWogosod =uosod
. / /
=i,o0u osoq
=i,0d

:Oé,
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et le diagramme

" v

comuy — B —C

st

X

commute. La conclusion en résulte aussitot. []

Définition 2.4.6. Un compleze X € C(A) est strictement exact en degré k si la
suite

R L
X > X" = X

est strictement exacte.

Un complexe est strictement exact s’il est strictement exact en tout degré.

Proposition 2.4.7. Si X et Y sont deux complexes isomorphes dans K(A), alors

ils sont simultanément strictement exacts en degré k.

Preuve. Soient u € Hom 4 (X,Y), v e HomK(A)(Y, X) et pour tout k € Z, s* €
Hom ,(Y*,Y*™1) tels que

dito s 4+ sF o df = idyr —u o v".

Supposons que X est strictement exact en degré k. Par la proposition précédente,
on a la suite strictement exacte

k—1 k—1
IR 1 6
0 kerdi ! X XF1 X0 kerdh ——0

ol 6’;{1 est donné par le diagramme commutatif suivant.

i% d
kerdf —*~ XF A XM

ko1
5??& de /O(

Xk—l
I1 suffit d’établir que la suite courte

k—1 k—1
11 1 6
0 kerdit Yo YL 2s kerdy, —— 0

est strictement exacte. Comme 7% est un monomorphisme, ker d-' ~ ker 6t et il

suffit donc d’établir que (ker d¥., (53"}_1) est un conoyau de 2”{“}_1. Puisque

ko ook ook okl gk ko
dyou”oty =u"" odyoiy =0,
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par définition du noyau de d¥., il existe un unique u'* € Hom a(ker d%  ker df) tel que

le diagramme

ker df. % - Y* d§,5fk+1

f
utk\UkOil;(/O(

ker d

soit commutatif. De méme, il existe un unique v'* € Hom kerdy ker dk ) tel que le

diagramme

i% d
ker d - X" - Xkl

;>JJMY/€

ker d~.

soit commutatif. Par conséquent, puisque
idyr —uf ov? = di ! o s" + sF oy,

on a successivement

-k k ok ok gk=1 _ k -k k+1 gk ok
iy —U 0V 0dy =dy 08 0oty +5" ' ody oiy,
. . / . — .
z'f/—ukoz';(ovk:z'f/OQk/1oskoz'§,
. . / / . — .
z'f/—z';oukovk:z';m%k/loskoz'f/.
Comme 7% est un monomorphisme, il vient
. ’ / _ .
1dkerd;§—ukovk:6§ﬁloskoz§.
De plus,
ko ock—1 k=1 k=1 _ k=1 _ k=1 _ k-1
iy 0dy ou’ ov’  =dy ou owvw
_ ok gk=1 k-1
=u"ody ow
:uk‘ovk‘od/;:/—l
= uF ov¥ o il o o8
ok ko k| ck—1
=u"0iyov"ody
. / / —
:Z]f/oukovkoéf/l,
et

_ _ _ / ’ _
Sl oubovPt = uFovF o s
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Il s’ensuit que
S8 o (idykoy —uF Lo vP Tt — sF o il o 687
_ok—1 _ ok—1 _ k=1 _ k-1 _ ck—1 _ k_ -k _ ck—1
=6y  — 0Oy ou ov —0y os oty ody
. ’
=(idyer at —uFov* — 65 o sk oik) o st

=0.

Comme ker 65" ~ kerdy ", il existe un unique w*~* € Hom ,(Y*~! kerdy ') tel que
le diagramme

’Lk 1 6k—1
kerdh b Y Y X kerdh

k—1
wkz& % /O(
Yk—l

(ot Y*71 = idysr —uF "t o 0P — sF 0 ik 0 6571) soit commutatif, et donc,

k k—1 k-1

-1 . . _
Pt o P = idysos —st o ib 0 85T — it ow

A présent, établissons que (ker d¥., 6%7') est un conoyau de it *. Soient Z € Ob(.A)
et a € Hom ,(Y*71, Z) tels que

aozlf/l—O.

On a

aouF! oz]}l—aoz];l w1l =0,

Comme par hypothese, (ker d’)“(,éé“(_l) est un conoyau de i])“(_l, il existe un unique
o € Hom 4(kerd’, Z) tel que le diagramme

,l'k—l 6k 1
kerdi ! X X’“‘l — X kerdb

\\&oukl/

soit commutatif. De plus, on a

ko k o sk=1 _ Kk ok ck—1

ixyov©ody =v"oiyody
_ kg gkl
=v" ody
=di ot

= 2])“( o 6?{1 o ’Uk_l,

et donc,
'k ck—1 _ ck—1 _ k—1
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On en déduit que

Ik k=1 1 k=1 k=1
aov”ody  =a o0by ow

k-1 o k-1

=Qaou v

—a—aostoif ot —aoi¥ Tt owt?

:a—aoskoz’]}oéf/_l,

et par conséquent,

k

_ -k / 'k k—1
a=(aos’oiy +a ov")ody .

Le diagramme suivant

ik_l k—1
kerdy !t e YR Y ker df

a/ )
O\\ { aostoit +a/ov*
A

est donc commutatif, d’ou le résultat. O
Proposition 2.4.8. Soit
X Sy Sz 5 X[

un triangle distingué dans K (A). Si X et Z sont strictement exacts en degré k, alors
Y est strictement exact en degré k.

Preuve. Puisque
—w[-1]

Z[-1] X %y vz

est un triangle distingué, la proposition 2.4.7 nous permet de supposer que Y est le
mapping cone de —w[—1]. Par conséquent, on a

Y= M(—w[-1)* = X* @ Z*
dk = gk _ dy  —w"
vE el T g g )

k—1
6Z

Considérons le carré
Zk‘—l

(*) pzz«—ﬁ . Ip’zk

kerd% @ Z" ' s kerdy

ker d,

avec

i) pyr-1 la projection canonique sur Z¥~1,
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ii) 657! donné par le diagramme commutatif suivant,

iii) p,. défini de la maniere suivante : comme
dy  —wk
Pzk+1 O d];/ = <0 ide+1) X k

— (0 d';)
= dl% CPzk,
on a
dl%opzk Oi]f/ = Pzk+1 Odl;/ Oil;f =0,

et par définition du noyau de d%, il existe un unique Py € Hom , (ker d%., ker d%,)
tel que le diagramme suivant

k /L]% k dl% k+1
kerdy - ZT -7
ik
Pz o /
p’;k\ S0

ker d~.

soit commutatif.

iv) 8% défini de la manitre suivante : si

gk kerdh @ 21— Xb @ ZF = Y*
/B/k - Zé"( _wk_l
0o dyt )’

dy  —wh\ [k —wk?

0 db 0 dit
(d’}( ok —d% owtl —wko d§_1>
0

est défini par

alors

dl;/oﬂ/k =

0 dk o di™

car w : Z — X[1] est un morphisme de complexes.
Par définition du noyau de d¥, il existe un unique

B* € Hom ,(kerd & Z" ! kerdy)
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tel que le diagramme suivant

ker df. y - YF
ker df @ 7M1

soit commutatif.

Démontrons que le carré (*) est cartésien. On a successivement

-k / k __ -k k
i opy ot =pmoikop

= Ppzk © ﬁ/k
Z’k _wk—l
_ (0 idzk) x T
(0 dy”! )
— (0 a5

=dy ! opgra

: —1
= Zl} © 62 O Pzk-1,

et le carré est donc commutatif.
Soient W € Ob(A), v1 € Hom (W, Z¥~1) et v, € Hom (W, ker dt.) tels que

6% oy = ply 0.

93
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Comme df. 0% o~y = 0, il vient

k k -k
0— dy —w Pxk Oty ©72
- k -k
0 dy DPzr Oly O 72
d% opxr ody 0y —wh o pgr 0l oy
d%opzkoi]g‘,o’m
k -k k -k /
d% opxr0iy 0% — W Cly OPyr O72
k -k
dZopzkozYo”yQ
d5% opyroif oy —wFoif obh oy
d%opzkoi]}io”m

k & ko k-1
_ [dXx opxkoiy oy —wiody, om
- k K
dy o pzk 0y 072

B d% opxr 0k oyy + di owF T oy
- k k
dy 0 pzr 01y © 7

_ [ dx o (pxroif oy +wh T om)
d% o pgr 0 i 0 7 '

Donc, par définition du noyau de df, il existe un unique ¢ € Hom ,(W, kerd%) tel
que le diagramme

i% d
ker df —*» XF A XM

NN IPA

w

16 41) soit commutatif. Le morphisme

(ot ¥ = pxk 0y 072 + wh™
v € Hom (W, kerd & Z*)

défini par

vérifie d'une part,
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et d’autre part,

i ofloy=p%oy

(i ! ")
0 dyt M
i op—wto 71)

dy ' om

_ [pxroif o+t oy —wh oy
o8y tom

-k
_ [ Pxkx Oty 072
'k /
1zOPzr © 72

&
_ [ Pxk Oty O2
= h
Dzk Oty © 72
k
- ZY (0] '72
Par conséquent, le diagramme suivant

k—1
Zk1 7+ kerd},

Pzr—1 Pk

Yoker ds @ ZM1 s ker d

%%

commute. Comme 7 est le seul morphisme ayant cette propriété, le carré (*) est
cartésien.

Par hypothese, le complexe Z est strictement exact en degré k. Il en résulte que
la suite - .

0 — kerdst 2 ZF1 220 kerdh, — 0

est, strictement exacte et que 52‘1 est un épimorphisme strict. Puisque la catégorie
A est quasi-abélienne, 3* est un épimorphisme strict. De méme, X étant stricte-
ment exact en degré k, (5?{1 est un épimorphisme strict. Comme id x-1 est aussi un

épimorphisme strict, la proposition 2.3.3 montre que

0
of = (7% cXF g 2R s kerdh @ 257!
0 ldzk—l
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est un épimorphisme strict. La composée de deux épimorphismes stricts étant un
épimorphisme strict, 5% o o est un épimorphisme strict. Or,

Z'I;/Oﬂkoogk:ﬁ/koogk

ik —wkt (60
ot 0 idge

ik o 6k71 —w"“’_1>

B 0 dit
d];(_l —wk1

Lo st

_ dk—l

= Oy

:2']{‘/063]‘}_1,

et 63]‘}_1 = 3* o o*. Par conséquent, 63]“/_1 est un épimorphisme strict et la suite courte

k—1 k—1
11 4 &
0 kerdi7! Y Y1 s kerdy, —— 0

est strictement exacte. Le complexe Y est donc strictement exact en degré k. [

Proposition 2.4.9. Soit A une catégorie quasi-abélienne.

i) La sous-catégorie pleine de K (A) formée des complexes strictement exacts est
un systeme nul.
ii) Si
X; — Xog— N — Xi[1]

est un triangle distingué de K(A) avec X; € Ob(K='(A)), Xy € Ob(K=Y(A))
et N strictement exact alors X7 et Xy sont strictement exacts.

Preuve. i) résulte de la proposition précédente.

ii) Comme X est fortement exact en degré négatif , X; est strictement exact en
degré négatif et comme N est strictement exact, par la proposition précédente X
est strictement exact en degré négatif. Le complexe X est donc strictement exact et
par la proposition précédente, X, est strictement exact, ce qui suffit. O

Définition 2.4.10. Le systeme nul de K (A) formé des complexes strictement exacts
est noté N(A).

La catégorie localisée correspondante K (A)/N(A) est la catégorie dérivée de A.
On la note D(A).

Grace a la proposition précédente et au théoreme 1.4.1, la t-structure gauche de
K (A) induit une t-structure canonique sur D(.A). On lappellera la t-structure gauche



2.4. DERIVATION D’UNE CATEGORIE QUASI-ABELIENNE 97

de D(A) et on la notera (D=°(A), D=°(A)). Son coeur sera noté LH(A). Quant aux
foncteurs cohomologiques correspondants, ils seront notés

LH* : D(A) —~ LH(A).
Définition 2.4.11. Si X et Y € Ob(D(.A)), posons

Ext*(X,Y) = Hom ;, , (X, Y[k])

)
Proposition 2.4.12. Si
Y —Y —Y" Y]

est un triangle distingué dans D(A), pour tout X € Ob(D(A)), on a les deux suites

exactes longues suivantes :

LCBExtF(X YY) s BExtF(XY) - ExtF(X, YY) - ExtFTHX YY)

CExtR(Y7 X)) s BxtR(Y, X) —— ExtF(Y, X) —— Ext*tTHY” X)) ...,

Preuve. Cela provient du fait que Hom (X, .) et Hom (., X') sont des foncteurs coho-
mologiques. ]

Proposition 2.4.13. Soit X € Ob(D(A)). Le tronqué 7="(X) (resp. 7="(X)) de
X pour la t-structure gauche de D(A) est isomorphe a

XM s XY s kerdy —— 0.
ou ker d% est en degré n (resp.
.0 — coimdy ' —» X" — X"
ou X" est en degré n).

Preuve. Comme la t-structure de D(A) est induite par la t-structure de K(.A), on
sait que le tronqué 7="(X) (resp. 72"(X)) pour la t-structure gauche de D(A) est

donné par

XM s X s kerdy —— 0.

(resp.

0 kerdy ! > X" X)),

Il nous reste donc a démontrer que ce dernier complexe que 'on note 77 est

isomorphe dans D(A) au complexe T

.0 — coimdy ! —» X" X"
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1l suffit d’établir que 75"(T1) ~ 7="(T3) car 7="T1(T}) ~ 72"1(T}) et par le corol-
laire 1.1.8, on aura l'isomorphisme de triangles distingués suivant.

TSTL(T1> —_— T1 —_— T2n+1(T1) — Tgn(Tl)[l]

U T

D) Ty D) e D)

Il nous suffit donc de démontrer que le morphisme de complexes

‘n—1 n—1

0 »kerdx? X L xnl X pagn L
{ {QSI(_ ! {idker d%
6/71—1
0 -0 - comd% ' X+ kerdy —— 0

appartient & S(N(A)), i.e., que le mapping cone de ce morphisme donné explicitement

par
_671—1
X
—int ( g%t )
—_— —_—

Xn—l

(e, 537" kerdy —— 0

0 — kerdy ! ker d% @& coimdy "

(kerd en degré mn) est strictement exact.
Par 'exemple 2.4.3, la suite

_(5}—1
int !

0 kerdy ' —X» X! ker dy @ coim d’y '

n—1

) ' _671—1
est strictement exacte car (kerd’s ', —i"v ') est un noyau de ( X )
qx

De plus, en degré n — 1, on doit établir que

—5ut /
coim ( n)—(l ) ~ ker <idkerd§ (5)?—1) .
q

X

Or, comme

n—1
: —YX n—1 : m—1
coim ( ot ) ~ cokeri'y = o~ coimdy
X
'n—1
—67

il suffit de démontrer que (coim d}_l, ( d
i

) ) est un noyau de <idker . 5/)?_1).

coimd’y "
Soient W € Ob(A) et
f . m . mn—1
: W —— kerdy @ coimdy
g

tels que

<idkerd§( (5/)?_1) <§> =f+ (5/)?_1 og=0.
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Le diagramme

'n—1
60 /
id, o (ideray, 637"
comd¥ ! ~——* 2, kerd? @ coimd% ! ~ ker d'y
X X X X
f
g g 0
%4
est donc commutatif, ce qui suffit.
Finalement,
. 1 (idkerdg‘( 6/)?_1)
ker d'y @ coimdy » kerdy — 0
est strictement exact car
erag |y gn ker d" im !
0 s kerdy — keray & coimady
est une section de (idker dz 6/)’}_1), d’ou la conclusion. ]

Proposition 2.4.14. Un complexe appartient au coeur de la t-structure gauche de
D(A) si et seulement s’il est isomorphe & un complexe de la forme

A-—"+B
(B en degré 0) ou u est un monomorphisme de A.

Preuve. On sait que X appartient au cceur si et seulement si
X ~72%0 7=0(X).

Par la proposition précédente, X est isomorphe au complexe Y donné par
Syt
0 — coimdy' —~+ kerdy —— 0.

Or, 7=71(Y) est isomorphe a zéro dans D(A), i.e., le complexe

0— kerdgt ——=0

1

. 7 /_ /_ .
est strictement exact. Par conséquent, ker 6y YeOetd ¢ est un monomorphisme,

d’ou la conclusion. ]

Proposition 2.4.15. i) Si X € Ob(C(A)) alors LH°(X) ~ 0 dans LH(A) si et
seulement si X est strictement exact en degré zéro.

ii) Si f : A—— B est un morphisme de A, alors f est un épimorphisme dans
LH(A) si et seulement si f est un épimorphisme strict.



100 2. CATEGORIE DERIVEE D'UNE CATEGORIE QUASI-ABELIENNE

Preuve. i) Par définition du coeur LH(A), LH®(X) ~ 0 si et seulement si le complexe

6
0 —— coimdy' ~+ kerdy — 0

. . . . — /_
est strictement exact, donc, si et seulement si coimdy' ~ kerd car 6y’ est un
monomorphisme.
ii) Par le lemme 1.3.14, f est un épimorphisme si et seulement si

coker f ~ LH°(M(f)) ~0
dans LH(A), donc, si et seulement si M(f) est strictement exact en degré 0. Comme

M(f) est donné par
0—A-1-B—0

avec B en degré 0, la conclusion s’ensuit aussitot. ]

2.5. Dérivation des foncteurs entre catégories quasi-abéliennes

Dans cette section, A désigne une catégorie quasi-abélienne.

Définition 2.5.1. Un objet P de A est projectif si pour tout épimorphisme strict
u:lE —— F de A, et pour tout v € Hom ,(P, F), il existe v" € Hom ,(P, E) tel que

uo v’ =wv. Schématiquement, on a

Y.

N
P
La catégorie A a assez de projectifs si pour tout A € Ob(A), il existe un épimor-
phisme strict v : P — A avec P projectif.
Par dualité, un objet I de A est injectif si pour tout monomorphisme strict
u:E —— F de A, et pour tout v € Hom ,(E, I), il existe v’ € Hom ,(F, I) tel que

v’ ou = v. Schématiquement, on a

-t

1./

I

La catégorie A a assez d’injectifs si pour tout A € Ob(A), il existe un monomor-

phisme strict v : A —— I avec [ injectif.

Proposition 2.5.2. Si P, et P, sont deux objets de A, P, & P, est projectif si et
seulement si P, et P, sont projectifs.
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Preuve. La condition est nécessaire. Fn effet, soit v : F — F un épimorphisme
strict de A. Puisque I'application

Hom (P1 @Pg,u)

Hom(P1 @PQ,E)

Hom(P1 @PQ,F)
est surjective et comme
Hom (P, @ P2, E) ~ Hom (P, E) & Hom (P, E)

Hom (P, & P, F) ~ Hom (P, F) & Hom (B, F),

les applications
Hom (Py,u)

Hom (P, E) Hom (P, F')

Hom (Ps,u)

Hom (P, E) Hom (P, F')

sont surjectives et P, P, sont donc projectifs.
La suffisance de la condition s’établit de maniere analogue. ]

Proposition 2.5.3. Une suite strictement exacte
0—>A-">B">P 0
avec P projectif est scindée.

Preuve. Par 'exemple 2.2.2, il suffit de démontrer que la suite est fortement exacte.
Comme u est un noyau de v, il suffit de démontrer que v a une section. Comme v
est un épimorphisme strict et que P est projectif, il existe v’ € Hom ,(P, B) tel que
le diagramme

B ".p
PN Widp
P
commute, ce qui suffit. ]

Lemme 2.5.4. Si A a assez de projectifs, pour tout C € Ob(C~(A)), il existe un

morphisme
u:P—C
de S(N(A)) tel que pour tout k € Z, P* soit projectif et
T L

soit un épimorphisme strict.
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Preuve. On peut supposer que C* = 0 pour k£ > 0. Par commodité d’écriture,
posons Cj, := C'~*. Construisons le complexe P et le morphisme u par récurrence.
Pour k < 0, prenons P, = 0 et u, = 0. Supposons avoir construit Py, ug, di. de sorte

que
0O——P, —— P14 — ... - Py >0

{Uk {uk—l Uo
0——Cp—Chy — ... - Cy >0

soit un morphisme de complexes dont le mapping cone est strictement exact en
chaque degré supérieur ou égal a —k et que chaque u; : B — C; (0 < [ < k)
soit un épimorphisme strict avec F; projectif. Nous notons u(k) : P(k) — C(k) le
morphisme ci-dessus.

Formons le carré cartésien(cf. 0.1.18)

Ok
1
Crp1 —% ker ds

lv’ Iu;
Chp — kerdy

ot 67, et uj, sont donnés respectivement par les diagrammes commutatifs suivants.

¢ d
ker d; Cy Crk—1

N

kit
Crt1

C dC’
ker dkc i > Ck k— Ck—l

?
U oz'P/
ker di.

Comme A a assez de projectifs, il existe un épimorphisme strict

I
w Pk+1 — Ck+1

avec P11 projectif. Posons

df—l—l:ifovow? uk_H:v/ow,
et démontrons que
dP
k41
0—— Piiq - Py - - Py -0
{uk—f—l {uk U
c

d
) N A < U A o |
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est un morphisme de complexes dont le mapping cone est strictement exact en chaque
degré supérieur ou égal & —(k + 1) et chaque w; : B — C; (0 <1 < k+1) est un
épimorphisme strict avec P, projectif. Comme on a

A oup =df, 00 ow
=i 065 1 0v ow
=i ou,ovow
:ukoifovow

_ P
=ugpod,
et
dy ody., =dj oiy ovow =0,

on a bien construit un morphisme de complexes. Vu I’hypothese de récurrence, son
mapping cone est strictement exact en chaque degré supérieur ou égal a —k. Il sera
strictement exact en degré —(k + 1) si la suite

—diy 0 —dy

Py Cit1 D Py

Cr ® Pr

est strictement exacte.

La suite ci-dessus est strictement exacte si et seulement si

dC UL
o: Py — ker [ FH
0 —d’
défini par le diagramme commutatif
il wk
P
d¢ 1 0 —d
ker [ *f! ukp —— C1 D P » Cr @ Prq
O _dk A
Uk4+1
(6] d5+1 0
Pria

est un épimorphisme strict.
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v d¢ u
Remarquons que (Cp,, ( P )) est un noyau de ( k+1 F ) En effet,
ow

soit
AN
W —— Ch1 @ B
g
tel que

dkCH Uy, f _ dkC+lof+ukog _9
0 —di) \yg —di oyg '

Par définition du noyau de d¥| il existe un unique morphisme ¢’ : W — kerd?. tel

que le diagramme

P dP
kerd? % p . p

g /
‘g’\ 1 0
W

soit commutatif. Par conséquent, il vient

_ gC

O=dy,0of+urog

:dkc+1 o f+uroiyod

:’ikcoégﬂof—i—ikcou;og’,
et donc, 6§, o f = —uj, o g’. Par définition d'un carré cartésien, il existe un seul ~

tel que le diagramme

8.
+1
Cri1 — ker dkC

v

f Cria . ker dj,

o

soit commutatif et le diagramme

v dkC+1 Uk
—if ow 0 —db

Cit1 @ Py > Cr @ P

o6

w

/
Clrt

commute.
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Soit

dC Uk
i Chpy — ker ( k(;rl —df)

dkC+1 Uk
0 —dar

» Cr @ Py

défini par le diagramme commutatif suivant.

7
——> Crp1 @ B

,U/
—if ow 0

/
Clrt

Il résulte de ce qui précede que (8 est un isomorphisme. C’est donc un épimor-

,U/
1ofow= p ow
—iy ov
. Uk+1
= P
_dk+1

=i0aqQ,

phisme strict. Or, il vient

et donc, @« = [ ow et comme la composée de deux épimorphismes stricts est un
épimorphisme strict, o est un épimorphisme strict.
Pour conclure, démontrons que uj.1 est un épimorphisme strict. Par hypothese

de récurrence, il existe un triangle distingué
P(k) — C(k) — D — P(k)[1]

avec D strictement exact en degré supérieur ou égal a —k. En appliquant le foncteur
L Hj, on obtient la suite exacte

LH(P(k)) — LH(C(k)) — LHy(D)
dans LH(A) et comme par la proposition 2.4.15, LH(D) ~ 0,
LH(P(K)) —+ LH(C(F))
est un épimorphisme dans LH(.A). On en déduit que
uj, : kerdt — kerd

est un épimorphisme dans LH(.A). Par la proposition 2.4.15, u}, est donc un épimor-
phisme strict dans A. La catégorie A étant quasi-abélienne, v’ est un épimorphisme
strict, et par composition, ug,1 est un épimorphisme strict, d’ou la conclusion. [
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Proposition 2.5.5. Si A a assez de projectifs, alors le foncteur canonique
J: K (P)— D (A)

(ot P désigne la sous-catégorie pleine de A formée des objets projectifs) est une
équivalence de catégories. 1l existe donc un foncteur

J' :D”(A) — K (P)
tel que Jo J ~idp-(4) et J' o J >~ idg-(p).
Preuve. Par le lemme précédent, le foncteur J est essentiellement surjectif. Démon-

trons qu’il est pleinement fidele. Nous allons appliquer la proposition 1.2.9 pour
démontrer que le foncteur

J": K= (P)/N(A) NOb(K~(P)) — D™ (A)

est pleinement fidele. Pour cela, il suffit de montrer que si X, Y sont deux objets de
Ob(K~(A)) et f: X — Y un morphisme de S(N(A)) alors il existe un morphisme
u:P—+ X avec P € K~ (P) tel que fou € S(N(A)). Cela résulte du lemme
précédent.

Pour conclure, il suffit d’établir que N'(A)NOb(K~(P)) = 0. Soit P un complexe
de Ob(K~(P)) strictement exact. Par la proposition 2.2.7, il suffit de démontrer que
P est fortement exact, i.e., pour tout k € Z la suite

0 kerd, — P, — kerd; , — 0

est scindée. Pour cela, il suffit que ker d’ soit projectif pour tout k € Z. Démontrons
donc par récurrence que kerdk est projectif. C’est évident pour k << 0. Supposons

que ker d¥ | est projectif. Comme la suite
00— kerdf — P, — keralf_1 —0

est strictement exacte, elle est scindée et, par la proposition 2.5.2, ker df est projectif.
]

Définition 2.5.6. Soient A et A’ deux catégories quasi-abéliennes et F' : A —— A’

un foncteur additif. Soient les foncteurs naturels
Q: K (A) — D" (A)
Q:K (A)—~ D (A).
Un foncteur dérivé a gauche de F est la donnée d'un couple (7', s) ou
T:D (A — D (A)
est un foncteur de catégories triangulées, et

s:ToQ QoK (F)
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est un morphisme de foncteurs tel que pour tout couple (7”,¢) ou
T': D (A) — D~ (A
t:T'oQ — Q oK (F),

il existe un unique morphisme de foncteurs a : 77 —— T tel que le diagramme suivant

soit commutatif.

ToQ@
o ide y\
TIOQLQIOK_(F)
Lemme 2.5.7. Soient A et A’ deux catégories triangulées, N un systéme nul de A
et P une sous-catégorie pleine de A. Supposons que pour tout X € Ob(.A), il existe

X" € Ob(P) et s € Hom 4,(X',X), s € S(N). Soient F' et G deux foncteurs de A
dans A’ tels que F(s) soit un isomorphisme pour tout s € S(N'). Alors,

Hom (F,G) ~ Hom (FoI,Gol)
ou I est I'injection de P dans A.
Preuve. Démontrons d’abord l'injectivité. Soit
a:F—G

tel que pour tout X’ € Ob(P), a(X’) = 0. Soit X € Ob(A). 1l existe X’ € Ob(P)
et s € Hom ,(X', X), s € S(NV). Comme o est un morphisme de foncteurs, le

diagramme

Fx) 2 Gx)

commute et comme F'(s) est un isomorphisme, a(X) est nul, ce qui établit I'injectivité.
Démontrons a présent la surjectivité. Si

o/ :Fol —+Gol
est un morphisme de foncteurs, construisons un morphisme de foncteurs
a:F—G

tel que awoid; = o’. Soit X € Ob(A). 1l existe X' € Ob(P) et s € Hom (X', X),
s € S(N). Comme F(s) est un isomorphisme, définissons

a(X) = G(s)od/ (X") o F(s)™".
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Vérifions que a(X) ne dépend pas du choix de s. Supposons qu'il existe X" € Ob(P)
et s € Hom 4(X", X), s’ € S(N). Par la proposition 1.2.2 il existe s” et s” deux
morphismes de S(N) tels que le diagramme

"
S

X/// X//

n

x-S .x

soit commutatif. De plus, il existe Y € Ob(P) et t € Hom ,(Y, X"), t € S(N). Le
diagramme

S/l/ o t

Y X//
{S// o t {S/
X % .x

est donc commutatif. Posons ¢ = sos” ot € S(N) et démontrons que
G(s)od (X o F(s) ' =Gt )od(Y)o F(t') "

Considérons le diagramme commutatif suivant.

o/ (Y)

Il vient
Gt)od(Y)o F(t')™*
=G(s) o G(s" ot) o/ (Y) o (F(s)o F(s" ot))™
=G(s) o G(s" ot)od/(Y)o F(s"ot) o F(s)™*
=G(s) o/ (X") o F(s)™".
De méme,
G()od (X))o F(s) ' =Gt od (Y)o F(t) ™"
Ainsi, a(X) ne dépend pas du choix de s.

Finalement, par construction de «, on vérifie directement que si X' € Ob(P),
a(X') =d/(X') et donc, aoid; = o/, O
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Proposition 2.5.8. Soient A et A’ deux catégories quasi-abéliennes et F' : A —— A’
un foncteur additif. Si A a assez de projectifs, si J' est le foncteur défini dans la
proposition 2.5.5, et si I est I'injection de P dans A alors

T=Q oK (F)oloJ': D (A) — D" (4)

est un foncteur dérivé a gauche de F'.

Preuve. Construisons le morphisme de foncteurs
s:To@Q —Q oK (F).

On a successivement

ToQol~TolJ
~Q oK (F)oloJolJ
~@Q oK (F)ol,

et par le lemme précédent
Hom (T 0 Q,Q o K~ (F)) ~Hom (T oQoI,Q o K (F)ol),
ce qui assure l'existence du morphisme s. Considérons un couple (7”,¢) ou
T : D (A) — D~ (A

t:T'o@Q — Q oK (F),

et démontrons qu’il existe un unique morphisme de foncteurs o : 77 — T tel que le

diagramme suivant soit commutatif.

ToQ@
Qo idQ} y\

T'oQ v ok (F)

Comme on a le morphisme de foncteurs
toid; :T'oQol —+ Q oK (F)ol,
et comme d’'une part,
T oQol~ToJ

et d’autre part,

soidj: ToJ —+Q oK (F)ol



110 2. CATEGORIE DERIVEE D'UNE CATEGORIE QUASI-ABELIENNE

est un isomorphisme, il existe un morphisme de foncteurs o : 7" —— T tel que le
diagramme
ToQol

OéOidQOid]} \‘i\o ldl
o
ToQol L QoK (F)ol

commute. Par le lemme précédent, le diagramme

ToQ@
Qo idQl y\
T/OQLQIOK_(F>
est donc commutatif. Pour conclure, établissons 1'unicité de . Soit o/ : T — T
tel que le diagramme

ToQol
o/oionidJ \30 idy
, tOi[ ’ _
T oQol QoK (F)ol

commute. Comme s o id; est un isomorphisme o = «/. ]



CHAPITRE 3

Application aux espaces de Banach

3.1. Algebre homologique pour les espaces de Banach

Définition 3.1.1. La catégorie des espaces de Banach a pour objets les espaces de
Banach et pour morphismes entre deux espaces de Banach E et F', les applications
linéaires continues, i.e., les applications linéaires u de E dans F pour lesquelles il
existe une constante C' > 0 telle que

[u(x)lp < Cllzlly,  Vze k.
On note Ban cette nouvelle catégorie.

Il résulte de la définition précédente que u : £ — F est un isomorphisme dans
Ban si et seulement s’il existe des constantes C' et C” strictement positives telles que
Veec E

[u(e)llp < Cllell
et

lellp < € [lule)llp-
Proposition 3.1.2. La catégorie Ban est additive.

Preuve. 11 est clair que Homg,  (E,F) posséde une structure naturelle de groupe
abélien et que la composition est bi-additive. Il nous reste a établir qu’elle admet des
produits finis.

Pour cela, démontrons que si E et F' sont deux espaces de Banach, I'espace

ExF={(e,f):ecE,feF}

muni de la norme

1es )l gwcr = sup(llell g 1 £ )

est un produit de E et F'. Bien stur, E x I est un espace de Banach. De plus, si
W est un espace de Banach et sia: W —— E, §: W —— F sont deux applications

linéaires continues, alors ’application

v W —EXxF  w— (a(w),B(w))
111
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est linéaire, continue et rend le diagramme
E
y ‘YE‘
T ExF
N

F

commutatif. Comme 7 est la seule application a avoir ces propriétés, on en déduit
que E x I est un produit de E et F. ]

w

Remarque 3.1.3. Sur £ @ F, les normes

I(e, F)II = sup(lle]|z . |1/l )
et
[[(e; A = llell + [1.f1]

sont équivalentes.

Rappelons que si F' est un sous-espace linéaire fermé de ’espace de Banach F,
alors F' muni de la norme induite par celle de E est un espace de Banach. De plus,
I'espace quotient F/F muni de la norme quotient définie par

= inf
llelll g/ = ik fle + fll5
est de Banach.
Proposition 3.1.4. Soient E et F' deux espaces de Banach et uw : E — F une

application linéaire continue.

i) keru ~ u~1(0) ou la norme de u=*(0) est induite par celle de E.

ii) cokeru ~ F/u(FE) ou F/u(E) est muni de la norme quotient.
iii) imu ~ w(F) ou la norme de u(FE) est induite par celle de F.
iv) coimu ~ u(FE) ot
= inf |le||,-
ey = it el
Preuve. i) Soient G € Ob(Ban) et v € Homy,, (G,E) tels que uov = 0. Par
conséquent, v(G) C u~'(0) et I'application
VG ——~u0) g+ v(g)
est bien définie, linéaire, continue et rend le diagramme

P (1) Py B

N

G
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commutatif. Comme v’ est la seule application a jouir de ces propriétés, (u=1(0),1%)
est un noyau de wu.

ii) Soient G € Ob(Ban) et v € Homy, (F,G) tels que v o u = 0. Comme v~*(0)
est un sous-espace fermé de F, u(E) C v=1(0). Il existe donc une seule application

linéaire continue v’ : F'/u(E) — G rendant le diagramme

oy A Ty o )

o\};/@/

commutatif.
iii) est évident vu i) et ii).
iv) Comme le sous-espace u~(0) est fermé, on a

coimu ~ E/u~'(0).
On vérifie facilement que ’application
u' Efut(0) — u(E) le] — u(e)
est bijective. Il nous reste a vérifier I’équivalence des normes. Si ey € F, il vient

eollleoimw = Ileo]ll £ u1(0)

—  inf
it leo + el

= inf
u(len):0 leo + €| .
= inf e B
u(e’)=u(eq) I

= [[uleo)llyp) -

Comme u’ est une bijection, cela suffit. ]

Corollaire 3.1.5. Soient E et F' deux espaces de Banach et u: E — F une appli-

cation linéaire continue.

i) w est un monomorphisme si et seulement si u est injectif.
ii) w est un épimorphisme si et seulement si u est d’image dense.
iii) w est strict si et seulement si une des deux conditions équivalentes suivantes
est satisfaite :
a) wu est relativement ouvert, i.e., il existe une constante C' > 0 telle que

inf fle+e| <Clue)]  VeeE,

e’cu—1(0)

b) u(FE) est fermé.



114 3. APPLICATION AUX ESPACES DE BANACH

Preuve. i) et ii) sont des conséquences immédiates de la proposition précédente.
iii) Supposons que u soit strict. Par la proposition précédente, le morphisme

canonique

E/u(0) — u(E)

est un isomorphisme d’espaces de Banach. Par conséquent, u(E) = u(F) et les

normes

[ lluy = 0t llelle et gy = 1F1F

sont équivalentes. En particulier, il existe C' > 0 tel que

[u(e)lyg) < Cllule)llp-
Il en résulte que

inf +él. < Cllule
Lt et ¢l < €l

et u est relativement ouvert.
La réciproque est immédiate.

L’équivalence des conditions a) et b) résulte d'un théoréme célebre de Banach
(cf. [2, IV §4 no. 2]). O

Corollaire 3.1.6. Soient E et F' deux espaces de Banach et u : E — F une appli-

cation linéaire continue.

i) w est un monomorphisme strict si et seulement si u est injectif et s’il existe une

constante C' > 0 tel que
el < Cllu(e)l  Vee E.

ii) u est un épimorphisme strict si et seulement si u est surjectif et s’il existe C' > 0
tel que

inf |lell. <C|fllz-
it el <1,
Preuve. C’est immédiat. ]
Proposition 3.1.7. La catégorie Ban est quasi-abélienne.

Preuve. Décomposons la preuve en deux étapes.

i) Considérons le carré cartésien

E-Y.F
}v’ W'z)
u/
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ol u est un épimorphisme strict, et démontrons que u' est un épimorphisme strict.
Rappelons que

E' = ker <u —v)

= <u —v) - (0)

={(e, f') s ule) = v(f)},
et que si 7 : ker <u —v) —— E @ F’ est I'injection canonique, on a
v =pgoi, u' = pp oi.
L’application u’ est surjective. En effet, si f' € F’, comme u est surjectif, il existe
e € E tel que u(e) = v(f’). Par conséquent, (e, f') € E' et
ule, f))=f"
De plus,

u7H0) = {(e,0) : u(e) = 0},
et pour tout (e, f') € E’, il vient
inf e, fY+(€,0)] . = inf et+ef ,
ot e )+ (O = it et €

<O( inf e+l +17)

< Cu@)llp + C I e
<Dl +C 1 e
<N

On en déduit que ' est un épimorphisme strict.

Considérons un carré co-cartésien

!/

E/L’F/

bk

- Y.

oll u est un monomorphisme strict, et démontrons que u’ est un monomorphisme

. v
strict. Notons a = < ) et rappelons que

F'=cokera=(E' @ F)/a(E),
et que siq: E' @ F —— coker « est le morphisme canonique, on a

U/:quEH 'U/:qo'iF.
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Comme u est un monomorphisme strict, il existe une constante C' > 0 telle que
lellp < Cllu(e)lp Ve E.

Il s’ensuit que

lell < Csup(llo(e)lz , |-u(e)])
<Cloe)lppr  VeeE.

Ainsi, o est un monomorphisme strict et son image est fermée. Par conséquent,
F'=(F' & F)/a(E).
L’application u’ est injective. En effet, soit ¢ € E’ tel que w/(¢/) = 0. On en
déduit que
(¢/,0) € a(E),

et il existe donc e € F tel que

(€', 0) = (v(e), —ule)).

Comme v est un monomorphisme, e = 0 et on obtient ¢/ = v(e) = 0.
De plus, pour tout ¢’ € E’, on a

1€l g < Nl +v(e

g+ llv(e)ll g

I+ Cllellg

I+ CC lule)]

[(e" +v(e), —u(e)] pra Ve € E.

<|le' +v(e

~— ~— ~—

< |l +wv(e
< (1+CC

~—

Par conséquent, pour tout ¢/ € E’, on a
1€l o < (14 CC) inf [|(¢" + v(e), —u(e)l| g
< (1+CC’ inf e+ e, ,
(1400 int I+ e

< (1 +CC) e 0]l g
< (A+CC) | (N -

Il s’ensuit que u’ est un monomorphisme strict. O

La catégorie dérivée de Ban sera notée D(Ban). Elle est munie d’une t-structure
gauche canonique et les éléments du cceur gauche sont des complexes de la forme

0+ E —+Ey—0

(ou Ej est en degré 0) avec u injectif.
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3.2. Espaces de Banach injectifs et projectifs

Soit I un ensemble (éventuellement infini). Rappelons que si F est un espace de
Banach, les espaces [1(I, F), (I, E) définis respectivement par

W(IL,E)={(e)icr : ei € B> |leil p < o0},

iel
l(I, E) = {(€i)icr : &; € E,sup e < oo},
iel

et munis respectivement des normes

ledierllyrmy = D leills

el
I(ea)ietlli 1.6 = sup lleill g
el

sont des espaces de Banach.

Pour simplifier les notations, on pose
L) =1L(I1,C) et Ilwn(I)=1x(1,C).
Proposition 3.2.1. i) L’espace I1(I) est projectif.
ii) L’espace l(I) est injectif.

Preuve. i) Soient v : E — F un épimorphisme strict et v : [1(/) — F une applica-
tion linéaire continue. Construisons une application linéaire continue v’ : [;(I) — E

telle que u o v’ = v. Soit 1; la suite définie par
i = (6ij)ier.

Puisque u est un épimorphisme strict, on a

1

inf ell. < Cv(1;
i lells < C (1)l

< CC|1Llly,
<cc’
< CC'+1.

Dong, il existe e; € E tel que
u(e;) = v(ly),
et |le;|l, < CC"+ 1. Soit (¢;)ier une suite de [3(7). 11 vient

ZHCZGZHE Z|CZ| €]l

el el
<(CC"+1)) e
iel

<(CC"+ 1) [[(c)ietlly, 1y -
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Par conséquent, 'application
2)/ . ll(I) — F (Ci)ie] — ZCZ‘GZ‘
il
est linéaire et continue.
De plus, il vient
U ©° U/((Ci)iel) = U(Z cie;)

el

= Z ciu(e;)

i€l

= ch(li)

i€l

=0( ei(8)jer)

icl
= v((ci)iEI)?
et donc, uov' = wv.
ii) Soient u : ' —— F un monomorphisme strict et v : £ — [,([) une applica-

tion linéaire continue. Construisons une application linéaire continue v’ : F' — (1)
telle que v' o u = v. L’application

v, B —C e — v(e);
est linéaire et continue car

[v(e)i] < sup |v(e)il
iel

< ().
<Clellg-

Comme u est un monomorphisme strict, par le théoréeme de Hahn-Banach (cf. [2; 1T

§3 no.2)), il existe une application linéaire continue v} : F* — C telle que
viou = v,

et pour laquelle
Wi (N < ClfllEg-

Par conséquent, I’application linéaire
vt F s lo() [ (i(f))ier
est continue car
Hvl(f)Hloo(]) = Szg) v (f)]

<Clfllg-



De plus, on a

et v ou = .

Proposition 3.2.2. La catégorie Ban a assez de projectifs et d’injectifs.

3.2. ESPACES DE BANAC

v ou(e)

H INJECTIFS ET PROJECTIFS

(vi(u(e)))ier
(oi(

v;(e))
U(G)i)ief
v(e),

el
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Preuve. i) Démontrons que Ban a assez de projectifs. Soit £ un espace de Banach.
Si B={e€ E: ||| <1} est la boule unité de E, I'application

ull(B)HE

est linéaire et continue car

D llesbll < leol = l(es)oenlly, i -

beB beB

(co)pen — Zcbb

beB

Montrons que u est un épimorphisme strict. Pour cela, il suffit d’établir que u est

surjectif. C’est bien le cas car pour tout e € E'\ {0}, la suite

lefl 1y, € h(B),

et on a

Comme [y (B) est un espace projectif, Ban a assez de projectifs.

[lell

u(llel| 1.

e

= €.

ii) Démontrons que Ban a assez d’injectifs.

Rappelons que E’ désigne le dual de E, c’est-a-dire 'espace des fonctionnelles

linéaires continues muni de la norme

Si B'={T:|T(e)| < |le||} est la boule unité de E’, 'application

1Tz =

u: E— (B

est linéaire et continue car

Or,

[y = 8
T

sup |T(e).

lell<1
er— (T(e))ren

up |T(e)| < [lef| -
eB’

B*={T:|T(e)]<1 VYeeB}=D8,
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et puisque B est fermé, par le théoreme des bipolaires (cf. [2, II §6 no. 3]), on a

B=B"" =B"

Y

et donc,
{e:|le] <1} ={e:|T(e)| <1 VT € B’}
= {e: sup |T'(e)|] < 1}.
TeB
On en déduit que
lellp = sup [T'(e)| = llue)ll, gz
TeB

Ainsi, u est un monomorphisme strict. Comme I, (B’) est un espace injectif, Ban a
assez d’injectifs. O

Proposition 3.2.3. i) Un espace de Banach P est projectif si et seulement s’il existe
un ensemble I tel que P soit facteur direct de l1(1).

ii)Un espace de Banach I est injectif si et seulement s’il existe un ensemble J tel
que [ soit facteur direct de loo(J).

Preuve. i) Vu 2.5.2 la condition est clairement suffisante. Démontrons qu’elle est
nécessaire. Par la proposition précédente, il existe un épimorphisme strict

Par conséquent, la suite

u

0— keru — [1(I) — P —0
est strictement exacte et comme P est projectif, la proposition 2.5.3 montre que
I1(I) ~ P @ keru.

ii) s’établit de maniere analogue. O

Définition 3.2.4. Soient X et Y deux complexes de C'(Ban). On définit le complexe
Hom (X,Y") par
(Hom (X, Y))* = [ [ Homp,, (X7, Y?*)
pEZ
et

dh* = dy o h* — (=1)*hF o dx
pour tout h* € (Hom (X, Y))*.
Par la proposition 2.5.5, on a une équivalence de catégories
Jp : K~ (P) — D™ (Ban)
de quasi-inverse Jp, et par dualité, on a une équivalence de catégories

Jr: K (Z) —~ D*(Ban)
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de quasi-inverse J7. On définit alors le foncteur
RHom : D™ (Ban) x D" (Ban) —~ D" (Ab)
par
RHom (X,Y) = Hom (J5(X), J7(Y))
pour tout X € Ob(D~(Ban)) et pour tout Y € Ob(D*(Ban)).

3.3. Produit tensoriel et Hom interne d’espaces de Banach

Définition 3.3.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Notons F ® F' le produit
tensoriel de E et F' en tant que C-vectoriels. On sait qu'un élément h de £ ® F' s’écrit

h:Z€k®fk

avec e € E et f € F. Cette décomposition n’est bien siur pas unique. Munissons

comme une somme finie

F ® F de la semi-norme

h) = inf e .
ph) = ol O sl 1ol

On définit alors le produit tensoriel des espaces de Banach E et F par
E&F =E®F/p(0).
Ainsi, E ® F est le séparé complété de E ® F (cf. [2, 1T §1 no. 4]).

Remarque 3.3.2. Si 'application J: F x F —— G est bilinéaire et vérifie
18(e; g < Cllellg I fllz  Vee ENVfeF,

il résulte de la définition précédente qu’il existe une seule application linéaire continue
a:E®F — G telle que

ale® f) = Ble, f).
En effet, par définition du produit tensoriel d’espaces vectoriels complexes, il existe
une seule application

B:EQF —G
telle que #'(e ® f) = (B(e, f) pour tout e € E et pour tout f € F. De plus, si

h226k®fk

est un élément de £ ® F', on a

18" () = || Blex, fi)

keK

<O llexll Il

keK
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Ainsi,
18" ()]l < Cp(h),
et 6" est continu. Cette derniéere relation montre également que
5710) > p7H(0).
Par conséquent, 3’ se factorise au travers d’un unique
B E®F/pt(0) —G.
Comme (3" est continu pour la semi-norme quotient induite par p, la construction du
complété assure qu’il existe une seule application linéaire continue
a:EQF —G
rendant le diagramme
EQF

I
E®F/p 10 — G

commutatif.

Définition 3.3.3. Dans la suite, L(F, F') désignera I’espace vectoriel complexe formé
des applications linéaires continues de E' dans F' muni de la norme

[ull gy = sup Jlule)llp-
el <1

C’est bien sur un espace de Banach.

Proposition 3.3.4. Si E, I’ et G sont des espaces de Banach, alors
Hom (E ® F,G) ~ Hom (E, L(F,G)).
Preuve. Soit
a:Hom (E ® F,G) — Hom (E, L(F, Q))
le morphisme défini par
a(u)(e)(f) = ule® f)
pour tout u € Hom (E ® F, G), pour tout e € E et pour tout f € F. Cette définition
est licite car d'une part,

a(u)(e) € L(F,G).
En effet, on a
lec(w)(e) (Dl = [[ule @ N,
<C He ® fHE@F

<Clellgllflle-
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D’autre part, o(u) est continu car

leu)(e)l g,y = sup [le(u)(e)(f)lle
IflI<1
< C sup |lellz £l
IflI<1
< Cllell -
Soit v € Hom (E, L(F,G)). Comme l'application
F): ExF—~G (e f)r—v(e)(f)
est bilinéaire, et que
[o(e) (NI < o)l [[f1] < Cllell A1
il résulte de la remarque 3.3.2 qu’il existe une seule application
Bw):EQF — G

telle que

Blo)(e® f) = F'(v)(e, f)
=v(e)(f) VeeE VfelF.

Démontrons que les applications « et § sont inverses I’'une de 'autre.
Soit u € Hom (E ® F,G). On a

et donc, 3o a(u) = u.
De méme, soit v € Hom (E, L(F,G)). On a

et donc, a o f(v) = v, d’ou la conclusion. ]

Proposition 3.3.5. Pour tout espace de Banach E, on a les isomorphismes d’espaces
de Banach suivants :

ii) L(l(),E) ~ (L, E),
iil) L(E, loo(I)) = loo(I, E').
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Preuve. Soient (¢;)icr € l1(I) et e € E. Comme

[(cie ZEIHll(IE Z [ciell

el

= lei)llell s

iel
= H(Cz‘)z‘EIHzlu) lellg
il existe une seule application linéaire continue

Oéll([)®E4>l1(I,E)

telle que

L’application

est linéaire et continue car

ST @e <Ml leills

el el

< lledl

el

De plus, les applications « et 3 sont inverses 'une de I'autre car d’une part,

Boa((ci)icr ®e) = B((cie)icr)

et d’autre part,

ao fB(e)ier = OJ(Z L ®e;)

el

= Z(eili)iel

i€l
= (ei)iela

ce qui suffit.
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ii) On vérifie facilement que les applications
a: L(lh(I1),E) — (I, E)
ur— (u(l;))ier
et
81l E) —~ L(L(I), E)
(fi)ier — ((¢i)ier — Z ¢ifi)

icl
sont linéaires, continues et inverses I'une de l'autre.
iii) On vérifie facilement que les applications

a: L(E lo(I) — loo(I, E)

u— (e — u(€)i)ier

et
B :lo(l, E') —+ L(E, ls(1))
(wi)ier — (e —— (ui(e))ier)
sont linéaires, continues et inverses I'une de 'autre. H

Corollaire 3.3.6. i) Si P et P’ sont deux espaces de Banach projectifs, alors P ® P’
est projectif.

ii) Si P est un espace de Banach projectif et I un espace de Banach injectif, alors
L(P,I) est injectif.

Preuve. i) Par la proposition 3.2.3, il existe des ensembles I et I’ et des espaces de
Banach K et K’ tels que
Po K ~1(I) et P @& K' ~I,(I').
Comme par la proposition précédente,
L) QLI = UL, L(I") ~ LI x I,
on a
(PO K)® (P @ K)~1,(IxI).
On en déduit que P @ P’ est facteur direct de I;(I x I'), ce qui suffit.

ii) s’établit de maniere analogue. ]

Définition 3.3.7. Soient X et Y deux complexes de K~ (Ban). On définit le com-
plexe X ® Y € K~ (Ban) par

(X ®Y)* @ XPQY?
p+q=k



126 3. APPLICATION AUX ESPACES DE BANACH
(la somme est finie vu les hypotheses sur X et Y). La différentielle

Aoy (X QY — (X QY)*!

est la seule application qui vérifie
By oy (27 ) = dia® ©yt — (~1)a? @ diy’

pour tout P € XP, pour tout y? € Y tels que p+ q = k.
Par la proposition 2.5.5, on a une équivalence de catégories

Jp : K~ (P) — D™ (Ban)

de quasi-inverse Jp. On définit alors le foncteur
&" D™ (Ban) x D™ (Ban) — D~ (Ban)

par

X &Y = Jh(X) & Jp(Y)
pour tout XY € Ob(D~ (Ban)).
Définition 3.3.8. Soient X € Ob(K~ (Ban)) et Y € Ob(K*(Ban)). On définit le
complexe L(X,Y') par

(L(X, V) =[] (X7, yP)

p
(le produit est fini vu les hypotheses sur X et Y). La différentielle est donnée par

dh* = dy o h* — (=1)*hF o dy

pour tout h* € (L(X,Y))*.
Par la proposition 2.5.5, on a une équivalence de catégories

Jp : K~ (P) — D™ (Ban)
de quasi-inverse Jp et par dualité, on a une équivalence de catégories
Jr: K*(Z) —~ D" (Ban)
de quasi-inverse J7. On définit alors le foncteur
RL : D~ (Ban) x D*(Ban) —— D*(Ban)

par
RL(X,Y) = L(Jp(X), Jz(Y))
pour tout X € Ob(D~(Ban)) et pour tout Y € Ob(D*(Ban)).

Proposition 3.3.9. Si X et Y sont deux complexes de D~ (Ban) et si Z est un
complexe de D (Ban), alors

RHom (X " Y, Z) ~ RHom (X, RL(Y, Z)).
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Preuve. Vu le corollaire 3.3.6, X? ® Y7 est projectif si X? et Y7 le sont et L(Y?, Z9)
est injectif si Y? est projectif et Z? injectif. Il suffit donc de démontrer que

Hom (X ®V, Z) ~ Hom (X, L(Y, Z))
si X, Y € Ob(K~(P)) et Z € Ob(K*(Z)).

Il vient successivement

Hom* (X @Y, 2) ~ [[(E X" & v*, 27

P T+s=p

~ ] [] Hom (X" &Y*, Z7*)

p T+s=p

~ H HHom (X7, L(Y*s, Z75thy)
~ HHOHI (Xr, HL<Y87 Zr—l—s—‘rk))
~ HHom (X", (L(Y, Z))Hk)

~ Hom" (X, L(Y, Z)).

Notons a* la composée de ces isomorphismes. Il reste & démontrer que o* est com-

patible aux différentielles. Pour ce faire, explicitons d’abord le morphisme aoF.

Remarquons que se donner un morphisme
u* € Hom* (X @Y, 2)
revient a se donner la famille de morphismes
ub: @ XY zrtH
T+s=p

ou la famille de morphismes
up,c XTQYS — Z7tR
De méme, se donner un morphisme
v* € Hom™(X, L(Y, 7))
revient a se donner la famille de morphismes

o X (L(Y, Z))

T

ou la famille de morphismes

oF X7 s (Y, ZRTTE),

T,

Par la proposition 3.3.4, le morphisme

o Hom"(X @Y, Z) —~ Hom"(X, L(Y, Z))
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est caractérisé par
[0 (uM)]rs(2") () = g, (" @ y)

pour tout " € X" et y* € Y*. Posons v* = of(u*). Puisque

dv* = dov* — (=1)"" o d,

[dv*](2") = d(v(a")) = (=1)*v;7;, (da")
= douv(2") = (=1)"""vi(a") o d — (=1) vy, (da)
et donc,
[da (u*)]rs(2") (y")
= d(vr,(2") (") — (=D vr (@) (dy”) = (=1) v (da) (y)
= d(uy (2" @) — (~1) g (0" @ dy”) — (=1) "y, (da” @)
= d(uy (" ©y") — (=1 uy o (da” @y + (-1)"2" @ dy’)
= d(uy (2" ©y")) = (=1)"ury o (d(2” @ 7))

Par conséquent, o1 (du¥) = d(a*(u*)), d’ot la conclusion. O
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