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Introduction

Etant donné deux espaces de Fréchet E et F, 'espace linéaire Ext(E, F) (= Ext'(E, F))
intervient lorsque 'on étudie le foncteur dérivé a droite du foncteur L(E,-). Ce travail
est consacré a une approche fonctionnelle de I'espace Ext(F, F') et notre objectif est de
développer via cette approche quelques résultats connus en algebre homologique.

Décrivons succinctement les différents chapitres de cette dissertation.

Le premier chapitre est consacré a la définition de Ext(F, F') ainsi qu’a des rap-
pels indispensables concernant les suites exactes, les limites projectives et la nucléarité.
Ensuite, nous introduisons la notion du “splitting” et nous terminons en établissant le
lien entre le “splitting” et Ext(E, F'), c’est-a-dire en démontrant que si 'espace E est
nucléaire, I'annulation de Ext(E, F') signifie que pour toute suite topologiquement ex-
acte 0 —» F 5 G % E — 0, le sous-espace im(i) = ker(q) est complémenté dans G, ce qui
fait I’objet du principal résultat de ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons brievement que Ext(E, F') a été introduit
en algebre homologique pour corriger la non surjectivité de ’application ¢. qui inter-
vient dans la suite 0 — L(E, F) % L(E,G) % L(E, H), si la suite 0 —» F %G % H—0
est topologiquement exacte et nous démontrons via I'analyse fonctionnelle un théoreme
relatif & Ext(FE,-) important en algebre homologique.

Dans le troisiéme chapitre, nous montrons que la considération de Ext(E, F') est
utile dans I’étude des opérateurs elliptiques a coefficients constants notamment pour
démontrer que de tels opérateurs ne possedent pas d’inverse linéaire continu a droite.
Nous achevons ce travail en établissant un théoreme analogue a celui du deuxieéme
chapitre, en considérant Ext(-, F').

Je remercie tres vivement le Professeur J. Schmets qui m’a permis de réaliser ce
travail dans son service, ainsi que Madame F. Bastin pour son aide précieuse lors de la
rédaction et pour sa tres grande disponibilité.

Je tiens également a remercier Madame Dumont qui a encodé le texte de ces notes
a ma plus grande satisfaction, ainsi que mes parents qui m’ont permis de réaliser les
études dont je révais.

F. Prosmans



Chapitre 1

Définition et propriétés de Ext(FE, F)

Premiere partie : Définition de Ext(E, F))

1.1 Généralités

Soient F et F' deux espaces de Fréchet.

a) Si P = {p,, : m € IN} définit un systéme de semi-normes sur F (tel que pp, < prt1
pour tout m), alors pour tout m, L,, := {f € F : p,(f) = 0} forme un sous-espace
linéaire de F'. Par conséquent, F'/L,, = {[f]m : f € F'} pour tout m, a un sens.

b) L’application
P F/Lin — IR [fli = pin(f)

définit une norme sur F/Ly,.

Preuve. i) L’application est bien définie.
Supposons que [fl,, = [f']m avec f, f" € F, clest-a-dire f — f' € L,,. 1l vient
1D (f) = P (f)] < pm(f — ') = 0 par définition de L,,. Donc p,,(f) = pm(f').

(i) pm  définit une norme sur F/Ly,.

On voit tout de suite qu’il s’agit d'une semi-norme. Soit alors [f],, € F/L,, tel
que P ([f]m) = 0. 11 s’ensuit que Py ([f]m) = pm(f) = 0. Par conséquent, f € L,, et
[f]m = 0.

¢) Vu ce qui précede, Fy, := (F/ L, Pm) est un espace normé. De plus, il existe un
espace normé complet (F,,, ||-]|,.) tel que F,, C F, et || f],, = pm(f) si f € F,.

d) Considérons I'application

Pmitm : Fny1 — Fy [f]m—H = [f]m

Cette application i) a un sens.
De fait, supposons que [f]m+1 = [f'|m+1 avec f, f' € F. Donc, f — f' € Lyy1 C Ly,
car ppy < pmy1 pour tout m.



ii) est linéaire.
iii) est continue.
En effet,
P ([f]m)
(

> Pm+1

Pm(pms1m([flm+1))

f) = Prir ([flm)-

A\

e) De méme, on peut considérer

Pk Fro— Fo [fle— [flm  Yk,m, k> m.

Cette application a un sens, est linéaire et continue. On a encore

Pmj © Pkm = Pkj k>m>j

En effet, soit [f]x € Fi. On a

Pmi(Prm [ f1e) = Pmi([f]m)
= [fl;
= pri([fx)-

f) Soit I'application
Pm  F— F, e [e]n.
On vérifie tout de suite qu’elle est linéaire et continue.

g) A tout espace de Fréchet (F, P), on a donc associé une suite d’espaces de Banach

F},, et une suite d’opérateurs py . On désigne alors par F la suite

(B, prom)kom »  m €N

que 'on appelle “spectre canonique” associé a (F, P). On utilise aussi la notation

Fooo—En

I.2 Définition de Ext(E, F)

Soient F et F deux espaces de Fréchet. Fixons un spectre canonique sur

~

F((Fm, prm)k>m). Posons
B(E,F) = {(pr+14Brr1 — Bi)rew : Bi € L(E,Fk) Vk}.

Il s’agit d’un sous-espace linéaire de HL(E, Fk) Des lors, on peut définir
k

Ext(E, F) = [[ L(E, Fy)/B(E, F).
k



I.3 Définition de Ext(E, F)

Nous allons démontrer qu’en fait, Ext(£, F) ne dépend que de F' et non du systeme
de semi-normes de F'.

Soient F et F' deux espaces de Fréchet.

Soient P = {p,, : m € IN} et Q = {¢,, : m € IN} deux systémes de semi-normes sur
F'. On suppose que les systemes P et () sont équivalents.

Soient alors

F = (ﬁ’ka Pk,e)

le spectre canonique défini a partir de P et
F' = (Fy, phe)
le spectre canonique défini a partir de Q).

Définition 1.1 Les spectres canoniques F et F' sont équivalents s'il existe des ap-
plications
o,00 :IN—IN
Ik : Z:";/(k) — Fy et jj: Fou — F} continues
telles que
Jk © Joiky = Potor(k) ke €6k © Jok) = Por(o(h)) k*

Schématiquement,

~ pa(a/(k)),k ~
Fo(or(k) ~ Fy,

Jor(k) Jk
/
Forte)
Remarque 1.2 Si P et (Q sont équivalents alors F et F’ sont équivalents.

Preuve. Pour tout k € IN, il existe ¢/(k) € IN et une constante Cj, tels que
Pk < CrQor(k)-

De méme, pour tout k € IN, il existe o(k) € IN et une constante Cj, tels que
@ < CiPor)-

Il s’ensuit que
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Des lors, les applications

et

~

et Foy—=F} @+ Loy — 2+ Ly
sont bien définies et continues.
On voit de suite que

Tk © Jor(ry = Polor (k)
et

Jie © Jotk) = P (o) k-
D’ou la conclusion.

[

Proposition 1.3 Si F et F' sont deux spectres canoniques équivalents, alors les
espaces Ext(E, F) et Ext(E, F') sont en bijection linéaire.

Preuve. a) Premiére étape

Considérons (7(k))ren une sous-suite de (k)ren-

Soit F" := (Fr(r), Pr(k),r(0) ) k>e-
Etablissons qu’il existe une bijection linéaire entre Ext(E, F) et Ext(E,F"). Intro-
duisons 'application suivante :

Q:[[L(E, Fy)/B(E,F) — [[L(E,Fru)/BE,F")
k k
7(k+1)—1

(Ap)ken + B(E, F) ( > Pé,T(k)Az) + B(E, F").
t=r(k) keIN

i) Q a un sens et est linéaire. R
De fait, soient (Ag)ren, (A} )kew € [Tx L(E, F) tels que

(A — Aprew € B(E, F). (1.3.1)
Démontrons que

T(k+1)—1 T(k+1)—1 T(k+1)—1
( > pemAc— Pe,T(k)A/e) = ( Y prre (A — Alg))
keIN

t=r(k) t=r(k) t=7(k) keN

appartient a B(E, F"). A
De fait, vu (1.3.1), il existe (Bg)kew € 1 L(E, F}) tel que

Ay — A}, = prs1kBrs1 — By, k.
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Il vient

T(k+1)—1 T(k+1)—1
S perw(Ae—AY) = D (o) © pes1e © Beri — prr) © Be)
L=7(k) (=T1(k)
7(k+1)—1
= > (pes1,7() © Besa — perw) © Be)
(=T7(k)

Pr(k+1),r(k) © Br(k+1) = Pr(k),r(k) © Br(k)
= Pr(k41),r(k) © Brer1) — Bryy-

Donc,

T(k+1)—1
i) ni

t=7(k) k€N
par définition de B(E, F").
ii) Q est injectif .
Supposons que Q((Ax)rew + B(E, F)) = 0. Démontrons que (Ay)ren appartient a
B(E,F).
On a
Q((Ap)rew + B(E, F)) = 0

c’est-a-dire

T(k+1)—1
( > Pe,f(k)Ae) € B(E, F").
t=T7(k) EEIN

Dong, il existe une suite d’opérateurs (B )ren € [1x L(E, FT(k)) tels que

T(k+1)—1

Y PerAr = prier1)ar) © Brikin) — Bry Yk €N (1.3.2)
t=T1(k)

Posons 7(0) := 0.
Pour ¢ € IN et k € IN tels que 7(k — 1) < ¢ < 7(k), posons
T(k)—1 R
B = pryBrry — Y piedy € L(E, Fy).
j=t

Par (1.3.2), cette formule reste correcte pour ¢ = 7(k — 1), k > 2.
I1 suffit de démontrer que pour tout £ € IN, on a

A¢ = pesi1e0 Beyr — By

De fait, pour 7(k — 1) </l < 7(k),k>20u0=7(0) <l <7(l),0ona



7(k)—
Pes1,e© Beyr — By = peyige (PT(k) e+1Brk) — Z Pier1A; )

=11
T(k)—1
—pr(hyeBry + Y pieAs
=t
T(k)—
= Pes1,0Pr(k),e+1Br k) — Z Pe1,ePier1A;
Jj=0+1
(k)1
—preBry + D picd;
j:Z
T(k)—
= pre)eBray — Z pieA;
Jj=0+1
(k)1
—PreBry + D picd;
=
= pue
= A,

iii) @ est surjectif . )
Soit (AT(k:))k:E]N €1l L(E, FTgk)).
Il existe (Ag)rew € [1x L(E, Fi) tel que

Q((Ap)kew + B(E,F)) = (Ar(i))ken + B(E, F")
A savoir

0 sinon.

ﬂ‘ )

T(k+1)
Q((Ar)ken + B(E, F)) = ( > Pz,T(k)Az> + B(E, F")
kelN

=7 (k)
Pr () () Ar ) e + B(E, F")
A ky)ken + B(E, F").

~—~

Au total, on a wune bijection linéaire entre . L(E, E)/B(E,F) et
[T L(E, Fru))/B(E, F"). Donc Ext(E,F) ~ Ext(£, F").

b) Deuxieéme étape
Par hypothese, F et F’ sont équivalents. Donc, il existe

o :IN—IN



g F;/(k) — ) et Jr Fg(k) —>13’,; continus
tels que
IO Joimy = Polo'(k))k
Ik OJotk) = Put(o(k)k:

Considérons alors le schéma suivant :

~ Pk+1,k ~ ~
2 A 28 _ )
- Po(a’(1)),1 -
fl P — FO’(O'/(I)) /_) F’1
~ Jo(e'(1) It (1) 2 N
/ /
J FO'/(O'(O'/(I))) FG(J/(I)) Fa/(l) Fy
/
A P_s ’ ’ A
/ o/(a(o’(1))),0’(1) /
T2 = e - Fory
~ Plt1,k ~ ~
1 / ; / /
Fo— Fl, AR N Fl_, —-

En utilisant quatre fois la premiere étape, on obtient

Ext(E,F) ~ Ext(E,F)

R
e lle
4 4

Grace a cette propriété, il est licite d’introduire la définition suivante :

Définition 1.4 Si E et F' sont deux espaces de Fréchet et F un spectre canonique
de F,
Ext(E, F) = Ext(E, F).

Remarques 1.5 1) Si les espaces de Fréchet E et Ey sont isomorphes, alors les
espaces Ext(E, F') et Ext(Ey, F') sont en bijection linéaire.

2) Si les espaces de Fréchet F' et Fy sont isomorphes, alors les espaces Ext(E, F') et
Ext(E, Fy) sont en bijection linéaire.

Preuve. 1) Soient P = {p,, : m € IN} un systeme de semi-normes sur F et
F = (Fk, pre) le spectre canonique défini a partir de P. Si I : E— E, désigne un
isomorphisme entre E et Ejy, démontrons que I'application

Q : Ext(E,F)—Ext(Ep, F)
(Ti)kew + B(E, F) — (T, o I )rew + B(Eo, F)

établit une bijection linéaire entre les espaces Ext(E, F') et Ext(Ep, F').

i) Q a un sens et est linéaire.



De fait, soient (Tx)rew et (T})ren € 1 L(E, F) tels que (T — T})rew € B(E, F).
Démontrons que

(Tho I Mkew — (Tr o I ke = (T — T3) 0 I ke
appartient a B(FEp, F). 1l existe une suite (Bj)rew appartenant a [], L(E, Z:_’k) telle que
Ty — T}, = pey1,6Brs1 — By, ,  VkeIN.
Il vient
(Te = T3) o I ke = (pryrk © Bryr ol ™ = By o I ™ e

Puisque 'application Bj, o I~! appartient & L(Eo,l:_’k) pour tout k € IN, la suite
((Tk — T]g) o I_l)ke]N appartient a B(Eo, f)

ii) Q est injectif .
Supposons que Q((Ti)ren + B(E,F)) = 0 et démontrons que (Tj)ren appartient a
B(E,F). On a
QU(Tk)kew + B(E, F)) =0

c’est-a-dire
(Tx o I e € B(Ey, F).

Donc, il existe une suite d’opérateurs (Bg)ren € [1 L(Eo, Fy) telle que
Tk o) I_l = Pk+1,k © Bk+1 — Bk y Vk € IN.

Par conséquent,
Tk:pk—f—l,kOBk—i-lO[_BkO[a Vk € IN

et, comme pour tout k € IN, Papplication By o I appartient a L(E, ﬁk), la suite (Tk)reN
appartient a B(E, F).

iii) @ est surjectif. A A
Soit (Tk)kew € [1ix L(Eo, Fy). La suite (Ty o I)kew appartient a [], L(E, F) et est
telle que

QUTroNrew +B(E,F)) = (Tyolol Yen+ B(Ey, F)
= (Tk)kew + B(Eo, F),

ce qui suffit.

2) Soit I : F'— Fy un isomorphisme entre F' et Fj.

Si P = {pm : m € IN} définit un systéme de semi-normes sur Fp, alors
P = {pn(I-) : m € IN} définit un systeme de semi-normes sur F' équivalent a celui de
F. Sur F', on considere le spectre défini a partir de P’.
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Rappelons I'expression des normes sur les espaces de Banach Fy, et Fyy, : de la méme
maniere que dans le paragraphe 1.1, les applications

ﬁI;N : FO/ker(pk) — R [fO]ker(pk) = pk(fO)
prol : F/ker(prol) =R  [flier(pror) = Pr o I(f)

déterminent des normes sur Fy/ ker(py) et F'/ ker(pg o I) respectivement. Donc,

Foy, == (Fo/ ker(pk), p) et Fy, == (F/ ker(pkol) Pro I) sont des espaces normés et il existe

des espaces normés complets (For, ||-|I1°) et (F, |||y ). Ce sont ces espaces de Banach

que nous retrouvons dans les spectres canoniques Fo = (Foy, ok Yip) et F = (Ey., Prsik)-
A présent, considérons I’application

ik For—= Fi [folkeron) — [ (f0)ker(pron)-

On vérifie tout de suite que i est bien défini et est une bijection linéaire. De plus,
il vient

pro 1 folkerp) = 0 LT (o) kertopon)
= peo I(I7'(fo))
= pk(fo)
= Pr([folker(py)) (1.3.3)

Dans ces conditions, le prolongement iy, : Fozc — Fk est linéaire et continu.

Etablissons que 'application 2 est injective. De fait, comme Fyy, est le complété de
For, pour tout fy appartenant a FOk, il existe une suite | me]ker(pk) appartenant a Fog
telle que [ fom|ker(p,) converge vers fo dans For.

Puisque @, est continu, la suite &% ([ fom]ker(p,)) converge vers ix(fo). De plus, vu (1.3.3),

F

’Zk([me]ker(Pk)>Hk

Fo
. =

[ fomkexton)

. A F ~
et la suite sz([f()m]ker(pk))Hk converge vers |ix(fo)ll}-

Donc, par égalité des limites, on a ||ix(fo)llr = [|foll,° pour tout fo appartenant &
For. En particulier, 75 est injectif.

Démontrons que l'application 7 est surjective (donc aussi ouverte). De fait, soit
f e Fj, avec f # 0. Puisque l'espace F}, est dense dans Fj, considérons une suite
([fr)ker(ppor))men de Fy, qui converge vers f. Comme iy, est surjectif, il existe [ fom|ker(py)
appartenant a Foy, pour tout m € IN tel que

ik([me]ker(pk)> = [fm]ker(pkof) ) Vm € IN.
Par conséquent,
[me]ker(pk) = ilzqum]ker(pkof)) ) Vm € IN
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et, puisque I'application i, est continue de I}, dans Fyy, et que la suite (| Jmker(pgol) JmeN
converge vers f dans Fyg, la suite ([ fom]ker(py))me est de Cauchy dans Fyy, donc converge
vers g dans Fp,. On en déduit que g est tel que :

i(g) = Hm (ix[fom)ker(py) Jmen

m — 00

= lim ([fm]ker(pkol))mE]N

m — 00

= f

De plus, le diagramme suivant commute :

i
Fox Fy,

Fy 2
Pl+1,k Ptk

Fo g1 — Frq
Tk+1

En effet, soit [fy] appartenant a Fj 1. D’une part,

ker(pg41)

p£+1,kOik+1([f0]ker(pk+1)) = :0£+1,k([[_l(fo)]ker(pk+1ol))
= [[_1(f0)]ker(pkol)-

D’autre part,

ikopg?f—l,k([fo]ker(pk-&-l)) = ik([folker(pi))
= [[_1(f0)]ker(pk°1)'

Etablissons que 'application
Q : EXt(E, FO) — EXt(E, F) (Tk)kGJN + B(E, f()) — (ik o Tk)ke]N + B(E, f)
établit une bijection linéaire entre les espaces Ext(E, Fy) et Ext(E, F').

i) Q a un sens et est linéaire. X
De fait, soient (Ty)kew et (1})rew € IIi L(E, Fy) tels que (T, — T} )kew € B(E, Fo).
Démontrons que

(i 0 T )renw — (ik 0 Ty ke = (ix © (Th — T}) ke
appartient a B(F, F). Il existe une suite (By)rew appartenant a [], L(E, ng) telle que
Ty — T} = pyo1,Brar — By, Vk €N
Il vient

(i o (Ts = Ty)kew = (ik(pr%1 s Brsr — Bi))ken

F A~ ~
= (/Ok+1,k 0 41 © Biy1 — ik © By ) pe.
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Puisque l'application i o By, appartient a L(F, ﬁk) pour tout k € IN, la suite
(ix o (T — T}) )kew appartient a B(E, F).
ii) Q est injectif .
Supposons que Q((Tk)kew + B(E, Fy)) = 0 et démontrons que (T})ren appartient a
B(E,F;). On a
Q((Ti)kew + B(E, Fo)) =0

c’est-a-dire
(ik o Tk)ke]N € B(E, f)

Dong, il existe une suite d’opérateurs (By)rew appartenant a [], L(E, ﬁk) telle que
o Tk =phy1s©Be1 —Br , VkeN.
Il s’ensuit que
1 F 1
Te =1 ©pp1k°Biy1 —4, 0By , VkelN.
3 . o FO
Comme py 5, © igt1 = ik © Pilq 4, ON @
1 F b2 1
U, © Pk = Prirk Ol » VR EIN
On en déduit que
Ty = proy s ©dpts © Bryr — iy o B Vk € N
E = Pkt1k © g1 © D1 — U © Dk €

et, puisque pour tout £ € IN, I'application 'Z,;l o By appartient a L(E, Fok), la suite
(Tk)kew appartient a B(E, Fo).

iii) @ est surjectif.

Soit (Ty)kew € [ L(E, ). La suite (iy ! o T)ren appartient a [T, L(E, Fyp) et est
telle que

Q((iIZlOTk)kE]N—FB(E,fo)) = (ikOiEIOTk)ke]N—i—B(E,f)
= (Tp)r+ B(E,F),

ce qui suffit.
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Deuxiéme partie : Lien de Ext(F, F) avec le “splitting”

I.4 Rappels sur les suites exactes, les limites projectives et la
nucléarité

1.4.1 Les suites exactes
Définition 1.6 Un complexe d’espaces linéaires est une suite
Tj : Ej—>Ej+1 (JO -1 <3< Jl; J(), J € {—OO} UZU {+OO}, Jo < Jl)

d’opérateurs linéaires entre espaces linéaires qui, pour tout entier j tel que Jy < 7 < J;
est un complexe au degré j, c’est-a-dire vérifie im(7}_;) C ker(7}). On le note

v —> j_nglEngj+1—>~“
Un tel complexe est exact au degré j avec Jy < j < Jy si on a im(7;_1) = ker(T}).

Une suite exacte d’espaces linéaires est un complexe d’espaces linéaires qui est exact
en tout degré.

Une suite exacte d’espaces linéaires est courte si elle s’écrit
A T S ~B
0=>F—=F>G-=0

ou “0” représente 'espace linéaire trivial {0}.

Puisque l'opérateur A est linéaire, son image est réduite a I'espace trivial {0} tandis
que l'opérateur B associe a tout élément de GG, 1’élément nul “0”.

Dans la suite, nous ne noterons plus ces deux opérateurs.

Remarque 1.7 i) Le complexe 0 — F L, F est une suite exacte si et seulement si T
est injectif.

ii) Le complexe E L, F —0 est une suite exacte si et seulement si 7' est surjectif.

Preuve. i) 0—FE L F est exact ssi im(0) = ker(7)
ssi 0= ker(T)
ssi T est injectif.

i) 5 F—0est exact ssi im(T) = ker(0)
ssi im(7T) = F
ssi T est surjectif.
n

Définition 1.8 Le complexe ELF5Gest topologiquement exact s’il est exact et

si T et S sont des homomorphismes, c¢’est-a-dire des opérateurs linéaires continus rela-
tivement ouverts.
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1.4.2 Systéme projectif et limite projective

Théoréme 1.9 Soit E un espace linéaire et, pour tout m € IN, soient (Ey,, P,,) un
espace linéaire séparé a semi-normes et u,, : £ — FE,, un opérateur linéaire.

Si 0 est le seul élément de E tel qu’on ait u,,e = 0 pour tout m € IN, alors il existe un
plus faible systeme de semi-normes P sur E tel que, pour tout m € IN, u,, soit continu
de (E, P) dans (E,, Py), a savoir :

P = {suppm(um.) C Pm € Pm} )
(m)

Preuve. a) Etablissons que P définit un systéeme de semi-normes sur F. On voit
tout de suite que P est un ensemble de semi-normes et est filtrant. De plus, il est
séparant.

De fait, soit e € E tel que p(e) = 0 pour tout p € P. Donc, pour tout m, on a
Pm(um(€)) = 0 pour tout p,, € Pp,. Il s’ensuit que pour tout m, u,,(e¢) = 0. Donc, e =0
par hypothese et P est séparant.

b) L’application u,, : E — E,, est continue pour tout m, car pour tout p,, € P, il
existe p € P tel que py,(um(e)) < p(e) pour tout e € E & savoir p = py, (up,.) € P.

c) P est le systeme de semi-normes le plus faible qui rend wu,, continu pour tout
m € INg.

De fait, soit () un autre systéme de semi-normes qui est tel que u,, : (F, Q) — E,, soit
continu pour tout m. Donc, pour tout p,, € P,,, il existe ¢ € @ tel que p,, (um(€)) < q(e),
ce qui suffit.

n

Définition 1.10 Dans les conditions du théoreme précédent, P est appelé le systeme
de semi-normes projectif relatif & (up, : E — Ep)menN.

Définition 1.11 Un systéme projectif dénombrable est une suite
(um—i—l,m : Em+1 - Em)mG]N

d’opérateurs linéaires continus entre espaces linéaires a semi-normes. On adopte bien
souvent la notation suivante :

e By Ukt 1.k E, Ukk -1 Epy— - —Ey.
Définition 1.12 Etant donné un systeme projectif dénombrable

(um—i—l,m : Em+1 - Em)mG]N7

la limite projective correspondante est ’espace linéaire

{(em)mE]N € H Em P Um4+1,mCm+1 = €m, vm} .

meN
Il est noté
proj(Em, Um+1,m) ou proj Ey,

~m

et sauf mention explicite du contraire, on le suppose muni de la topologie de [1,,, En,.
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Remarque 1.13 Chaque semi-norme du type sup(,, Pm(um-) avec p, € P peut
étre remplacée par une semi-norme du type pp,(Un,.) avec py, € cs(Eny,).

Preuve. Soit p = sup,,) pm(um.) une semi-norme continue sur £. Il existe
mo, m1 € IN tels que

p < sup  Pm (um)
mo<m<my
Raisonnons pour mg et mo + 1. Puisque Umg+1,mg : Emg+1 — Em, est linéaire et

continu, il existe ¢mo+1 € ¢S(Emg+1) tel que

0

pmo (umo—f—l,mo') S Qmo—l—l(') sur Em0+1
De plus, il existe p), .| € cs(Emy11) tel que

plmo-f-l > SUP{Pmg 41> Gmo+1}

car le systeme de semi-normes sur E,,,1; est filtrant.
Rappelons que U, = Umg+1,mg © Umg+1 SUr £. On en déduit que

Pmg (um0'> < Qmo—f—l(umo—f—l-) < plmo-f—l(umo-l—l')

et
pmo+1(umo+1-) < leo+1(umo+1)7

ce qui suffit.

Nous pouvons alors établir le résultat suivant.

A

Proposition 1.14 Si F' est un espace de Fréchet et (Fp, prm)k>m, m € IN, le spectre
canonique associé a F (défini comme dans la premiére partie), alors F' est isomorphe a
proj_, F, ou le systeme projectif dénombrable est déterminé par la suite

(Pm+1,m c g — Fm)me]N-

Preuve. a) Considérons I'application
T:F —projFm [ ([fle.)m

Cette application : i) a un sens car pour tout f € F,

Tf € HFm et pm+17m[f]Lm+1 = [f]Lm'

ii) est linéaire et injective. En effet, soit f € F tel que T'f = ([f]L,.)m = 0. Donc
f € Ly, Ym, c’est-a-dire, pp,,(f) =0, Vm et f = 0.

iii) est telle que im(T') est dense dans proj._ Fy,. De fait, soient (fu)m € proj_ Fm,
e >0 et n € IN. Par la remarque précédente, il suffit de trouver f € F' tel que

DPn [Sn(Tf - (fm)m)] = pn(/)nf - fn) <e
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ou p,, est une semi-norme sur F;, et s, désigne la projection canonique de [],,, £, sur Fi,.
Comme p, est surjectif, il existe f € F tel que p,f = f, et alors, on obtient

Pu(pnf — fa) = 0.
iv) est continue. De fait, si p, est une semi-norme sur F,, on a
Pr(pnf) = Pu([f]L.) = pu(f), VfEF
ou p, est une semi-norme sur F'.

v) est relativement ouverte. Si on considére une semi-norme p,, sur F', pour tout
f € F, il vient

(eligf(T) pul(f+0) = pu(f) (I.4.1)
= Pullf12.)
= Dm(pmf)

avec P, une semi-norme de Fj,.
L’égalité en (I1.4.1) provient du fait que T" est injectif.
On en déduit que le prolongement

T: F—>proij

est une application linéaire continue relativement ouverte entre deux espaces de Fréchet.
Il s’ensuit que im(7") est fermé. Or, im(T") est dense dans proj_ F, et proj_ [, est

dense dans proj_ E.
Donc im(7T') est dense dans proj._ Fy, et im(7T") est fermé. Par conséquent, T" est

surjectif. Au total, T" établit une bijection entre I’ et proj._  F,,, ce qui suffit.
[

1.4.3 La nucléarité

Rappelons les définitions suivantes.

Définition 1.15 Soient E un espace linéaire, p et p’ deux semi-normes de E. On
dit que p est nucléaire par rapport a p’ s’il existe des suites ¢, € C, e,, € E, €], € E’
telles que

N
ple— > emle,e,) em)—0 si N— +o0
m=1

pour tout e € E/| avec

o0

IN

Ch

|Cm]
m=1

[{e.em)| < Coplle) , VeeE
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et
plem) < Cs.

L’espace E muni du systeme de semi-normes P est nucléaire si a tout p € P corres-
pond p' € P tel que p soit nucléaire par rapport a p'.

Définition 1.16 Soient E et F' deux espaces linéaires a semi-normes séparés avec [
espace de Fréchet. L’opérateur S € L(E, F') est nucléaire si
1) il existe p € cs(E) et €], € E' (m € IN) tels que

sup (e, ep,)| <ple) , Vee€ E.

2) il existe
i) un sous-ensemble B borné, absolument convexe et fermé de F;

ii) une suite f,, € F' (m € IN), un nombre R strictement positif tels que f,, € RB
pour tout m;

iii) une suite \,, € € (m € IN) telle que Y, |\n| < 00
tels que pour tout e € E,

+oo
Se= > An(e €,) fm, dansF.
m=1

Rappelons également le resultat suivant (cf. [13]).

Théoreme 1.17 Si A est une partie absolument convexe et nmon vide de [’espace

linéaire E, on a
o0

YA(= |JmA=JrA

m=1 r>0
et la fonction py :)A(— IR définie par
pale) =inf{r >0:ecrA}
est une semi-norme sur YA( telle que
bp(<1)C ACb,,(1).
De plus, si A est fermé, alors A =1b,,(1).

Ce théoreme peut s’appliquer au sous-ensemble B qui intervient dans la définition
d’un opérateur nucléaire car il est borné, absolument convexe et fermé. Donc,

Ep:=)B(=|JrB

r>0
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et la fonction pg 1) B(— R définie par
pp(e) =inf{r >0:e € rB}
est une semi-norme sur Ep telle que
B =1b,,(1). (1.4.2)
De plus, l'espace (Epg,pg) est de Banach.
Voici une application tres utile.

Remarque 1.18 Dans la définition d’un opérateur nucléaire, la série

S A {s ) in

m=1

converge dans F' pour tout e € F.
Cette série converge aussi dans l'espace (Fpg,pg). En effet,

” (z A (1) fm> < 3 Pl lles e ps(fo)

q
< pe)R Y |\l
m=p

car d'une part, sup,, |(e,e}.)| < p(e) pour tout e € E et d’autre part, f,, appartient a
RB et B =b,,(1).

Puisque 327 |Am| est un trongon de Cauchy d’une série convergente et que ’espace
(Ep,pp) est de Banach, on en déduit que la série >0°_; Ay, (e, €l.) fm converge dans Ep.

Proposition 1.19 Tout opérateur linéaire et nucléaire de E dans F' est continu.

Preuve. Reprenons les notations de la définition d’'un opérateur nucléaire. Puisque
B est un sous-ensemble borné et fermé, pour toute semi-norme ¢ continue sur F', il existe

une constante Cj telle que
B C Cqbq et q S quB

car B =b,,(1) vu (1.4.2). On en déduit que

q(Se) < Cypp(Se)
< Cups (Z Am (e, €0.) fm> (1.4.3)
< 6,3 Phlller )l pof)
< CyRRp(e). (I.4.4)

L’inégalité en (1.4.3) provient du fait que la série converge dans Ep tandis que
I'inégalité en (1.4.4) résulte de la définition d'un opérateur nucléaire.
[ ]

17



Proposition 1.20 Si E et F' sont deux espaces de Fréchet tels que E est nucléaire
et F' de Banach, alors tout opérateur T' € L(E, F) est nucléaire.

Preuve. Notons ||.||, la norme de F. Comme T est continu, il existe p € cs(E) tel
que [|[T'(e)||» < p(e) pour tout e € E. Par la définition de la nucléarité de E, il existe
q € cs(F) tel que p soit nucléaire par rapport a ¢, c’est-a-dire qu'il existe des suites
e, € B A\, € Cet e, € FE telles que

[(e,el)| < Cigle) , V¥m, Vee€ E (1.4.5)

Z])\m] < 00
plem) < Cy, Vm

et
M
p(e— Z)\m(e,e;n>em>—>0 si M —+oo, VeckE.

m=1

Donc, vu (1.4.5), il existe p/ € cs(E) et f! € E' (m € IN) tels que

sup (e, )| <p'(e), VeeE,

a savoir p' := Ciq et f), :=el,. De plus, B := by (1), fm := T(em) et R := C; satisfont
au second point de la définition d’un opérateur nucléaire.

En effet, ||Te||» < p(em) < Cy pour tout m et donc, Te,, € CoB.

Pour conclure, il suffit d’établir que

M
HT@— > A le,en) fml|—0 si M — +oo.
m=1

Il vient

M
HT@ =Y Anle € fm
m=1

e g

Am (€, €.) em> —0 si M — +o0.

IN
]
7N
D
|
3
l‘

La proposition suivante va se révéler essentielle dans toute la suite du travail.

Proposition 1.21 Si G et H sont deuxr espaces de Banach et E est un espace
nucléaire, si q est un opérateur linéaire continu surjectif de G dans H, alors pour tout
opérateur T' appartenant a L(E, H), il existe un opérateur S appartenant o L(E,G) tel
que qo S =T. Schématiquement,
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Preuve. Soit T un opérateur linéaire continu de F dans H. Puisque E est nucléaire,
par la proposition 1.20, T" est nucléaire. Par conséquent,

1) il existe p € cs(E) et €], € E' (m € IN) tels que

sup (e, ep,)| <ple) , Ve€ E.

2) il existe
i) un sous-ensemble B borné, absolument convexe fermé de H,
ii) une suite h,, € H, (m € IN), un nombre R strictement positif tels que h,, € RB,
pour tout m,
iii) une suite A, € €, (m € IN) telle que Y, |Am| < o0,
tels que

Te= > Anle e)hy, dans H.
m=1

De plus, comme ¢ est surjectif, pour tout m € IN, il existe g, appartenant a G tel
que q(gm) = hm.

Considérons l'opérateur S défini par
Se= > Anle.€)gm , Ve€E.
m=1
OnagoS=T,car

4oS(e) = q (f: A (e 1) gm)

m=1

= Z A (€, €)Y b
m=1

= T(e) , YeeFE
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I.5 Définition du “splitting”

Définition 1.22 Un sous-espace linéaire L de I’espace linéaire F' est un sous-espace
complémenté de F 8’1l existe un projecteur linéaire continu P : F' — F' tel que im(P) = L.

Remarque 1.23 Dans la définition précédente, la condition im(P) = L peut étre
remplacée par ker(P) = L. En effet, il suffit de considérer Py := idp — P car Py est un
projecteur et ker(Fp) = im(P). En effet, on a

ker(P) {feF:P(f)=0}

{feF:f=P()}

Il en résulte que im(P) C ker(Fy). En effet, soit g € im(P). Il existe e € F tel que
g = P(e). Par conséquent,

P(g) = P’(e) = P(¢) = g.

I’autre inclusion est immédiate.

Définition 1.24 Soit A

une suite topologiquement exacte. Cette suite “splits” (se divise) si L := im(i) = ker(q)
est un sous-espace complémenté de F'.

Remarque 1.25 Toutes les suites topologiquement exactes ne jouissent pas de cette
propriété. En effet, si ¢y désigne 'ensemble des suites de IK qui convergent vers 0 et £
I’ensemble des suites bornées de IK, alors la suite

O—>COE>EOO i>EOO/C()—>O

est topologiquement exacte. Mais cette suite ne “splits” pas car ¢y = im(id) = ker(q)
n’est pas complémenté dans (. (cf. [6]).

Proposition 1.26 S
0—-E5FLG-0

est une suite topologiquement exacte, alors les trois assertions suivantes sont équivalen-
tes :

i) L:=1im(i) = ker(q) est un sous-espace complémenté de F'.
ii) Il existe R € L(G,F) tel que go R = idg.

iii) 1l existe T € L(F, E) tel que T o i = idg.

20



Preuve. ii) = i). Par hypothese, il existe R € L(G, F) tel que go R = idg. Par
conséquent, Roqo Roq = Roq. Donc P := Roq est un projecteur linéaire continu car
R et g sont linéaires et continus.

De plus, R est injectif. En effet, soit g € G tel que Rg =0. Ona goR(g) =g=0
car ¢ est linéaire. Puisque ker(P) = {f € F : Roq(f) = 0}, on en déduit que
ker(P) = ker(q) = L.

iii) = i). Comme il existe T' € L(F, E) tel que T oi =idg,onaioT oioT =ioT.
Donc, i o T" est un projecteur linéaire continu car 7" et ¢ sont linéaires et continus.

De plus, T est surjectif. De fait, si on considere e € FE, établissons qu’il existe

f € F tel que e = T(f). Comme e = T oi(e), f = i(e) € F convient. Puisque
im(P) ={ioT(f): f € F}, on en déduit que im(P) = im(:) = L.

i) = ii). On sait qu'il existe P : F© — F linéaire continu tel que ker(P) = L.
Considérons I'application

S:F/ker(q) =G [f]— q(f)

Tout d’abord, S est injectif : soit [f] € F/ker(q) tel que S([f]) = q(f) = 0. Donc,
f € ker(q). Ensuite, S est surjectif : soit g € G. Puisque ¢ est surjectif, il existe f € F
tel que q(f) = S([f]) = g. 1l en résulte que S est bijectif et S~ existe.
Etablissons que S est continu. Puisque ¢ est continu, pour tout g € ¢s(G), il existe
p € cs(F) tel que
9(a(f)) < p(f) pour tout f € F.

Des lors, pour tout g € ¢s(G) et pour tout ¢ € ker(q), il vient

g(S[f]) = glq(f))
= gla(f+1))
< p(f+¢ , VfeF

Au total, pour tout g € ¢s(G) et pour tout f € F, on a

g(SIf]) < inf p(f +£) = p([f]).

" lcker(q)

Considérons I'application
So: F/ker(P)—F [f]— P(f).
De la méme maniere que pour S, Sy est continu.

L’application R := SyoS~! appartient & L(G, F') car Sy et S sont linéaires et continus.
Démontrons que R convient.
Si g € G, il vient

q(Rg) = (qoSooS")(g)
= q(So(57'9)).
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Comme ¢ est surjectif, il existe fo € F tel que g = q(fp). Il en résulte que
S([fo]) = q(fo) = g = S(S7(g)), c’est-a-dire que [fo] = S~*(g). Maintenant, on obtient

a(Rg) = q(Solfo]) = a(P(fo)) = a(P(fo) — fo) + a(fo) = a(fo) = g.
L’égalité en (*) résulte du fait que P(fy) — fo € ker(P) = ker(q). De fait,
P(P(fo) = fo) = P*(fo) = P(fo) = 0.

i) = iii). On sait qu’il existe P : F'— F linéaire continu tel que im(P) = L. Con-
sidérons I'application
i: E—im(i) =L e~—i(e).

On voit tout de suite que 7 est bijectif.
Considérons a présent I'application

Py: F—im(P)=L fw P(f).

L’application T := 7" o Py € L(F, E) car i et Py sont linéaires et continus. Démontrons
que T convient. Si e € F| il vient

(Toi)(e) = (’2_1 o Pyoi)(e)

I
-~

(
) (L5.1)
)

= €.

L’égalité (1.5.1) résulte du fait que i(e) € im(i) = im(P).

I.6 Lien avec le “splitting”

Dans ce paragraphe, nous voulons établir un théoreme qui relie le splitting des suites
exactes et 'annulation de Ext(F, F'). Pour ce faire, plusieurs résultats auxiliaires sont
nécessaires. Rappelons tout d’abord le théoreme de Hahn-Banach.

Théoreme de Hahn-Banach. Soient ¢ une semi-norme sur l’espace linéaire E et
L un sous-espace linéaire de E. Pour toute fonctionnelle linéaire ' sur L pour laquelle
il existe une constante C' strictement positive telle que

()] < Cq(-) sur L,
il existe une fonctionnelle linéaire €' sur E qui prolonge {' (c¢’est-a-dire que €'|, = ') et
telle que

(- ) < Cq(") sur E.

Voici un résultat important relatif a ’annulation de Ext.
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Proposition 1.27 Soient E et F' deuz espaces de Fréchet. Si E est nucléaire et si
Ext(E, F) =0, alors

i) pour tout sous-espace fermé Ey de E, on a Ext(Ey, F') = 0;
ii) pour tout sous-espace fermé F' de F', on a Ext(E, F/F') = 0.

Preuve. Si (F k) ke détermine le spectre canonique associé a F' (défini comme dans
la premiere partie), on a A
F ~ proj F,,.
Supposons que (pp)nen (resp. (p),)new) définit un systeme de semi-normes sur £

(resp. sur F).

i) Soit (Ap)rew € IL(Ey, Fy). L'espace Ey est nucléaire car c’est un sous-espace
linéaire de E nucléaire. Par la proposition 1.20, on en déduit que Aj est nucléaire pour
tout £ € IN. Par conséquent,

1. il existe ny, € IN et a; € E| (j € IN) tels que

sup [(z, a;)| < pn(2) . Vo€ Ep.
J

2. il existe

a) un sous-ensemble B borné, absolument convexe et fermé de Fy,
b) une suite y; € Ey, ( € N), R > 0 tels que y; € RB pour tout j,
c) une suite \; € € (j € IN) telle que 7, |\;] < oo,

tels que pour tout x € Ey,

Apr ="\ (x,a;)y; dans Fy.

j=1
Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe b; € E’ tel que bj|g, = a; et

sup [(z, b;)| < pn,.(x) , VzrekFE.

jEN
Pour tout & € IN, posons Aj(z) := >, A\jbj(z)y;. On a Ay € L(E, F}) et comme

EXt(E,F) = 0, (A%)kEJN S B(E,f) Des IOI‘S, (Ak)kEJN = (Aqu)kE]N S B(E(),f) D’ou

la conclusion.

ii) Posons Fy := F/F".
Soit ¢ : F'— Fj I'application quotient. Pour tout k& € IN, posons

ri(q(x)) = inf{py(y) : ¢(y) = q(x)}.

Dans ces conditions, 7 définit une semi-norme sur Fj. De fait,
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1. si ¢ # 0, il vient

r(cq(x)) inf{py(v) : q(y) = q(cx)}
= inf{p,(y) : q(y) = cq(x)}
= inf{p,(cy’) : q(cy) = cq(2)}, v = %
= inf{lc|p(y) : q(y) = q()}
= || inf{py(y') : ¢(y) = q(=)}
= | re(q(x)).
2.sic=0,ona
rk(cq(z)) r,(0)
= inf{p,(y) : q(y) = 0}
< p(0)=0
et
lc| re(q(x)) = 0.
3. me(q(x) + q(2)) = inf{p(y) : ¢(y) = q(x) + q(2')}.
Soient y; € F tel que q(y1) = q(z) et ya € F tel que q(y2) = q(2').

Donc, y1 + y2 est tel que

q(y1 +y2) = q(y1) + q(y2)

= q(x) + q(z') pour tout yi,

tels que q(y1) = q(z) et q(y2) = ¢(z’). Il s’ensuit que

rr(q(z) +q(2) <

inf{P%(yl) :
= 1(q(x)) + (g

q(y = q()}

= q(2)} + inf{py(y2) : q(32)

1)
().

De plus, I'ensemble de ces semi-normes est séparant et filtrant car (p),)rew détermine
un systeme de semi-normes sur F. Au total, ()ren définit un systéme de semi-normes
sur Fy. De la méme maniere que dans le paragraphe 1.1, I’application

Tm @ Fo/ ker r, — IRt [folkerr, — Tm(f0)

définit une norme sur Fy/ ker ry,.

Donc Fo, := (Fo/ ker ry,, T,) est un espace normé. De plus, il existe un espace normé

complet (F()m, H.Hﬁom> tel que Fy,, C Fy,, et Hf”ﬁbm

= Tm(f) si f € Fom.

Remarquons que pour tout f € F', on a

inf  pi(f +£) =r(q(f)).

Leker(q)

Fixons f € F. Soit g € F tel que f — g € ker(q). Il vient

inf pp(f +¢) < pi(9)

Leker(q)
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et donc

. / < 1 / — .
Kegelrf(q) p(f+10) < lrglf Pr(9) = m(q(f))
q(9)=q(f)

De plus, considérons ¢ € ker(q). On a bien sur ¢(¢ + f) = q(f). 1l s’ensuit que

inf  pi(9) < p(l+ f)
a(g)=a(f)

et
. / — < . /
inf - pilg) =relq(f) < inf ‘pi(f +0),
a(g)=q(f)

ce qui suffit.
Posons Ly, := ker pj, et considérons I'application
Q. F/Ly— Fo/kerry  [2]r, = [¢(%)]ker(ry)-
1. qx est bien défini et linéaire. Soient x et ' € F tels que x — 2’ € L. On a
re(q(x) — q(@')) = rilq(x — 2')) < pp(x —2') = 0.
Par conséquent, g(z) — q¢(z') € kerry.

2. qi est continu. De fait, pour tout [z|., € F'/Ly, on a

me(([2],)) = 7a([g(2)]kerr,)
ri(q(x)) < pi(x) = Pr([z]L,)-

3. qi est relativement ouvert. Etablissons qu’il existe une constante C' > 0 telle que

inf i ([f]z, +h) < CFr(q(f) + ker(ry))

heker(qy)
pour tout f € F. Procédons par étapes.

a) Remarquons que pour tout f € F, il existe fo € F tel que ¢(fo) = q(f) et
5 (fo) < 2ri(q(f)). Rappelons que

re(q(f)) = inf p.(f+0) < (1+e)rk(q(f)) , Ve>0.

Leker(q)

Par conséquent, il existe ¢, € ker(q) tel que

pr(f + bo) < (1 +e)rrla(f))-

Donc, fo:= f + {y et € = 1 conviennent.
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b) Or,
ker(gr) = {fo + ker(p},) : q(fo) € ker(ry)}

ce qui implique que

i f by r(p/ h = 1 f b (!
heig(qk)pk([ﬂke ) T ) foeF:i?q(fo):Opk([f + folke (pk))

= inf Pi(f =+ fo)-

fo€F:r1q9(fo)=0

¢) On peut en déduire que

heigqu) ﬁk([f]ker(pﬁc) +h) = ]1(%?0 pi(f+h)
< pe(f+fo—f)
= p%(fo)
< 2rk(q(f))

27 (q(f) + ker(rg)).

4. qp est surjectif. Soit [y] = y + kerry € Fy/kerr,. Puisque y € Fy, il existe
x € F tel que ¢(x) = y car ¢ est surjectif. Dans ces conditions, [z];, = = + Ly vérifie
Qk([l']Lk) = [y]ker(rk)- De fait7

a(lz],) = q(x)+ker(ry)
=y + ker(ry)
[y]ker(rk)-

En résumé, 'application
Q : F/ Ly — Fy/ ker(ry,)

est continue, linéaire, surjective et relativement ouverte.
De plus, q(Lx) C ker(rg). De fait, si @ € Ly, démontrons que 7(¢(z)) = 0. On a

rr(q(x)) = inf{p}(y) : q(y) = q(x)} < pj.(z) = 0.

Par conséquent, le diagramme suivant est commutatif.

F q F,

o R

F/Ly @ Fo/ ker(ry)
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Nous savons que le prolongement
G : F/Ly, — Fy/ kerry

est linéaire et continu.

Etablissons que cette application ¢ est surjective.

Soient ¢ > 0 et [y] € Fo//Tierrk avec [y] # 0. Puisque l'espace Fp/kerr est dense
dans Fo//ierrk, considérons une suite ([Ym])men de Fo/ ker ry qui converge vers [y].

A présent, choisissons une sous-suite ([y¢mm)]) telle que

Tk(lyen]) < (T+2) [l[y]ll &, (L.6.1)

et )
IS

£ T1e
Rappelons que pour tout e strictement positif et pour tout [y] appartenant a
Fy/ ker 1y, il existe [x] appartenant a F'/ Ly, tel que gx([x]) = [y] et P ([z]) < (14¢)7k([y])-
On en déduit que pour tout entier m strictement positif, il existe [z,,] appartenant
a F'/Ly tel que

P ([Yeem+1)] — [Weem)]) < 27" [|[y] (1.6.2)

@ ([Tm]) = [Yemer) — yam)]
et
) < (14 2)e([Brcme] — o)) < 27 [l 4,
vu 'inégalité (1.6.2).
Par conséquent,

q .
Z )< Ml 23277+
J=p

et puisque Zgzp 277+ est un troncon de Cauchy d’une série convergente,la série

2] := 3252, [p] converge dans F//zk On a aussi

Zpk ) < Iyl , *

A présent, choisissons [x] appartenant a F'/Lj tel que

qr([zo]) = [ym)]

et

(1 + &) ([yew)])

Pre([wo]) <
< 1+ [yl
vu I'inégalité (1.6.1).

Comme
S

[zo] + [z] = lim ) [z,

8§ — +00 =0
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il vient

Gz +[2]) = lim ;qkqu

s — 400

=l (yen)] + [vee)] = el + -+ [Yeesn] = as))

s

= lim_[ys(eq1)]

s — 400

= )
Donc, 'application §j est surjective et par conséquent ouverte.
Rappelons que Fyy, = Fo//T{eI‘Tk. Par la proposition .14, on a
Fy ~ proj FOm-

Considérons une suite (Ag)gew appartenant a [, L(E, ng). I1 suffit d’établir que
(Ap)kew € B(E, Fo) ou Fy est le spectre canonique associé a Fy (comme dans la premiere
partie).

Puisque l'espace E est nucléaire et que l'application g est surjective, pour tout
k € IN, il existe une application Ay appartenant a L(FE, F}) telle que gy © A = Ayg.

Comme (Ay)renw appartient a [I, L(E, Fy) et Ext(E, F) = 0, (Ax)rew € B(E,F).
Donc, pour tout & € IN, il existe une suite (Bg)renw appartenant a [T, L(E, Fy) telle que

~ I ~ ~
Ak = pk—f—l,k o Bk+1 — Bk

Considérons le diagramme suivant :

F

F

\%1 Pk
F pk+1, ~

k+1

q qk+1 qk

Fogsr — 5 Fo i

‘" Pl+1,k
0
, Pr+1

Fo /)50

On voit tout de suite que G, © pf, 1), = Pri1p © Grr1 sur phy (F). Mais, on voudrait
cette égalité sur Fk+1~
Puisque 'application

Prar i F = Fonr fe [fli,
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est surjective, pf +1(F) = Fyq1. Puisque le complété de Fjqq est ﬁ’k+1, le complété de
pri1(F) est Fjiq et, par conséquent, on a

~ F . FO ~ ~
dk © Pr+1.k = Prt1,k © dk+1 SUur Frq.
Posons
B :=qro B € L(E, F()k).
Des lors,
Ay = qro Ay
~ F ~ N ~
=k © Prt1k © Brt1 — Gr 0 By
7 ; . -
= Pri1k © Gkt1° Bry1 — Gr o By
_ Fo
= Prj1kBrt1 — Bi.

Au total, la suite (Ag)rew appartient a B(F, Fy), ce qui suffit.
n

Définition 1.28 Un spectre d’espaces de Banach (Fy, prr1s)een (pas nécessaire-
ment le spectre canonique de la premiere partie) est un systéme fondamental d’espaces
de Banach pour [’espace de Fréchet F' si

A

i) F' est isomorphe & proj_ Fy,;

ii) pour tout k € N, il existe £ € IN, ¢ > k tel que piF" soit dense dans pg,kﬁ’g.

Le spectre est dit réduit si Fy = ,ok.FFk pour tout k € IN.

Nous avons alors le résultat suivant.

Lemme 1.29 Soit F un espace de Fréchet et F = (F, pepix)ren un systéme fon-
damental d’espaces de Banach pour l’espace F'. Considérons la suite :

0—FST[Fe ST F—0 (1.6.3)
k k

avec
1) i(x) == (pp2)kemw 0U py F—Fy, estla projection canonique et

2) q((zr)ken) = (Pr+1kTh+1 — Th)keN-
Dans ces conditions, la suite (1.6.3) est topologiquement ezacte.

Preuve. D’une part, i est injectif car il s’agit de 'opérateur identité. D’autre part,

ker(q) = {(zk)rew € Hﬁ’k D Pk kTre1 — T = 0, VE}
k

- F (1.6.4)
= i(F).
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L’égalité en (1.6.4) provient du fait que F' est isomorphe a proj_ F},,. 11 nous reste
donc a démontrer que ¢ est surjectif. Nous allons procéder en plusieurs étapes.

Premiére étape. Supposons que le spectre est réduit, c¢’est-a-dire que E, = prF P
pour tout £ € IN. On a

Fy

. P P
Fp=pF " = pesin 0 prs1 (F) " C prorn(Frn)

Puisque I'autre inclusion est évidente, im(px+1.x) est dense dans 13 &, pour tout k£ € IN.
En multipliant la norme |||z de F par un certain facteur, nous pouvons assurer
que |[prr1kl[, < 1 pour tout & € IN car pjy1 est un opérateur linéaire, continu. Des
lors, .
lognllg, < lloall 12z, < Nzllg » Vi>k Vo ek
Soit (yk)kew € [Tk Fy.. Tl suffit de trouver une suite (k)kew appartenant a [, Fy, telle

que q(zx)keN = (Yr) ke
Determmons une autre suite ka ke appartenant a [], F k par récurrence :
vy :=0€ Iy, Sivg appartient a Fy, il existe vp,1 appartenant a Fk+1 tel que

—k
1Yk + vk = prs1pVrrllp, <277,
car im py11 1 est dense dans Fj. Si on pose
Uk = Yk + Vk — Pk+1,kVk+1 Vk € ]N,
on a |lug||z < 27%. Des lors,
+o0o
Ty = Uy — ijku]‘ , Vk
j=k

convient. Tout d’abord, z; € Fj pour tout k, car la série Z ) pjku;j converge dans Fy.
En effet, |
lpinusll g, < llujllg, <277,

Donc,
q q ‘
> lloguglly < D27
J=p J=p
et Z?:p 277 est un troncon de Cauchy d'une série convergente. Puisque F}, est un espace
de Banach, on conclut que la série Z;;O,'; pjku; converge dans Fj. De plus,

Pk+1,kTk+1 — Tk
—+o00 —+o00

= Pk+1,kVk+1 — Z Pk+1,kPjk+1U; — Vi + Z Pkl
j=k+1 Jj=k
—+o00 —+o00
= Pk+1,kVk+1 — Z PjkU; — Vi + Z PikUs
j=k+1 Jj=k
Pr+1,kVk+1 — Vi + Uk

= Yk,
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ce qui suffit.

Deuxieme étape : Supposons que piF' est dense dans pk+17kﬁ’k+1, pour tout k£ € IN.

Posons
—Aﬁk
Gr = pry1.x(Frt1)

Comme ka = pk—f—l,kpk—f—lF C pk+1,ka+1> on a
Pl C pry1pFr C Gi.

Donc, piF est dense dans Gy car piF' est dense dans pk+17kf7’k+1 et pk+17kﬁ’k+1 est
dense dans G},.

De plus, par une démonstration analogue a celle de la proposition 1.14, on a
F=proj_ Gn (les opérateurs p§€+1’,€ : Gra1 — Gi sont la restriction a Gyi1 des opéra-

teurs pri1k)-
En appliquant la premiere étape, ’application

q,Hka IGr— TG
k k

est surjective et donc [, Gi C im(q). Si (yx)ren est une suite de ], F},, établissons que
cette suite appartient a im(g). Or,

(?Jk)keJN = (Pk+1,kyk+1)kelN - ((Pk+1,kyk+1 - yk)kelN),

ou le premier terme

(Prt1,kYk+1) ke € [[ Gr C im(q)
k

et le second terme
((Prt1kYkt1 — Yr)kenw) € im(q)
par définition de ¢, ce qui suffit.
Troisiéme étape : Cas général : pour tout k € IN, il existe £ € IN, £ > £, tel que ppF'
soit dense dans pgFy. Par conséquent, nous pouvons déterminer une suite strictement
croissante (k(v)),ew de IN telle que k(1) := 1 et py(,) F' soit dense dans pr(y41) k() Frp41)-

A présent, nous pouvons appliquer la deuxieme étape a (F k()5 PR(v41), k() © pour toute
suite (7,)ven de IT, Fk(l,) il existe une suite (&, ),en de IT, Fk(l,) telle que

Ny = Pr+1)kw) &1 — & , Vv e IN. (1.6.5)

Fixons (yx)ken € [Tk F}.. Si nous posons
k(v+1)—1

W=+ O P € Fro; (1.6.6)
j=k(v)+1
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nous pouvons trouver une suite (§,)yen de [j ﬁ’k qui vérifie la condition (1.6.5). Si pour
tout k € IN,

& st k=k(v)
e { Pr(v+1),kEv+1 — Z?(:V;l)_l piky; sik(v) <k <k(v+1),
alors, démontrons que pyi1xTk+1 — Tk = Yk €t g est surjectif.
Différents cas sont a considérer :
cas 1 : k=k(v)
cas la: k+1=Fk(v+1).

Dans ces conditions,

Prt1kTht1 — Tk = Pr(w+1) k@) Ev+1 — &v
n, vu (1.6.5)

Ykw) vu (1.6.6)

= Yk

cas 1.b: k+1<k(v+1).

Dans ces conditions,

k(v+1)-1
Pk+1,kTk+1 — Tk = Pk+1k (Pk(u+1),k+1fu+1 - Z pj,k+1yj) —&

j=k+1
k(v+1)—1
= Pret k@S — DL Pk — &
j=k(v)+1
k(v+1)-1
= n, — Z Pikw)Y; vu (1.6.5)
j=k(v)+1
= Yrw) vu (/.6.6)
cas 2 : k(v) <k <k(v+1)
cas 2.a: k+1=Fk(v+1)
Dans ces conditions,
k(v+1)—1
PhtlkThil — Tk =  Prepikbort — Prerywlort + D, PikYj
=k
PrEYk

cas 2b: k+1<k(v+1)
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Dans ces conditions, on a k(v) <k <k—+1<k(r+1) et

Pk+1,kLk+1 — Tk

k(v+1)-1 k(v+1)-1
= Pk+1EPk(v+1) k418011 — Z Pkt 1k Pik+1Y5 — Pr(w+1) kSEv+1 + Z PikYj
j=k+1 j=k
k(v+1)-1 k(v+1)-1
= Pre+ kot — DL PikYi — Prrn ko DL PikYi
j=k+1 j=k
PkkYk
= Yk

Rappelons les définitions suivantes (cf. [13]).

Définition 1.30 Soient E un espace localement convexe séparé et E' son dual to-
pologique.
a) Les semi-normes
sup{[(-,¢')| : ' € A'},
A’ partie finie de E’ constituent un systéeme de semi-normes P, sur E. L’espace faible
E, est l'espace (F, B,).
b) Les semi-normes
sup{|(e, )| : e € A},
A partie finie de E constituent un systeme de semi-normes Py sur E'. L’espace fort E,
est l'espace (E', P;).
¢) Le polaire d’un sous-espace linéaire L de E est

L*={ € E:(L¢)={0}}.
d) L’antipolaire d’un sous-espace linéaire M de E' est
MY ={e€ E: (e, M) ={0}}.
Remarque 1.31 Si A et B sont deux sous-espaces linéaires de E tels que A C B,

alors B2 C A%,

Rappelons également les résultats suivants.

Théoreme 1.32 Soit & un espace localement convexe sépare.

a) Si L est un sous-espace linéaire de E, alors L est un sous-espace linéaire fermé
de E' et L®V est l'adhérence de L dans E.

b) Si M est un sous-espace linéaire de E', alors MV est un sous-espace linéaire
fermé de E, et MV® est l’adhérence de M dans E..
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Proposition 1.33 Soient E et F' deux espaces localement convexes et H un sous-
espace dense de E. SiT est un opérateur linéaire continu de E dans F' et si la restriction
deT a H est un homomorphisme de H dans F', alors H est un homomorphisme.

Proposition 1.34 Soient E et F' deux espaces localement convexes et T" une appli-
cation linéaire continue de E dans F'. Cette application T est un homomorphisme si et
seulement si

a) T*(F") est fermé dans E’;

b) pour tout équicontinu My de E', il existe un équicontinu My de F' tel que
T*(F')N My C T*(My).

Nous pouvons alors en déduire les deux résultats suivants.
Lemme 1.35 Si E et F' sont deux espaces linéaires et T' € L(E, F'), alors
T*(F") " = (ker(T))".
Preuve. Nous savons que
(ker(T))> = {e' € E': (e,€/) = 0, Ve € ker(T)}
et que

T*(F/) _ {T*flifIGF/}
= {floT: fleF'}.

Par conséquent, T*(F") est inclus dans (ker(7))*. En effet, si f/ € F', e € E et
vérifie T'e = 0, alors
(e, f'oT) = f'(Te)=0.

E/

Puisque (ker(T"))* est un fermé de E., T*(F’) " est inclus dans (ker(T))%.

A présent, établissons 'autre inclusion. Vu la remarque .31, et le théoreme 1.32, il
suffit de démontrer que (7T*(F"))V est inclus dans ker(T').

Soit g appartenanta E tel que

(g f'oT)=0, Vf eF,
c’est-a-dire
(Tg,f)=0, VfeF,

et donc g appartient a ker(T").
n

Lemme 1.36 Soient E et F deux espaces lin€aires et G un sous-espace linéaire
dense dans E. Si T est un opérateur linéaire continu de E dans F et si Ty désigne
la restriction de T a G, alors Ty est un homomorphisme si et seulement si T est un
homomorphisme et ker(T) est l'adhérence de ker(T¢) dans E.
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Preuve. Soient les applications
T F'—FE f—={(T,fY=foT

et T la restriction de 7 a G. Si I'application 7 désigne l'injection canonique de G dans

E; alors 'application
R:E' -G ¢€w—éoi
est injective (vu la densité de G) et surjective (par le théoreme de Hahn-Banach). Par
conséquent, les applications Tz et T o ¢ sont égales.
La condition est nécessaire. Vu la proposition 1.33, T' est un homomorphisme.
Pour démontrer que ker(7") est 'adhérence de ker(T¢) dans E, nous allons procéder
en plusieurs étapes.

i) Puisque (T*F")VEr ={e€ E:{e,f'oT) =0, Vf € F'}, on a
(T*F"\Ver =ker(T).
i) Si ff € F',alors f'oTg = f'oT oi=R(f oT). Par conséquent,
R(T*F') = (TLF)
et
(T°F")Vee = (R TGF)) Ve
car R est bijectif.

iii) Etablissons que
(T5F') = R ((ker(Tg)) ) .
D’une part, comme T est un homomorphisme,
TG(F) = T5(F)™
= (ker(Tg))?ec¢  (vu le lemme 1.35).

D’autre part, puisque
(ker(Tg))2ee = {g € G : {g,¢) =0, Vg € ker(Tg)},

on a

R((ker(Tg))*e2) = {R(') : € € E' et (g,¢') =0, Vg € ker(Tg)}.
De plus, R((ker(Tg))>e#) = (ker(Tg))~¢-¢" car R est une bijection, ce qui suffit.
iv) Vu ce qui précede,
ker(T) = (T*F')Vesw
= (BT
= (ker(Tg))"mr Ver

= ker TGE.
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Ainsi, la condition nécessaire est démontrée.

La condition est suffisante. Bien sur, ’application T est continue. Par la proposition
.34, il suffit de démontrer que T¢(F”) est fermé dans G, et que, pour tout équicontinu
M; de G, il existe un équicontinu M, de F”’ tel que TEF' N My C TEM,.

Tout d’abord, comme nous 1’avons établi dans la condition nécessaire,

TE&(F') = R(T*F'), donc

R(T*F") = R((ker(T))*##) (car T est un homomorphisme)

_ g ((ker@ME> AE,E/>

= {c'oi:{e,e)=0,Vee ker(Tg)E}
= {c'oi:{e,e0i) =0, Ve € ker(Tg)}
= (ker(Tg))"cc.

De plus, soit M7 un équicontinu de G'. 1l existe donc une semi-norme continue p sur
E telle que

My c{g € G :[(g.9)] <plg), Vg € G}.
A présent, appliquons la proposition 1.34 a 'opérateur T'. Si
My ={e € E :|{e€)| <ple), Ve € E},
il existe une semi-norme continue ¢ sur F telle que
MUNTF € {f o T |(f, )] < alf), ¥f € F} = T My

avec
My=A{f e F":[{f,[) <q(f) ., VfeF}

Dans ces conditions,

RM; ¢ R g €G :{g,9)] <plg), Vg € G}
C {eFE:|(ee) <ple), Ve € E} = My, (L.6.7)

l'inclusion (I.6.7) résultant du théoreme de Hahn-Banach.
On en déduit que si f' € F' et T(.f' = f' o Tz appartient a M, alors

RYfloTg)=R*f oToi)=foT =T"f € M.
Par conséquent, T f" € T*M,. De plus, comme
Tof' = foTa = R(R'(f o Ta)) = R(T*f"),

T¢f" appartient a R(T*M,).
La conclusion s’ensuit aussitot car

R(T*Mg) = {f/ oTo1: f/ € MQ} = Té(MQ)
|

La proposition suivante est essentielle dans la démonstration du theoreme reliant Ext
et le splitting.
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Lemme 1.37 Soient A
0-F5GLH—0

une suite topologiquement exacte entre espaces de Fréchet et P¢ = {p{ : k € IN} un
systeme de semi-normes sur G. Si pour tout k € IN, nous posons

pf(m) = ka(zx) , VxeF

et
P (y) = inf{p{(x) : 2 € G, q(x) =y}, VyeH,
alors P¥ .= {pf : k € N} et P¥ := {pfl : k € IN} sont des systémes de semi-normes
sur F' et H respectivement, ces systémes définissant les topologies de F' et H.
Si les suites (Fy, Prs1k): (G, Pipir) €t ([:[k,pkHH’k) désignent les spectres canoniques
associés a ces systemes de semi-normes (ils sont définis comme dans la premiére partie),
alors les lignes du diagramme suivant :

0 — F ENNNE. 4 H = 0
l /05-1-1 — | Pg-s-l — PkH+1
0 — Fk—f—l iki)l ék;_t,_l qk—+>1 Hk+1 — 0 (168)

F G H
lpk+1,k - lpk+1,k — | Pk

~

0 — Fk i> G LY H;, — 0
sont topologiquement exactes pour tout k € IN. (Les applications iy, et qi sont a définir).

Preuve. On voit tout de suite que P¥ définit un systeme de semi-normes sur F,
car I'application i est lindaire et P® est un systeme de semi-normes sur G.

Par une démonstration analogue a celle de la proposition 1.27, nous en déduisons que
PH définit un systéme de semi-normes.

Rappelons 'expression des normes sur les espaces de Banach F’k, Gy, et Hy, : pour
tout k& € IN, nous posons Ny, := kerpl, M, = kerp{ et Qp := kerpi et de la méme
maniere que dans le paragraphe 1.1, les applications

pf : F/Ne =R [fln, — i (f)
S G/My—TR  [glar, — p5(9)
pil - H/Qr— IR [h]g, — pf (h)
déterminent des normes sur F'/Ny, G /M et H/Qy respectivement.
Donc,

F = (F/Nu,pb), Gy := (G/My., p&), Hy == (H/Qx. pl!)

sont des espaces normés et il existe des espaces normés complets
> Fy\ (A G\ [ F H
(Es 11115, (G [1-11) s (Hes (1)
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Ce sont ces espaces de Banach que nous retrouvons dans les spectres canoniques (Fi, pgy1 1),

(Gk:ka—l—l,k) et (HkapkH—i—l,k)'
A présent, considérons I’application :

ik: P%-—%(;k [QﬂA@ — U(w)hwk.

Tout d’abord, 7; est bien défini. En effet, si z et 2’ € F tels que x — 2’ € N, on a
pk (z — ') = 0. Or, par définition de pf, on a

Pk (& = ') = pi/ (i(z — 7)) = pil (i) — i(a")).

Donc, p(i(x) —i(z')) = 0 et i(x) — i(2’) appartient & Mj.
Il est clair que 7 est linéaire.
De plus, il vient

Pf (([2ln) = pE (@) = pf (i(@))

= i ([z]~) (1.6.9)

Par conséquent, ’application 7; est une isométrie.
Dans ces conditions, le prolongement iy : Fy, — G} de 7 est linéaire et continu.

Etablissons que I'application 7 est injective. De fait, comme F}, est le complété de
Fy, pour tout z appartenant a Fk, il existe une suite [z,,)n, appartenant a Fjy telle que
(2] v, converge vers z dans Fj,. Puisque iy est continu, la suite ij([,]y, ) converge vers

De plus, vu (1.6.9),

[l = llis(om]w I

et la suite sz([xm]Nk)HkG converge vers ||ir(2)]|. Donc, par égalité des limites, on a

A

sz(z)HkG = Hsz, pour tout z appartenant a Fj. En particulier, iy est injectif.
Enfin, application 7; est relativement ouverte, car

1 F F . G
intf =+l = lleli = i)l (16.10)

pour tout z € Fy. L'égalité en (1.6.10) provient du fait que i, est injectif.
Introduisons I’application

Gk : G, — Hy, [x]Mk = [q(a:)]Qk

En recourant a la démonstration de la propriété 1.27, cette application a un sens, est
linéaire, continue, relativement ouverte et surjective et son prolongement gy : Gr, — H,
est surjectif et relativement ouvert.

Vu les définitions de iy et gk, on voit tout de suite que le diagramme (1.6.8) commute.

Pour conclure, il nous reste a établir que ker(gx) = im(ix).
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D’une part, si x appartient & im(i,), il existe 2z appartenant a Fy., tel que ir(z) = x.
Puisque Fj, est le complété de Fy, il existe une suite [2,,,]n, de F qui converge vers z. 11
s’ensuit que

a(z) = qulin(z))
= lim g (ix([2m]n,))

— lim u(i(zn)ln)
— 't (i)l
~ 0

car im(i) = ker(q). Donc, x appartient a ker(gy), ce qui démontre la premiére inclusion.
D’autre part, en ce qui concerne l'autre inclusion, nous allons procéder en deux
étapes.

i) Premiére étape : Soit x un élément de G tel que [x]y, appartient & pi(G) (= Gy)
et a ker(gx). Etablissons que [x]y, appartient a igx(F}). Comme

ar([z]m,) = [a(2)]q, = [Olg, = Qr,

par définition de I'application g; et de l'ensemble Qi, ¢(z) appartient & ker(pi). 1l
s’ensuit que

inf {p(a — 2) : q(a) = 0} = 0.

aceG

Il existe donc une suite (am)men de ker(q) telle que p$ (., — z) converge vers 0.
Puisque les sous-espaces ker(q) et im(i) coincident, il existe une suite 3, appartenant a
F telle que a,,, = i(8,,) pour tout m, ce qui implique que la suite p§ (i(Bm) — ) converge
vers 0. Par conséquent, comme

pE([0(Bm) — 21ar) = PE(E(Bm) gy — [2]as)

= P @([Baln) = [£]as) = 0 si m — o0;

la suite 7 ([Bm]n, ) — [£] a1, converge vers 0 dans Gy et [x]a, appartient & 7, (Fy) = ix(Fp).

ii) Deuziéme étape : Considérons un élément x de ker(qy) (C Gi). Puisque I'ap-
plication ¢ est une application linéaire continue relativement ouverte, il s’agit d'un
homomorphisme. Par le théoreme précédent, I’application ¢, est un homomorphisme et

7~GA'
ker(Gy) " = ker(q).

Comme x appartient a ker(gy), il existe une suite [z,,)a, de ker(gy) telle que [z,
converge vers .
Le sous-espace ker(gy) étant inclus dans l'espace Gy, nous pouvons appliquer la
premiere partie et la suite [2,,] appartlent a zk(F k)
Il s’ensuit que x apartient a zk(F k), car il s’agit d’un sous-espace fermé de Gk
[ ]

Apres tous ces préparatifs, nous sommes enfin en mesure de démontrer le théoreme
annoncé au début de cette section.
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Théoreme 1.38 Si E, F, H sont trois espaces de Fréchet, les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Pour tout espace G de Fréchet, pour toute suite topologiquement exacte
0-F—-GLH—0

et pour toute application ¢ appartenant o L(E,H), il existe une application 1
appartenant o L(E,G) telle que q o) = .

(ii) Pour tout espace G de Fréchet, toute suite topologiquement exacte
0—-F—-G—FE—0
“splits”.
(iii) Pour tout espace G de Fréchet, pour toute suite topologiquement ezxacte
0—-H5G—E—0

et pour toute application ¢ appartenant ¢ L(H, F), il existe une application
appartenant a L(G, F') telle que ¢ =1 0.

L’assertion (i) implique que Ext(E, F') = 0.
La réciproque est vraie si ['espace E est nucléaire.

Preuve. Rappelons que la suite topologiquement exacte
0—-F5GLFE -0

“splits” si elle satisfait a I'une des conditions suivantes :
(a) im(i) = ker(gq) est un sous-espace complémenté de F'.
(b) il existe ¢ € L(F, G) tel que q o = idg.
(c) il existe p € L(G, F) tel que poi = idp.
(

i) = (ii). Par hypothese, pour toute suite topologiquement exacte
0-F—-GLH—0
et pour tout ¢ € L(E, H), il existe ) € L(F,G) tel que go ) = .
Considérons le cas ou H := E et ¢ := idg. Donc il existe une application ¢ € L(E, G)

telle que g o ¢ = idg et la suite 0 — F'— G — E — 0 “splits” vu (b). Schématiquement,
on a

0—F— GLE —0
w\{ldE

(ii) = (i). Considérons une suite topologiquement exacte

O—>F—i>Gi>H—>O
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et une application ¢ appartenant a L(E, H). Etablissons qu'il existe une application
appartenant a L(E,G) telle que go ¢ = .

Soit G := {(z,y) € G x E : q(x) = ¢(y)} et IIy, I, les projections dans les espaces
G et E respectivement. L’application suivante :

j:F—=G xw (iz,0)

a un sens. En effet, si x appartient a F', alors (iz,0) est un élément de G car, comme

ker(q) = im(i), on a ¢(i(z)) = 0 = ¢(0).
Dans ces conditions, la suite

0-FLGBE—0 (L6.11)

est topologiquement exacte.

En effet, on voit tout de suite que 'application j est linéaire, continue, relativement
ouverte et injective car ¢ a les mémes propriétés.

De plus, I'application Il est bien str linéaire, continue et elle est surjective. De fait,
siy € E, alors ¢(y) € H. Puisque ¢ est surjectif, il existe un élément = de G tel que
q(z) = p(y). Par conséquent, (z,y) € G et Iy(z,y) = y.

On en déduit que IIy est relativement ouvert.

Il reste a établir que im(j) = ker(Ils).
Si y appartient & im(j), il existe x appartenant a F' tel que y = j(z). Il vient

a(y) = M2 (j(2)) = Hs(i(x), 0) = 0.

Démontrons I'autre inclusion. Soit (z,y) € G tel que Ily(z,y) = y = 0. Comme
¢ est linéaire, q(z) = ¢(y) = 0 et x appartient a ker(q) = im(i). Par conséquent,
(x,0) = (x,y) appartient & im(j).

Par hypothese, comme la suite

0—>Fi>é'E>E—>0

est topologiquement exacte, elle “splits”. Il existe donc (vu (b)) une application r
appartenant a L(E, C;*) telle que Il o r = idg.

Etablissons que ’application i := II; or convient. Il s’agit bien str d’une application
linéaire continue de E dans G telle que, pour tout x € E :

qop(x) = gollyor(x)
q(Ily o7 (z))
p(Ilz 0 7(x))
= ¢(2),

ce qui suffit.
(iii) = (ii). Par hypothese, pour toute suite topologiquement exacte

0-HL5G—E—0
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et pour tout ¢ € L(H, F), il existe ©» € L(G, F) tel que ¢ = ¢ oi. Considérons le cas
ou H := F et ¢ :=idp. Donc il existe une application ¢ € L(G, F) telle que 1 oi = idp
et la suite 0 = FF— G — E — 0 “splits”, vu (c¢). Schématiquement, on a :

0— FLG —E—0
ﬂﬁ/%

(ii) = (iii). Considérons une suite topologiquement exacte

0-HLGLE—-0

et une application ¢ appartenant a L(H, F'). Etablissons qu'il existe une application
appartenant a L(G, F') telle que ¢ = o 1.
Soit
P:={(p(z),i(x)) :x € H}.

Il s’agit d’un sous-espace fermé de F' x G. De fait, soit (x,,)men une suite de H telle
que ¢(z,,) converge vers xo dans F et i(x,,) converge vers yo dans G.

Démontrons que (g, yo) appartient & P. Comme im(i) est un sous-espace fermé de
G, il existe un élément z( de H tel que i(z,,) converge vers i(xj) dans G et, par unicité
de la limite, on a yo = i(x}). Puisque Papplication ! : im(i) — H est continue, la
suite x,, converge vers x; dans H. Par conséquent, la suite p(z,,) converge vers (x()
car I'application ¢ est continue et par unicité de la limite, on a zy = ¢(xj). Au total,
(20, 90) = (o(xg), (7)), avec x, appartenant a H, ce qui suffit.

On en déduit que 'espace G := (F' x G)/P est un espace de Fréchet.

Considérons I'application

j:F—=G v~ [(z,0)]p.

Elle est linéaire et injective. En effet, soit z € F' tel que (z,0) € P. Etablissons
que z = 0. Puisque (z,0) est un élément de P, il existe h appartenant a H tel que
(z,0) = (¢(h),i(h)). Comme l'application 7 est injective, on en déduit que h = 0 et
@(h) = 0 car ¢ est linéaire et x = 0.

De plus, j est continu. En effet, si ¢y est une semi-norme continue sur F' et py une
semi-norme continue sur G, alors pour tout x appartenant a F', il vient

h:(hlll}hg)ep(%(x + h1) + po(h2))

inf (qo(z + ¢ (h)) + po(i(h)))
< qo(z) + po(0) = qo(z).

gIEIIfD(QO +po)((z,0) + h)

Ensuite, considérons les applications suivantes :
j:G—=G z—[0,—2)p

et

(:G—E [(z,y)lp+— q(y)
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De la méme maniere que pour j, 'application j est continue.
A présent, examinons les propriétés de I'application /.

1) Elle a un sens. De fait, soient z, 2" € F et y,y' € G tels que [(z,y)]p = [(z/,¥)]p.
On en déduit que (x — 2/, y—1') est un élément de P. Par conséquent, y —y’ appartient

a im(i) = ker(q) et q(y) = q(¥/).

2) Elle est surjective. Si z appartient a I/, établissons qu’il existe un élément [(x, y)]p
de G tel que q(y) = z. Puisque ¢ est surjectif, il existe y appartenant a G tel que q(y
Par conséquent, 1’élément [(0, y)]p appartenant a G' convient car £([(0,y)]r) = q(y

zZ.
zZ.

~— —

3) Elle est continue. Soit p une semi-norme continue sur E. Puisque 'application ¢
est continue, il existe une semi-norme continue ¢; sur G telle que p(q(y)) < ¢1(y) pour
tout y € G. Or, p(q(y + i(h))) = p(q(y)) pour tout h € H, car im(i) = ker(q). Pour
tout élément [(x,y)]p de G, on en déduit que

p(l([(z,9)]r)) = pla(y))
= pla(y +i(h)))
a1 (y +i(h))
a(y+i(h) +q(z+p(h)), Yhe H

VARVAN

si qp est une semi-norme continue sur F'. Par conséquent,

p(U[z,ylp)) < inf (qo(z + ¢ (h) + a1y +i(h))).

4) Vu ces trois propriétés, ¢ est relativement ouvert.

5) im(j) = ker(¢). L’inclusion C est claire car si z € F', on a

(5 (x)) = £([(x,0)]p) = ¢(0) = 0

car ¢q est linéaire.

Inversement, si [(x,y)]p appartient a ker(¢), établissons qu’il existe f appartenant a
F tel que j(f) = [(z,y)]p. Puisque [(z,y)]p € ker(¢), q(y) = 0 et il existe donc h € H
tel que y = i(h), car ker(q) = im(z). Des lors, I'élément f = x — ¢(h) appartenant a F
convient. En effet, comme j(f) = [(f,0)]p, pour démontrer que j(f) = [(z,y)]p, il suffit
de prouver que (x,y) — (f,0) appartient a P. Or,

(z,y) = (£,0) = (,i(h)) = (z — ¢(h),0)
= ((h),i(h)),

d’ou la conclusion.

Vu ce qui précede, la suite



est topologiquement exacte. Par hypothese, elle “splits” et il existe donc une application
S appartenant a L(G, F) telle que

Soj=idp. (1.6.12)
Nous avons donc obtenu le schéma suivant :

0—>H—i>Gi>E—>0
J

el
J
0 —- F TG 45 E S o0
«
s
Pour conclure cette implication, démontrons que ¢ := S oj € L(G,F) convient,

c’est-a-dire que poi =¢. Sih € H, on a

¢oi(h) = 5(3(i(h))) = S0, =i(h))]p)-

Comme ¢(h) appartient a F'; S o j(p(h)) = ¢(h), vu (1.6.12) et
Soj(p(h)) =S(lp(h),0)]p) par définition de j. Il s’ensuit que

Yoi(h)=ep(h) si [(0,—i(h))]r = [(¢(h),0)]p,
si (Qp(h>70) - 07 _Z(h» € Pa
si (p(h),i(h) € P,

d’ou la conclusion.

A ce stade, nous avons établi 1’équivalence entre les trois assertions.

A présent, nous allons démontrer que l'assertion (i) implique que Ext(E, F') = 0. De
fait, vu le lemme 1.29, si F = (F]g,pk_FLk)]ge]N est le spectre canonique associé a F') la
suite suivante est topologiquement exacte :

k k
avec q((Tk)reN) = (Pk+1,6Tht1 — Th)keN-

Considérons une suite (Ag)ren de [, L(E, F},) et A appartenant & L(E, [T Fy) tels
que Azx = (AT)ken-

Par hypothese (assertion (i) appliquée a la suite précédente), il existe un élément B
de L(E, 1, Fy) tel que

qgo B = A. (1.6.13)

Siosjc Ik B, —F j désigne la j-eéme projection canonique, nous posons
By = spo B € L(E, Fy).
Par conséquent,

sg o A= A = prr1Bri1 — Br , pourtout entier k.
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En effet, pour tout x € E, on a

Al‘ = (Ak-T)ke]N
= (prr1x5k1B(x) — sk B(2)) o vu (1.6.13)
= (prr1xBrei(z) — Br(?))ren-

On en déduit que (Ap)renw € B(E, F), donc [[, L(E, F},) est inclus dans B(E, F).
L’autre inclusion étant évidente, la conclusion s’ensuit aussitot.

A ce stade, il nous reste a démontrer que si £ est nucléaire et si Ext(E, F') = 0, alors
I'assertion (i) est vérifiée. Considérons une suite topologiquement exacte

0—>F—i>Gi>H—>0

et une application ¢ appartenant a L(F, H). Si on se donne un systéme de semi-normes
de GG, en reprenant les notations du lemme 1.37, les lignes du diagramme suivant sont
topologiquement exactes.

0 — F LoQ 4 H — 0
Lov = Lo = Lo
(Les applications iy et ¢ (k € IN) sont définies comme dans ce lemme). A
Posons ¢y 1= pfl o p, pour tout k € IN. Cette application appartient & L(E, Hy),
pour tout k.

Puisque E est nucléaire et g est surjectif, il existe une application ¢, € L(E, Gk)
telle que g o Y = pi. Par conséquent, nous avons le diagramme suivant :
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E

W

N qk+1 N
Gryr—— " Hia

idg G
Pl+1.k

~ ~

W
E Pk

Dans ces conditions, il vient successivement :

qr © (PkG+1,k oYri1 —Yr) = qro PkG+1,k O Yp41 — qk © Ui,
= pkH—i—l,k O k41 © Yiy1 — qk © Yy,
pkH—l—l,k O Yk+1 — Pk

H H
P11k CPr11 P — Pk

= e — ok
= Yk — Pk
— 0

Par conséquent,
im(kaH’k 0 Y1 — i) C ker(qr) = zk(pk)

Puisque I'application i5 : F}, — ix(F}) est une bijection linéaire continue, nous notons
Jr son inverse. On a donc

Jk © (ka+1,k o Y1 —Yr) € L(E, Fk)

Comme Ext(E, F') = 0, les espaces L(FE, FL) et B(E, F) coincident et il existe une
suite (bg)ren de [T, L(E, Fy) telle que, pour tout k& € IN, on a

Jk © (ka—f—l,kwk-i—l —x) = ﬂ£+1,kbk+1 — by
Il s’ensuit que
i1 0 J © (Pt k1 — k) = 1k © Phyy g © et — i 0 by

donc
g = ¢ ' b s o b
P, kW1 — Yk = Py © tha1 © bryr — ix 0 by,
vu le lemme 1.37.
Dong, il en résulte que

Ptk (W1 — Grs1 0 bg1) = Y — g 0 by

et le diagramme suivant est commutatif :
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Y41 — kg1 © bt Y — 1y 0 by,

Gry1 e G
Pl+1,k

A

Comme G = proj._ Gp,si nous posons Ay := 1) — i}, 0 b, alors il existe une et une
seule application ¢ appartenant a L(F,G) telle que le diagramme suivant soit commu-
tatif : '

E id

E

Donc, pour tout k € IN, p5 o) = Ay.
Pour démontrer que go v = ¢, il suffit d’établir que pf o (qo 1)) = pf o, pour tout
entier k. On a successivement :

pro(go) = qropf oy
= qr(tx — i o by)
= oYk —qroiroby
= Qo Yk
= Pk
= p 0w,

ce qui suffit.
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Chapitre 11

Introduction de Ext via 1’algebre homologique

Dans le premier chapitre, nous avons introduit Ext via I’analyse fonctionnelle. En
fait, Ext provient de I’algebre homologique et ici, nous nous limitons & montrer la raison
pour laquelle Ext a été introduit dans ce domaine.

Supposons que F désigne la catégorie des espaces de Fréchet dont les morphismes
sont les opérateurs linéaires continus et £ la catégorie des espaces linéaires dont les
morphismes sont les opérateurs linéaires. Si E est un espace de Fréchet, considérons
I'opérateur

L(E,"):F—-L Fw L(E,F)

pour lequel la transformation des morphismes est la suivante : si 7" appartient a L(F, G)
(T" est un morphisme de F), il s’agit de trouver un opérateur linéaire, c’est-a-dire un
morphisme de £ entre les espaces linéaires L(E, F') et L(E,G) et la loi qui a 'opérateur
S € L(E, F) associe l'opérateur T o S € L(E,G) convient.

Soient F, F, G des espaces de Fréchet et

O—>Fi>Gi>H—>O

une suite topologiquement exacte. Si E est un espace de Fréchet, appliquons I'opérateur
L(E,-) a cette suite. On obtient

0— L(E,F) LE,G) % L(E,H) (%)
avec
ie: L(E,F)—L(E,G) S+ioS

et
¢: L(E,G)— L(E,H) Rw~ qoR.

a) i. est injectif. En effet, si S appartient a L(FE, F') et i.(S) =i0S5 =0, alors S =0
car ¢ est injectif.

b) im(i.) = ker(g.). D’une part, si T" appartient a im(i.), il existe un opérateur S
appartenant a L(E, F) tel que i.(S) = T. Par conséquent, ¢.(T') = goio S = 0 car
im(i) = ker(q). D’autre part, supposons que R € ker(q.). L’application

it F—im@)  f —i(f)
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est une bijection linéaire continue. Puisque ¢.(R) = g o R = 0, R appartient a
L(E,ker(q)) et i;* o R appartient & L(E, F). Dans ces conditions, on a

i(if*oR) =ioi;'oR=R
et R appartient a im(i.).

c) Par contre, 'application g. n’est pas toujours surjective et la suite (*) n’est pas
exacte.

Cette “non surjectivité” entraine I'introduction de Ext. En effet, on peut démontrer
I'existence de “Ext"(E,-)” telle que la suite

0— L(E,F)— L(E,G)— L(E,H) — Ext'(E, F) — Ext'(E, G) — Ext'(E, H) — Ext*(E, F) — ..
soit exacte.

Revenons aux notions d’analyse fonctionnelle.

Définition I1.1 L’espace E de Fréchet est injectif si pour tout espace F' de Fréchet,
pour tout sous-espace fermé Fy de F' et pour tout opérateur T' linéaire continu de Fj
dans F, il existe un opérateur linéaire continu de F' dans E qui prolonge 7.

L’existence de Ext"(E, -) est obtenue grace au fait qu’il y a assez d’espaces de Fréchet
injectifs.

Exemple. L’ensemble des suites bornées £>°(I) (ou I désigne I’ensemble des indices)
est un espace de Fréchet injectif.

Preuve. Rappelons que > est un espace de Banach. Soient F' un espace de
Fréchet, Iy un sous-espace fermé de F' et T' est un opérateur linéaire continu de Fy dans
(. Etablissons qu’il existe un opérateur linéaire continu de F' dans ¢>° qui prolonge 7T'.
Pour tout ¢ € I, si p; désigne la projection sur la i-eme composante, I'opérateur p; o T’
appartient a L(Fp, C) = Fj,.

Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe une application e, appartenant a F” telle
que €;|r, = p; o T. De plus, pour tout fy € Fp, on a

81161? lpi o T(fo)l = IT(fo)lyoo -

Puisque T est continu, il existe une constante C' strictement positive et une semi-norme
q continue sur F' telles que

1T (fo)ll e = sup lpi o T(fo)l < C(q(fo)), Vo€ Fo
Par conséquent, pour tout ¢ € I, pour tout fy € Fpy, on a
[pi o T(fo)l = [{fo,pi o T)| < Cq(fo)-
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Par le théoréme de Hahn-Banach, on a donc |(f,€})| < Cq(f), pour tout ¢ € I et
pour tout f € F. Il s’ensuit que 'application

Ty: F—0* [ ({f e)ier

convient car vu ce qui précede, T} est continu et ((f,e}));e; définit une suite bornée.
]

A présent établissons quelques remarques prouvant I'importance de ces espaces in-
jectifs.

Proposition I1.2 Soient E et G deux espaces de Fréchet et F un espace injectif. Si
la suite

0—>F—i>Gi>E—>0

est topologiquement exacte, alors elle “splits” et Ext(E, F') = 0.

Preuve. Puisque 'application
1: F—im(i)) xw—i(x)

est un isomorphisme, Papplication 77! : im(i) — F est linéaire et continue et comme

I'espace F est injectif, il existe une application linéaire continue I de G dans F' qui
prolonge 7~!. On vérifie immédiatement que P := i oI est un projecteur linéaire continu
de G dont I'image est im(i). Par le théoréeme 1.38, on en déduit que Ext(E, F') = 0.

[

A présent, établissons via I’approche fonctionnelle de Ext, un théoréeme important
en algebre homologique et qui nous sera indispensable pour démontrer qu'un opérateur
elliptique ne possede pas d’inverse a droite (cf. Chapitre 3).

Théoreme I1.3 Soient E, F,G, H des espaces de Fréchet. Si H est nucléaire et si
la suite

0—-FL5GLE—0
est topologiquement exacte, alors la suite
0— L(H,F) 5 L(H,G) % L(H, E) %% Ext(H, F) % Ext(H, G) % Ext(H, E) — 0
avec

i*:L(H,F)—-L(HG) S~—ioS
¢ :L(HG)—L(H,E) Rw~—qoR

est exacte. Les applications jo, 1 et ¢' sont a déterminer.
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Preuve. Vu le lemme [.37, les lignes du diagramme suivant :
0 — F KN, 4 0
! P£+1 — | ka+1 — | o
0 — Flp i~ Gt e O — 0
! P£+1,k — | ka+1,k — | pkE+1,k
0 — F & iy ék L — 0
sont topologiquement exactes. Considérons le diagramme suivant :

0 — F — G — EFE — 0
ip | ia | ig |

O—>Hﬁ’k—>Hék—>HEk—>O
k k k

k k k
! ! !
0 0 0
avec X
ir: F—>];[Fk = (py (7))rew
et

: F
ar: [[Fe—= [ Fe 2~ (Phyrin@ret — Ti)ken.
Les applications ig, 15, 9, ¢ sont définies de maniere analogue.

Etablissons que les espaces [1, L(H, F},) et L(H,[I; F%) sont en bijection linéaire.
Considérons I'application

T:[[L(H, ) — L <H ]‘[Fk> (Ti)kew — (h € H v+ (Typh)gen).

On voit tout de suite que cette application est bien définie et linéaire. De plus, elle
est injective. En effet, si T'((Tk)rew) = 0 avec (Ty)rew appartenant a [], L(H, Fy), alors
(Tkh)kew = 0 pour tout h € H et (Tj)rew = 0.
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Enfin, l'application T" est surjective. De fait, soit S appartenant a L(H, ], Fk) et
pour tout k£ € IN, soit px la projection canonique de [], Ey, sur F. Donc, pour tout
keIN,onap,oS e L(H,F,) et (pyoS)(h) = (Sh), pour tout h € H, ce qui suffit.

De la méme maniere, les espaces [];, L(H, Ek), L(H, I, Ek) d’une part et les espaces
[T, L(H, ék), L(H, 11 ék) d’autre part, sont en bijection linéaire.

Dans ces conditions, nous pouvons considérer le diagramme suivant :

L pr | pa | pe
Mmoo, ) W o cy W By — o

L 7r e |78
Mmoo, £ W o cy W o By — o

! ! !
0 0 0
avec
ir . L(H, zf’k) — L(H, (;jk) frsipof
qZ:L(H,Gk)%L(H,E?k) f—qof
pF:L(H,F)HHL(H,Fk) fH(pgof)ke]N
k
TF - HL(H> Fk) *HL(H> Fk) (fe)kew — (P£+1,/gfk+1 — fe)keN
k k
et

O'FZHL(H,}%k)—)EXt(H>F) (fk)keﬂ\l'—’fk‘i‘B(H»}—)
k

ou JF désigne le spectre canonique associé a F' comme dans la premiere partie du premier
Chapitre. Les applications 7z, 7¢, pg, pG, 0r, 0 sont définies de maniere analogue.

Comme nous venons de le vérifier ci-dessus,

a) 1* est injectif et
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b) im(i*) = ker(q*).

A présent, définissons I'application jo. Considérons une application ¢ appartenant a
L(H, E). Posons ¢ := pE oy, pour tout k € IN. Cette application appartient & L(H, Ek)
et puisque H est nucléaire et que g est surjectif, il existe une application ¢ € L(H, @k)
telle que qx o Y = pg. Schématiquement, on a :

H
¥

0 —F —d — 0

Ve ) oN | Pk
O—>Fk—>éki>EAk—>O
Donc, pour tout k& € IN, 'application PkG+1,k¢k+1 — 9y, appartient a L(H, @k) et

4k © PkG+1,k O Yp+1 — Gk © Vi
pkE+1,k O k1 © Yry1 — qr 0 Vi
PkE+1,k O Pr+1 — Pk

Ptk © Pkt © 9 — Pr O @
> E

= P oY —pPpO¢¥

= 0.

QZ(PkGH,k 0 Y1 — Yi)

Puisque ker(gj;) = im(i}), 'application pf, | , 011 — 1y appartient & im(i}). Puisque
I’application i est injective, I’application

est une bijection linéaire continue. Si ji est son inverse, alors 'application
jr: L(H,im(iy)) — L(H, Fy) S+ jroS

est I'inverse de Iapplication 7} : L(H, F},) — L(H,im(i)).
En effet, d’une part, si T" appartient a L(H, F}),

(Jroi)(T)=jyoigoT =T
et d’autre part, si S appartient a L(H,im(iy)),
(ix 0 Ji)(S) =irojroS=25.

Or, I'application kaJrLkwarl — 1, appartient a im(ij).
Par conséquent, j;;(kaH’k o Y41 — Vi) appartient a L(H, F’k) pour tout k£ € IN et

(Jr. (PkG+1,k¢k+1 — ¥x))kew + B(H, F)
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appartient donc a Ext(H,F). Dans ces conditions, nous définissons 'application j, par
jo: L(H,E) = Ext(H,F) ¢ (ji(pi1s © Yre1 — k) ke + B(H, F).

Cette application est bien définie. En effet, supposons que (¢x)rew et (¢} )rew ap-
partiennent a [], L(H, Gy) et vérifient g, o ¢y = ¢ = g o ¥}, pour tout k € IN. Par

conséquent, gx o (Y — ¥5,) = qi(Yr — ¥y) = 0 et 1y, — ¢}, appartient a ker(gy) = im(ij),
pour tout & € IN. L’application j; (¢, — ;) appartient donc a L(H, F},) et par définition
de B(H,F), on a

(Pfﬂ,k © jZ+1(¢k+1 - ¢2+1) — 3k = ¥)))kew € B(H, F),

et

(p£+17kojk+1o¢k+1_jko¢k)keN+B(H> F)= (pg-f—l,kojk‘-l—low;c-f—l_jkow;g)kEN—i_B(H? F). (%)

Puisque les applications iy, o pf 41k €t ka+1,k o741 coincident, on a

. . F . o G . .
Jk Ok O Pry1k © Jk+1 = Jk © Pra1,k © U+l © Jk+1,

c’est-a-dire pf 1 © jrr1 = Jr © Pii1 - La relation (**) devient alors

(k © P41 © Y1 — Gk 0 Uk )kew + BUH, F) = (jk © pis1 4 © Yiypr — Jk © Ui ke + B(H, F).

On en déduit que

Uk Pk 31 © Vrsr — Vi) ke + BOH, F) = (Gi(p g © Vs — U))ken + B(H, F)
et jo est bien défini.

c) ker jo = im ¢*. Etablissons d’abord l'inclusion D.

Si ¢ appartient a L(H, G), démontrons que jo(q*(¢)) = 0.

Si nous posons ¢ = qo1 € L(H, E) et, pour tout k € IN, ¢, := pF o ¢, alors
or = pE oqot = qpop§ ot appartient a L(H, Ey).

Par conséquent, pour tout k € IN, il existe une application 1, appartenant a L(H, Gk)
telle que qi o ¥, = @y, car H est nucléaire et g est surjectif. Comme @5, = g1, 0 p§ 0 1),
pour tout k € IN, 14, = p$ o) convient et on a

PkG+1,k(¢llg+1> - Qﬁl/g = PkG+1,k © PkG+1 o — PkG oy =0, VkelN.

Il s’ensuit que j; (o1 xUhey — ¥k) = 0, pour tout k € IN et par définition de jo, on
a jo(qo) =0+ B(H,F), ce qui suffit.

Etablissons ensuite l'inclusion C. Considérons une application ¢ appartenant a
ker(jo) et posons @y, := p¥ o .

On sait que pour tout k£ € IN, il existe une application 1, appartenant a L(H, ék)
telle que g o ¥, = @i et telle que

(o5 1k — Vr))kew € B(H, F),
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car ¢ appartient a ker(jo). Par définition de B(H, F), il existe une suite (1} )ren de
[T L(H, F},) telle que

j;(p]?—l—l,k © wk‘-f-l - wk) = p£+1’]€ o w2;+1 - w;i. 5 vk c IN.

On a successivement, pour tout k € IN,

. . G . F .
Uk ©JK © (pk+1,k Othpy1 —Yx) = Qo Pr+1,k © w;ﬁq — 10 Wc

J— G . / . /
= Pry1,k ©U%+10° Ypy1 — kO Yy,

et donc
G ) ,
Pt (ka1 — igg1 0 Uppy) = Yi — g © Y.

Par conséquent, il existe une application 7 appartenant a L(H,G) telle que
pS o1 =1 —irot). On aalors goT = ¢ car pour tout k € IN, il vient

prLoyY = ok
= qr oYy
= qroYr — qroir oy
_ geogfor

E
= pk ©qgorT,

ce qui suffit.

Définissons les applications i’ et ¢’. Si £ et G désignent les spectres associés a E et
G respectivement (ils sont définis de la méme maniere que dans la premiere partie du
premier Chapitre), posons

i'  Ext(H,F)—Ext(H,G) : (fi)kew + B(H,F) — (ir o fe)re~ + B(H,G)
q/ : EXt(H, G)—>EXt(H, E) : (gk)kE]N —i—B(H,Q) — (Qk ogk)kE]N —|—B(H, 8)

L’application ¢’ est bien définie. En effet, si les suites (gx)rew €t (g5 )ren appartien-
nent a [, L(H, ék) et sont telles que (gr — g}.)rew appartient a B(H,G), alors il existe
une suite (hg)gew de [T, L(H, ék) telle que g, — g, = ka—f—l,lc o hyy1 — hg, pour tout k& € IN.
On en déduit alors que, pour tout £ € IN,

qk © gk —%ng€ = QkOPkGH,kOth —qr o hy
= Prirk © (Grs1 © hir1) — qr o hy,

ce qui entraine que (g © gr — qx © gi)kew € B(H, E).
De la méme maniere, on peut démontrer que I'application i’ est bien définie.

d) ¢’ est surjectif. )
En effet, si (hx)kew est une suite de [, L(H, Ey), alors (hy)rew + B(H, E) appartient
A Ext(H, E).
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Comme H est nucléaire et g, surjectif, et comme pour tout k € IN, hy, € L(H, Ek), il
existe une application gy appartenant a L(H, G}) telle que g o gx = hg. Par conséquent,
on a

¢ ((gr)rew + B(H,G)) = (qr o gr)ren + B(H,E)
= (hi)rex + B(H,E).

e) im(i') = ker(¢’). Démontrons d’abord Iinclusion C.
Si (fx)rew est une suite de [], L(H, F}), on a

((fi)kew + B(H, F)) = (ir o fi)rew + B(H, G)
et donc

q'("((fo)rew + B(H, F))) = (qroiro fi)renw + B(H,E)
B(H,E).

Démontrons a présent 1'autre inclusion.
Soit (gx)kew une suite appartenant a [, L(H, G). Supposons que

q/((gk)keﬂ\l +B(H,G)) = (qrogr)ren +B(H,E)
_ B(H,E)

c’est-a-dire que (gx o gr)rew € B(H,E). Par définition de B(H,E), il existe une suite
(hi)kew de TT, L(H, Ek) telle que qx o gp = pkEH’k o hyy1 — hg, pour tout k € IN. Puisque
H est nucléaire et g surjectif, pour tout k£ € IN, il existe une application v, appartenant
a L(H, G‘k) telle que g o ¥ = hi, ce qui implique que

Ak ° g = pkE—i-l,k o hpt1 — hy
= PkEH,k O k1 © Yry1 — qr 0 Vi
= Qo piig © Vi1 — gk o Ui
= (ro© (ka+1,k o Ypr1 —Yx), VkeN
L’application
v =gr— ka—i-l,k 0 Ypy1 + Ui,
appartient donc a ker(qx) = im(ix). On en déduit que la suite (ji. o fi)rew appartient a
[1: L(H, Fy) et
I((r o fu)kew + BUH, F)) = (irojr o fi)rew + B(H,G)
= (fx)rew + B(H,G)
= (9k)rew + B(H,G),

la derniere égalité provenant du fait que (g — f)rew €t (kaJrLkQ/JHl — ¥ )kew coincident
et appartiennent a B(H,G). Par conséquent, (gx)rew + B(H,G) appartient a im(i’), ce
qui suffit.
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f) im(jo) = ker(i"). Considérons une application ¢ appartenant a L(H, F) et posons
or = p¥ o p, pour tout k € IN.

Comme l'espace H est nucléaire, et ¢, surjectif, pour tout & € IN, il existe une
application v appartenant a L(H, G’k) telle que gx o Y = py, et donc,

Jo() = Gk (PRyak © Yrsr — ) ren + B(H, F).

Il s’ensuit que

(o(p)) = (ixojeo (pfirp ot — %)),@N +B(H,9)

= (PkG+1,k 0 Y1 — Yi)kenw + B(H, G)
= O—I-B(H,g),

car la suite (ka+1,k o g1 — Yk )rew appartient a B(H, G).
Démontrons a présent l'inclusion D. Considérons une suite (fx)kew appartenant a
[1x L(H, F}) telle que

((fi)rew + B(H, F)) = (iro fi)rew + B(H,G)
= 0+ B(H,G).

Puisque la suite (ix o fx)kew appartient a B(H,G), il existe une suite (pg)ren de
[1: L(H, Gy) telle que

ir 0 fr = ka+1,k90k+1 —¢r , VkelN.
Si nous posons, pour tout k € IN, xx 1= qx 0 o € L(H, Ek), on a successivement :

PE+1,ka+1 — Xk = PEH,k O Qk+1 © Pk+1 — Gk © Pk
= QKO P © Phi1 — Gk © Pk
= (gk©° (ka+1,k O Vi1 — Pk)
= qroiro fr
= 0.

Donc, pour tout £ € IN, on a pfﬂ’kaH — X% = 0. Si on définit une application y
appartenant & L(H, E) telle que pour tout k € IN, pFy = x4, alors

Jo(X) = (Gr(pE i1k Pre1 — ok))rew + B(H, F)
Jr (i o fi))kew + B(H, F)
Jkoik o fi)kew + B(H, F)

Je)kew + B(H, F),

(
= (
= (
= (

et (fu)wew + B(H, F) appartient a im(jo).
Vu les points a), b), ¢), d), e), f), la conclusion s’ensuit aussitot.
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Chapitre 111

Quelques Applications

III.1 L’opérateur elliptique

Lemme III.1 Si w désigne [’ensemble des suites numériques et si H est un espace
de Fréchet tel que Ext(w, H) = 0, alors H/ker(p) est un espace de Banach pour toute
semi-norme continue p sur H.

Preuve. Comme w est un espace nucléaire, par la proposition 1.27, pour tout sous-
espace fermé L de H, Ext(w, H/L) = 0. Puisque p est une semi-norme continue, ker(p)
est un sous-espace fermé de H et H/ker(p) est un espace de Fréchet. Il suffit donc
de démontrer que si H est un espace de Fréchet muni d’une norme continue tel que
Ext(w, H) = 0, alors H est un espace de Banach.

Soit {||-]|, : ¥ € IN} un systeme fondamental de normes continues sur H tel que
[Nl < [Illj1q, pour tout k. Par conséquent, 'espace Hy := (H,|-||,) est un espace
norme.

Nous désignons par F[k son complété et par pys : Hy — Hy (k > (), 'extension de
I’application identité. Dans ces conditions, par le lemme 1.29, la suite

k k

avec q((zr)kew) = (Pr+1.kTh+1 — Tk)kelN, €St topologiquement exacte.

Par ’absurde, supposons que H n’est pas un espace de Banach.

S’il existe k € IN tel que ,0k11ﬁ[k C H, on a pkllﬁ[k = H, par définition de 'espace
H;. Comme l'espace ker(pg1) est fermé dans H,, par le théoréme du graphe fermé,
I’application pg; : I:Ik/ker pr1 — H définit un isomorphisme entre les espaces H et
H, /ker pr1. Ce dernier étant de Banach, on obtient une contradiction. Deés lors, on
en déduit que pour tout k£ € IN, il existe un élément a; de H, tel que priax € H.

A présent, considérons I'application

Arw—T]He (&)ren = (Evar)ren.
K

Il s’agit bien stir d'une application linéaire continue. Comme Ext(w, H) = 0, il existe
une application B appartenant a L(w, [], Hy) telle que go B = A.
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Si nous posons pour tout j € IN, e; := (6kj)rew et B(ej) := (b1, by, .. .), il vient
successivement

Ale;) = (Ojranr)ren
= (go B)(e;)
= q(bij, boj,...,)
= (pr+1,kbrr15 — bij)ren.

Il s’ensuit que
i) Pr+1kbry1; — by =081 k #7 .
ii) pjt1,5bj+15 — bjj = a; .

iii) Pour tout k € IN, il existe j, € IN tel que by; = 0 pour tout j > ji. De fait,
I’application B étant continue, pour tout k& € IN, il existe un sous-ensemble fini F}, de
IN tel que

[(Ba)lly, < Ck Y au|, pour toute suite v = (ag)ren de w.
(CF,

En particulier, on a

10kl g, < Ck > " 16;¢] pour tout j € IN.
(€F,

Si nous posons ji := (max Fj) + 1 et si j est supérieur ou égal a ji, on a [|by;| 5, = 0,
ce qui implique que by; = 0, pour tout j > jj.

iv) Pour tout j € IN, il existe b; appartenant a H tel que pib; = by;, pout tout k > j.
En effet, vu i), pour tout j € IN, et k > j, on a pgr1,£bgt1,; = bg;. On en déduit que

bj := (p2aba s p32bsy - - - pir10it1g, bitag, bitag, - )
appartient a proj_ H, qui est isomorphe a H, ce qui suffit.
J s

v) Par récurrence sur k, démontrons que si k < j, alors p;;_xbj; = bj_j ;. Bien sur,
la formule est correcte pour £ = 1. Pour conclure, il suffit de prouver que si elle est vraie
pour /, elle I’est encore pour £ + 1. Si nous supposons que £+ 1 < j, il vient

bji—(+1)5 = Pi—tj—(e+1)0j—r;
= Pj—tj—(t+1)Ps,j—ebjj
Pjj—(e+1)bjj-

En réécrivant la formule pour £ :=j — 1, on a

piibj; = by, pour tout j € IN.
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Par conséquent, pour j > j;, on a

pj1a; = pipi+1,ibir1 — pirby;
= PiPit1bi15 — bij
= pj1Pj+1,Pj+1b;
_

Or, b; appartient a H. D’ou la contradiction, car pjja; n’appartient pas a H.
[ ]

Proposition II1.2 Si E est un espace de Fréchet et si, pour tout k € IN, F} est un

espace de Banach, alors
Ext(E, HFk) =0.
k

Preuve. Pour tout j € IN, l'espace G; := [[1<x<; Ij est de Banach et si [|-||; désigne
une norme sur [}, alors I'application
J
pi s [T Fe = R: (@r)rew = Y lloxll,
k k=1

définit un systeme de semi-normes sur []; Fx. On vérifie aisément que

ker(p,) = J[{0} x [] Fi

k<j k>j

Pour tout j € IN, les espaces []; Fi/ker(p;) et G; sont isomorphes. En effet, la
projection canonique s; : [[, F, — G; est linéaire continue et surjective et

ker(s;) = [[{0} x [] Fr = ker(p;).

k<j k>j

Par conséquent, 'application

Sj: [ Fi/kerpj— Gi [(@r)ken)yern) — Si((Th)kew)
k
est une bijection linéaire continue.

Si les applications Sg41 1 @ Gry1 — G désignent les projections canoniques, on vérifie
aisément que le diagramme suivant est commutatif :

[1; £/ ker(pr+1) Phtk I1; 5/ ker(px)

~—1 ~—1
Sit1 h
G Sk+1k - G
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Si nous posons
B(E,f) = {(sk-l—l,kBk—i-l — Bk)ke]N B € L(E, Gk), Vk},
avec f = (Gk, Sk—l—l,k)kE]Na et

B(E,F') = {(pr+1£Br+1 — Be)rew : Br € L(E,Hﬂ/kef(pk)) , Yk}

J

avec F' = ([1; Fj/ ker(pr), pr+1.x)re, alors les espaces

[TL(E.Go/BEF) et TTLET]F/ kerlp)/BEF) (= Bxt(E. ] F)

sont isomorphes. En effet, 'application

I 1[L(E,Gp)/B(E,F) — []L(E,]]F;/ ker(pr))/B(E,F')
k k J
(T)kew + B(E,F) — (5, o Ti)ren + B(E, F')
est un isomorphisme.

i) I a un sens et est linéaire.

De fait, soient (Tk)kew et (T])kew € 1 L(E, Gi) tels que (T — T})kew € B(E, F).
Démontrons que

(55" 0 Tiren — (5" 0 Tken = (35, © (T — T}) Jrew
appartient a B(E, F'). 1l existe une suite (By)rew appartenant a [, L(E, Gy) telle que
Ty — T, = sp14Bist — By , Yk €N
I vient
(e o (Tr = Ti)kew = (53" (Sk+1k © Brs1 — Br) ke

~—1 ~—1
— (Sk: O Sg+1,k © Bk+1 — S © Bk)ke]N

~—1 ~—1
= (/Ok—i-l,k: 08,1108y — 5, © Bk)ke]N-
+

Puisque l'application 3, ' o By appartient & L(E, [1; F;/ ker(px)) pour tout k € IN, la
suite (3.1 o (Ty — T}))rew appartient a B(E, F').

ii) I est injectif .

Supposons que I((Ty)renw + B(E,F)) = 0 et démontrons que (7})rew appartient a
B(E,F). On a
I((Tk)kew + B(E, F)) = 0
c’est-a-dire
(§,;1 o Tk)ke]N S B(E, f’)
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Donc, il existe une suite d’opérateurs (By)renw appartenant a [, L(E,]; F;/ ker(pk))
telle que
§I;1 o) Tk = Pk+1,k © Bk+1 - Bk 5 Vk € IN.

Il s’ensuit que
Ty = 8k 0 pry1,k © Bry1 — S0 By ,  Vk € IN.
Comme §;' o s = o5 L. on
k k+1,k = Pk+1,k © Sg4q1, O1L &
Sk41k O Skt1 = 8k O Pr1k , VK E€IN.
On en déduit que
T, = Sk+1,k © Sk+10 Bgy1 —Spo By , VkeIN

et, puisque pour tout k € IN, 'application §;0 By, appartient a L(E, G},), la suite (T)ren
appartient a B(E, F).

iii) I est surjectif.

Soit (Tx)rew € Ilp L(E,TI; Fj/ker(pr)). La suite (5, o Tx)rew appartient a
[1x L(E, G) et est telle que

I((gkOTk)kE]N—i—B(E,f)) = (§I;IO§]§OT]§)]§E]N+B(E,?/)
(Tk)kew + B(E, F'),

ce qui suffit.
Si les applications

Pk - HF]—>Fk

Jj=1
et .
jnk : Fk_>HF]

j=1

sont respectivement les surjections et les injections canoniques, on voit tout de suite que

) Ink Si kK <n
Sn+1,n © Jn+1,k = 0 i k=n + 1

et
n
Z ]nk O Pnk = ldH:=1 F,
k=1

Considérons une suite (Ay)rew appartenant a [, L(E, Gi) et établissons qu’il existe
une suite (By)rew de [1; L(E, Gy) telle que

Ap = Sp16 0 Bry1 — By, VEe€IN.
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Pour tout 5 € IN et pour tout £ > j, I'application
Apj = prj o Ay

appartient a L(E, F;). Pour tout j € IN, posons B;; = 0 et

v—1

ij:ZAkj7 sn;23—|—1
k=1

Dans ces conditions, la suite

k
(Bk)ken = (Z Jkj © Bkj)
j=1

keIN

appartient a [, L(E, Gi) et il vient

k1 k
Sk41kBr+1 — By = Spq1k© (Z Jk+41,5 © Bk+1,j> — > jkj o Bij

=1 =1
k1 k
= ) jkj 0 Bit1j — Y jrj © By
=1 j=1
k1
= Y jrj o (Bk+1,; — Bij)
7=1
k1
= ) jkjoprjo Ay
=1
k1
= [ D jkjopk| o Ax
j=1
= A

Proposition II1.3 5i F = (Fk,pkﬂ,k)kem est un systeme fondamental d’espaces de
Banach pour lespace de Fréchet I et si E' est un espace nucléaire, alors les espaces
Ext(E, F) et 1, L(E; Fy)/B(E, F) sont en bijection linéaire.

Preuve. Par le lemme 1.29, la suite
k k

avec q((fr)kew) = (Pr+1.kTr+1 — Tk ke €St topologiquement exacte et, par le théoreme
I1.3, si E est un espace nucléaire, la suite

0—L(E,F)5 L (E Hﬁ’k) <L (E I1 k) 2 Ext!(E, F)
k k

s Ext! <E 11 Fk> 7, Ext! <E I1 %
k k
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est exacte. A
Puisque Ext(E, I, Fi) = 0, Papplication jy est surjective et 'application

o £ (BTTA i) = BB F) [l = )
k
est une bijection linéaire. Comme

ker(jo) = im(q")

- {q*(S) :Sel (EE[&)}

= {qoS:SEL(E,HFk>}
k
= {(Pk—l—l,k(se)k—i—l —(Se)p)rew : S € L <E7HFk> e € E}
k
= B(E,F),
la conclusion s’ensuit aussitot. n

Définition III.4 Un opérateur elliptique est une application

P(D): Cu() = Cu(Q)  f= > aaD*(f),

loo|<m

ou  est un ouvert de IR" et les coefficients a, (o € IN") sont complexes et tels que si
Plaj=m @a® =0, avec £ € R", alors £ = 0.

Théoreme II1.5 Si Q est un ouvert de IR™, n > 2, alors lopérateur elliptique
P(D) : Cx(2) = Cx () n'a pas d’inverse linéaire continu a droite dans Cu(S).

Preuve. Procédons par ’absurde et supposons qu’il existe une application P; ap-
partenant a L(Cx(Q2), C(12)) telle que P(D) o Py =ide.(a)-
Si on pose N(Q) = ker P(D), la suite

P(D)

0> N(Q) 2O ()5 Co(Q) = 0

est topologiquement exacte car 'opérateur P(D) est surjectif. (cf. [4]).
Si 'espace H est nucléaire, par le théoreme I1.3, la suite suivante

P(D)*

0— L(H,N(Q)) 5 L(H, Css()) = L(H, Cs ()

5 Bt (H, N (Q)) 5 Ext(H, Co (Q)) L Ext(H, Coo () — 0
est exacte.

Etablissons deux résultats auxiliaires.
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Lemme 1. L’opérateur jo est nul.

Preuve. L’opérateur P(D)* est surjectif. En effet, si 'application A appartient a
L(H,C«(2)), alors 'application P;o A appartient a L(H,C(2)) et est telle que

P(D)*(PjoA)=P(D)oPjo A= A.
Par conséquent, im(P(D)*) = ker(jo) = L(H, Cx(2)), ce qui suffit.
Lemme 2. L’opérateur i’ est nul.

Preuve. Choisissons une suite de compacts (K, )men de Q telle que Q = U e Km
et K, C K, pour tout m € IN. Pour tout m, posons €2, := K, et

Hp, = Co(Kp) (Y f € Cos(Qn) : P(D)f = 0}
et on munit cet espace linéaire H,, de la norme sup.,c,, |.(z)|. Pour tout m € IN, on
définit
pm  N(Q) = Ho [ [k,
et pour k € IN tel que £ > m, on définit
pk,m:Hk_)Hm f,_)f’Km

Dans ces conditions, pour tout m, H,, est un espace de Banach, 1'espace N(Q) est
isomorphe a la limite projective des H,, et pour tout m, Uespace p,, N () est dense
dans pp41.mHp. Par conséquent, la suite (H,,)men constitue un systeme fondamental
d’espaces de Banach pour N (). Considérons le diagramme suivant :

0= Cool(Q) 5 J[Co(%) 2 J[Cu(%) —0

11 1 1

0— N©) 2 J[H % J[H —o0
k k

ou les applications I et j sont les applications identiques,

it O = [[C0w(%) [ (flo ke
ip « NOO—=][He fr (prf)ren
g ¢ J]Co(S) _>1;[Coo(Qk) (fi)kew = (frrilo, = fr)ren

A
o [[He—=11He  (fi)kew — (Prsriferr — fr)ren
% !

Par la propriété .29, la seconde ligne est topologiquement exacte. Pour établir I'exac-
titude de la premiere ligne, il suffit de démontrer que I'application q est surjective. Pour
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tout k£ € IN, considérons des applications ¢, appartenant a D(€)), tels que ¢ = 1 sur
Q-1 (Qo :=0). L’application

R: I;ICOO(Qk) — ] Coo(%) = (fi) ke — (2:1 Oofo — fk)

k keIN

est linéaire, continue et constitue un inverse linéaire continu a droite de ¢q. En effet, si
la suite (fx)rew appartient a [T, Coo(£2), alors

(go R)((fe)rew) = ¢ (i Pofo — fk)

kelN
k+1 k

= (Z @vayﬂk - fk‘+1|Qk - Z Svav + fk)
v=1 v=1

(sl freilo, = ferlor + fi)ren

= (fk)ke]N-

keIN

Si 'espace E est nucléaire, les lignes du diagramme suivant

...—>1;[L(E,Coo(§2k))q—*> ];[L(E,Coo(ﬂk)) % Bxt(B, Cu()) — ...

T T

= JILE H) £ Ext(E,N(Q) —0

sont exactes (par la proposition II1.2; I'espace Ext(E, [T, Hx) = 0).
Nous démontrerons a la fin de ce lemme que le diagramme suivant commute.

TTL(E, Col%) 2 Ext(E, Cx()

TJ° T

[[L(E, H) & Ext(E,N(Q)

L’application ¢* est surjective car 'application ¢ possede un inverse a droite. Par
conséquent,

m(q") = ker(jo) = [ (P, Coe($2)

et lapplication j) est nulle. Comme ¢’ o jo = j{ o j, on en déduit que i’ o jp = 0 et
I’application ¢ est nulle car jy est surjectif.
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Il nous reste donc a établir que le diagramme suivant commute.

T1L(E,Cx(%)) & Ext(E, ()

TJ° T

[[L(E, H) 2 Ext(E,N(Q)

—~

Si {pe : £ € IN} définit un systéme de semi-normes sur [T, Coo (%), notons (S7, 7, ¢)een

—~

le spectre canonique associé a [, Coo(€2)) ot les espaces S? sont des espaces de Banach
et nous avons les applications
b1 Sem— S (2] — [z]
Pet1e - Pes1 ¢ ker(pgy1) ker(pg)
et
i [ Coo() = 57 2 = [2]kerty)-
k

De la méme maniere que dans le lemme 1.37, on définit des spectres canoniques
(5%, pire)een et (S, piiy p)een sur Coo(9) et [T Coo() respectivement, avec

S} = Cuo(Q)/ ker(py o)
Sg = I;ICOO(Qk)/ker(Xg)

et

Prire © Ser— Sy [Z]ker(pgoi) = [T]ker(pey100)
pi @ Coeo()— S} T = [T]ker(poi)
Pore ¢ Siei—S) [@ker(xe 1) = [T]ker(x,)

pi o J[Co(S%)— S} T [T]ker(x,)
k

o Xy¢(h) =1inf{pe(x) : q(z) =h, x € [Ix Coc ()}, pour tout h € [T Coo ().
Par le lemme 1.37, les lignes du diagramme suivant sont topologiquement exactes :

0— Cx() R [Tk Coo(2) = [Ii Coo($%) —0

Loty = Lot = Lpia

00— S/Zl—i\-l i£—+>1 S/g_:l ars S/g_:l —0
! P%+1,e - ! P§+1,e — ! P?H,e

0— 5 L & L5 =0



A partir de (5%, p? 11.0)ren, définissons un spectre canonique sur [], Hy, que nous
2 2p
notons (5,”, pily o) e

Si S? = [11 Coo (%) / ker(pe), alors
;" = 11 He/ kex(po) |y, -
k

Par conséquent, on définit

/04—1—1 ‘- Sf—f—l - SE [x]ker(Pe+1|Hk ) [x]ker(pelnk )

et
2 2
o HHk—Mggp T [x]ker(pzln )
k B

De la méme maniere que dans le lemme 1.37, on définit des spectres canoniques

—

(8,7, Péﬁu)feﬂ\l et (S5, pi?_’iu)gem. Sur N (Q) et [, Hy respectivement, avec

S = N(Q)/ ker(pilyp m, o)
S =TI He/ker(x)
k

et

LS ’ [z] ) P (7] :
Peyie - Pep1 790 ker(m+1|Hka02p) ker(:’?deHkOZp)

1 1
pep : N(Q) - Sfp T [x]ker(Pde Hkoip)

3 3
Pei,e : Se+1 g [x]ker(xg+l) = [I]ker(xg)
p’ ] He— S T = []ier(x2)
k

ot X7 (h) = inf{pe(x) : go(x) = h, = € [} Hx}, pour tout h € []; Hy.
Par le lemme .37, les lignes du diagramme suivant sont topologiquement exactes :

1p 2p
Loy = Lo — | /)e+1
1 +1 S2p 4
0—  Sf = Si = Se+1 —0

l/)e+1e - l/)e+1e — l/)e+1e

T S N S -
Considérons Papplication s? : Sfp — 5/’;?, le prolongement de I'application

) .
s? : S/J—>S§ [:L‘]ker(Pf|Hk i) = [J(x)]ker(pz)'
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Elle est bien définie car si = appartient a ker(pg]Hk m,), alors (pg]Hk m,)(x) = 0.
Puisque pg]Hk m, =Peoj, (peoj)(xr) =0et j(z) appartient a ker(py).

—

Considérons I'application s; : Sglp — 5/';}, le prolongement de I'application

1. ol 1
S¢Sy — S [37]ker(pelnk w0 [%]ker(peoi)-
Elle est bien définie car si x appartient a ker(pg]Hk m, O ip), alors

(peojoip)(r) = (proioid)(z)=0
et = appartient a ker(pg o).
Considérons enfin 'application s} : S;p — 52, le prolongement de I'application
3. S3p_>53 .
VRN ‘ [x]ker(xg) = [](x)]ker(Xg)-

Cette application a un sens car si x € ker(X7), alors « € ker(X,) car X, < X sur

[1i Hy-
Etablissons que le diagramme suivant commute :

o~

—~ _
0—>S€1—[>S€2%Sg—>0

(I 1 st 18]

— .p — D —
p p 4 3
0— S, = S =5 8P —0

11 suffit de vérifier la propriété pour les espaces non complétés.

a) sz o, =ig0s;. En effet, soit [f] oi,) appartenant a S,”. D'une part,

ker(dek Hy,
2 - )

(S[ o ZI(?) [f]ker(pdl—[k Hkoip) = S? hp(f)]ker(pdnk Hk)

= [0 ip(f)]kerp)-

D’autre part,

(ie© ) ertoutpyyom = el Thertoron
[i(f)]ker(pz)
= [J 0 1p(f)]kerp)-

b) s3 o q) = gy o s3. En effet, soit [f] ) appartenant S7P. D’une part,
k

ker(Pde "

(st 0 D) sty ) = 5HI(liriep)
= [jOQP(f)]ker(X[)-
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D’autre part,

(qeo 52)[f]ker(mll-LC m) qe([7 () ]icer(pe))

= [(qoJ)(f)]ker(xy)
= [(J © ) (f)]xer(x,)-

Démontrons que le diagramme suivant commute :
[T He 7 T Coo (%)

3
i Py

o~

3p 3

Soit h appartenant a [[;, Hx. Dune part,
(st 00" )(h) = s7([Plier(xr))
= [7(A)]ker(xy)-
D’autre part,
(g og)(h) = pp(5(h))
= [1(A)]ker(xy)-

Démontrons que le diagramme suivant commute:

P% ¢
2 T L Q2
Sii S

2 2
Si+1 5%
2p L Q2
Se+1 2p Sz
01,0

Soit [f]

\ 2 bl
Ker(p1 ] i) appartenant a S;},. D’une part,

(S? o ,Oziljg)[f]ker(pmﬂnk Hk) = S?([f]ker(pdnk Hk))
= [j(f)]ker(m)'

D’autre part,

(/0?-1—1,6os?—f—l)[f]ker(pzﬂlnkb,k) = fne(T () kertor))
= [j(f)]ker(pz)'

Démontrons que le diagramme suivant commute :
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[1x Hi —J . [T Coo (%)

e’ 17

—

3p 3
Sé s3 SE
l

Soit f appartenant a [], Hi. D’une part,
(07 0 () = () rer(x)-

D’autre part,

(50 o)) = sH([fkerxn)
= [J(f)ker(x)-

A présent, définissons 'application

Jo: HL(E, Hy) — Ext(E,N(Q))

comme dans le théoreme I1.3. Considérons une application ¢ appartenant a L(E, [T, Hy).

Posons ¢, = pZ’p o ¢ pour tout £ € IN. Cette application appartient a L(E,Sg’p ) et

—

puisque E est nucléaire et ¢) surjectif, il existe une application ¢, € L(E, Sfp ) telle que

qg © Ve = r.
Schématiquement, on a :

j o= [1x Hi
V Viﬂﬁp
§z?\p p " Sgp

h A
Donc, pour tout ¢ € IN, application p?ﬁm o 41 — g appartient a L(E, S?p) et

2 2
q © (Peil,e 01 —Py) = qjo Peim 0 pp1 — gy © Yo
3
= D100y © Yerr — qp o e
3
= peiu O Yr41 — Pr
3 3 3
= Peiu © PeL op—plogp
. 3p 3p
= P OP— P O
= 0.
Puisque ker(q)) = im(é}), Papplication p?ﬁm o1)p1 — 1 appartient a im(i)) et comme
'application 7} est injective, I'application

—

. S, —im(:)
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est une bijection linéaire continue.

Soit j; son inverse.

Par conséquent, I'application jj o (pzﬁlygowﬂ —1y) appartient a L(F, Sglp) pour tout
¢ €N et

, 2
(J2 © (Pes10© Yes1 — ) )eew + B(E,N(Q))

appartient donc a Ext(E, N(Q)). Dans ces conditions, nous définissons 'application 7o
par

jo: LB, [T Hi) = Ext(E,N(Q)) ¢ = (57 0 (01,0 0 Yewr — v0))eew + B(E,N(Q))
k

Définissons ensuite 1’application

o« [T L(E, Csc (%)) — Ext(E, Co ()

comme dans le théoreme I1.3.

Considérons une application ¢" appartenant a L(E, [T, Coo(2)).

Posons ¢} := p} o ¢’ pour tout £ € IN. Cette application appartient & L(E, 3’;?) et
puisque E est nucléaire et g, surjectif, il existe une application ¢; € L(E, S/';?) telle que
Qo =

Schématiquement, on a :

/

E" Hk

N

. 53
Dongc, pour tout £ € IN, l’apphcatlon Pii10 © Uiyt — by appartient & L(E, S/';?) et

2 / / _ 2 / /
Qo (Piy10 0 Vopr — Vo) = QO Pii1e© Vit — Qo Yy
_ 3 ! /
Pes1,e © qe+1 © Y1 — Qo
3 / /
Pet1,6© Por1 — Pr
3 3 / 3 /
Pet14CPpy1 0P — P O¥p
3 / 3 /
PeOP —Pgo@
= 0.

Puisque ker(q;) = im(i,), 'application ,0?“74 01y, 1 — 1, appartient a im(i,) et comme
I’application 7, est injective, ’application

’Zg : é} — lm(’Lg)

est une bijection linéaire continue.
Soit j, son inverse.
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Par conséquent, application jg o (o7, 01y, — ;) appartient a L(E, 5/';}) pour tout
¢ €N et
(e © (P16 © Vs — bp))een + B(E, Co(Q))

appartient donc a Ext(E, Co(£2)). Dans ces conditions, nous définissons "application j
par

Jo + L(E, ][ Coo () = Ext(E, Co(Q)) ¢ = (Je0 (pfi1,00Win — ¥0) e + B(E, Coo())
k

Dans ces conditions, nous sommes a présent capables de prouver que i’ o jo = jj 0 j
sur [, L(E, Hy).

Soit ¢ appartenant & L(E, ], Hy). L’application ¢, := p” o appartient & L(E, S;7)
pour tout /¢ t e IN et puisque E est nucléaire et ¢} surjectif, il existe une application

e € L(E, S P) telle que ¢ o ¥y = ¢y
a) D’une part,
‘(Jolp)) = ((ﬁ © (P?ﬁl,e 0 Yrt1 — Yr) e + B<E7N<Q)))
= (5% 0 j§ o (P10 0 1 — W))ZEJN + B(E, Cx(9))-

b) D’autre part, Uapplication ¢’ := j o ¢ appartient & L(FE,[]; Coo(€2%)). Si nous
posons ¢, := pi oy € L(E,S}) et ¢, := s? o1y € L(E,S?), nous avons le diagramme
suivant :

Hk" [T Coo (%)

U 2p 3
1/}4 S D Pe
¢ dp
3
( S¢
2 »Q3
S; : Sy

On a g, 0 ¢y = ¢}. De fait, vu ce qui précede, il vient successivement :

qot, = qos;oy
= sjoq) oy
= sioployp
= piojop
3 /
= pjop
= ¢}
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On en déduit que

Go((@) = (e(s7 0 P10 Yerr — 87 0 9e) e + B(H, Coo(2))
= (jeos(pilye 0 et — Ui))een + B(H, Cs())
(57 0 47 (P10 © Yerr — ve)Jeen + B(H, Coo(2))
= i'(Jo(y))-
Justifions 1'égalité en (*) : rappelons que s? o i} = iy 0 s} sur 5/'}\’) . Par conséquent,
Jeos?oil) = s} sur 5’?’ et sur im(z}), on a jy o 57 = s} o 57, ce qui suffit.

Ceci acheve la démonstration du lemme 2.

Par les lemmes 1 et 2, on en déduit que I'espace Ext(H, N (£2)) = 0, pour tout espace
H nucléaire. Comme 'ensemble des suites w est nucléaire, Ext(w, N (2)) = 0.
Considérons un compact K de 2 d’intérieur non vide et la semi-norme

Par le lemme II1.1, 'espace N (2)/ker(p) = N (Q)|x est de Banach et comme il est
nucléaire (N () est un sous-espace de Co(€2) qui est nucléaire et le quotient de tout
espace nucléaire est nucléaire), il est de dimension finie.

Ceci est possible si n = 1 car I"équation P(D)f = 0 est en fait une équation
différentielle linéaire a coefficients constants et la dimension de ’ensemble de ses so-
lutions est finie.

Par contre, la dimension de I’espace N (€2)|x n’est pas finie si n > 2.

Etudions deux contre-exemples.

1) Si Q # ¢ est un ouvert de IR?, 'opérateur
P(D) = Dz +1iDy

est elliptique et N(Q) = {f € C(Q) : P(D)f = 0} est I'espace des fonctions holomor-
phes qui n’est pas de dimension finie. On en déduit que l'espace N (Q)|x n’est pas de
dimension finie.

2) Si Q # ¢ est un ouvert de IR", 'opérateur
P(D)=3"Di =A
j=1

est elliptique. Si z € €" est tel que P(z) = 0, alors la fonction
folx) == e

appartient a C () et est telle que
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= e<Z’I>P(2)
= 0.
Ces fonctions f.|q (avec z tel que P(z) ) sont linéairement indépendantes. En

effet, supposons que z1, ..., z; vérifient P(z1) = --- = P(zy) = 0 (les z; sont distincts
deux a deux) et

lez1 +C2f22 + - +CJfZJ =0

sur Q. Sizp € Q, il existe € > 0 tel que pour tout t € |(zo); — ¢, (x0)1 + €], le point
(t, (x0)2, - - -, (To)n) € 2. Par conséquent, si on pose zj, := ((xg)2, - .. (o)) €t
2= ((21)2, 5 (25)n) ( < J), on a

clet(zl)le<%ﬂz/1> 4+ Cjet(ZJ)1€<$/O,zi,> =0
pour tout t € |(z9)1 — €; (x0)1 + €[. Raisonnons pour J =2. On a
Clet(21)1€<$/o,zi> + C2€t(22)1€<$/0,zé> = 0.

Comme z; differe de zo, quitte a permutter les composantes de z; et de z3, on peut
supposer que (z1)1 # (22)1. On en déduit que

/

cle<x6’zl> = cze<x6’zé> =0

et donc que ¢; = ¢o = 0. Par une récurrence aisée sur J, on a Cj€<x/O’Z}> = 0 pour
1 <j<Jetdoncc; =0.
Enfin, 'ensemble {f.|q : P(z) = 0} n’est pas fini car

= {y=,y") eR™: |y]> - |¥'|> =0}
= {y=,y")eR: |y = |y}

ITI.2 A propos de Ext(-, F)

Jusqu’a présent, nous avons principalement étudié les propriétés de Ext(FE,-) et dans ce
paragraphe, nous allons établir un théoreme analogue a celui du deuxiéme chapitre en
considérant Ext(-, F).
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Théoreme II1.6 Si E, F, G sont des espaces de Fréchet et H est un espace nucléaire

et si la suite A
0—-FLGLE—0

est topologiquement exacte, alors la suite
0— L(E,H) % L(G,H) ™ L(F, H) 2 Ext(E, H) 2 Ext(G, H) S Ext(F, H) — 0
avec

¢ : L(E,H)—L(G,H): R— Rogq
iv : L(GH)— L(F,H): S+ Soi

est exacte. Les applications A, B et C' sont a déterminer.

Preuve. a) ¢* est injectif. En effet, si f appartient a L(E, H) et ¢.(f) = foq=0,
alors (f oq)(z) = f(¢q(z)) =0, pour tout z € G et f =0, car ¢ est surjectif.

b) im(q.) = ker(ix). D’une part, si f appartient a im(q.), il existe une application
9 appartenant a L(F, H) telle que ¢.(g) = f. Par conséquent, i.(f) = i.(q(9)) =
ix(goq) =goqoi =0, car im(i) = ker(q).
D’autre part, supposons que f appartient a ker(i.). L’application

G:G/ker(q) —FE [flker(q) — a(f)

est une bijection linéaire continue et ’application

fGlker(q) = H  [glkertq) — f(9)

est bien définie car si g appartient a ker(q) = im(7), il existe ¢’ appartenant a F' tel que
i(¢') = g. Par conséquent, f(g) = (foi)(¢’) =0, car f appartient a ker(i.).
Considérons 'application

R:E—H e f(G ).

On vérifie aisément qu’elle est linéaire et continue.
Pour tout g € G, il vient

(Roq)(g) = R(q(9))
= f'(G " (al9)))
f(lg

Jker(q))
= f(g).

Nous définissons les applications B et C' de la maniere suivante :

B : Ext(E,H)—Ext(G,H) (h)en + B(E,H) — (hy o qQ)ren + B(G,H)
C : Ext(G,H)—Ext(F,H) (h)ren + B(G,H) — (hy o i)en + B(F, H).
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L’application B est bien définie. En effet, si les suites (hr)rew et (h))rew appartien-
nent a [[, L(E, Hy) et sont telles que (hy — hj)ren appartient & B(E, 'H), alors il existe
une suite (Bg)rew de [, L(E, Hy) telle que

/ H
b — hy, = P41,k © Byy1 — By,

pour tout k& € IN. Comme la suite (Bj 0 q)rew appartient a [[ren L(G, Hk), on en déduit
que (hg o q — h}, 0 ¢)kew appartient & B(G,H).
De la méme maniere, on peut démontrer que 'application C' est bien définie.

c) C est surjectif. En effet, si (hi)ren est une suite de [];, L(F, I:Ik), alors
(hi)kew + B(F, H) appartient a Ext(F, H).

L’application 7 : F'—im(i) : f + i(f) est un isomorphisme.

Puisqu’on peut supposer 1’espace H, injectif et que 1'application h; 077! est linéaire
et continue de im(¢) dans Hy, pour tout k € IN, il existe un opérateur T}, linéaire continu
de G dans Hy qui prolonge hy, 0771, 1l s’ensuit que

C((Ti)kew + B(G,H)) = (Tkoi)ren + B(F, H)
= (hkofl_loi)kem—i—B(F,H)
= (h)rew + B(F,H).

d) im(B) = ker(C). Démontrons d’abord l'inclusion C. Si (h)rew est une suite de
[T, L(E, Hi), on a

B((h)kew + B(E, H)) = (hi © @)ken + B(G, H)
et donc

C(B(hi)kew + B(E,H)) = (hroqoi)gen + B(F,H)
= B(F,H).

Démontrons a présent l'autre inclusion. Soit (hi)kew une suite appartenant a
[1x L(G, Hy). Supposons que

C((hi)kew + B(G,H)) = (hgoi)ren + B(F,H)
= B(F,H),

c’est-a-dire que (hy 0 1)renw € B(F, H). X
Etablissons qu’il existe une suite (h},)rew de [T, L(E, H) telle que

B((hikenw + B(E,H)) = (b © @rew + B(G, H)
= (hn)rew + B(G, H),

c’est-a-dire telle que (h}, 0 ¢ — hg)rew appartient a B(G, H). A
Par définition de B(F,H), il existe une suite (By)ren de [1, L(F, Hy) telle que

pkH—f—l,k 0Bjt1— By =hgot , VkelN.
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Par conséquent, pour tout k € IN,
hie = Py © Beq1oi ' = Byoi ™

sur im(4). Puisqu’on peut supposer 1'espace H, injectif et que 'application By o i~! est
linéaire continue de Aim(z') dans Hj, pour tout k € IN, il existe un opérateur Cj linéaire
continu de G dans Hj, qui prolonge By o7-!. On en déduit que I'opérateur

Ty, := hi, — pgy1 g, © Crpr + Ci

appartient & L(G, Hy) et est nul sur im(i) = ker(q).
Si e appartient a F, il existe g appartenant a G tel que ¢(g) = e car ¢ est surjectif.
Nous définissons alors I’application hj, de la maniere suivante :

hy, E—H:ers Ti(g).

Elle est bien définie, car §’il existe ¢’ € G tel que ¢(¢') = e, alors g — ¢’ appartient
a ker(q) = im(i) et Tx(g) = Tr(g'), car T} est nul sur im(z). On vérifie aisément qu’elle
est linéaire et continue.

Pour tout g appartenant a G, on a donc (h}, o q)(g) = Tk(g). Il s’ensuit que la suite

(M 0 q = hi)ken = (—ph1k © Cor1 + Ci)ren

appartient & B(G,H) car la suite (—Cj)ren appartient a [T, L(G, f[k)

Définissons 'application A. Par le lemme 1.29, la suite

OHHLHHkgHHk%O
k k

avec

Q((7k)ren) = (PkH+1,k O Tjt1 — Tk)keN

est topologiquement exacte et les lignes du diagramme suivant

0 0
T 7
0= LIFH) 5 LIFEILH) & LIETLH) % Ext(F,H) —0
T i T s T i3 1 C
0— LGH) S LG H) %S LGTILH) % Ext(G H) —0
T ¢ T qos T gs- B
0— LE,H) B LETLH) & LETLH) 5 Ext(E,H) —0
T 7
0 0
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avec

ig* : L(G,HHk>—>L<F,H Ak> gl—>gOZ
k

et
jF:L<F,HHk>—>Ext(F,H) [ f+B(F,H).
k

(les autres applications sont définies de la méme maniére) sont exactes. En effet, par
le théoreme 11.3, 'application [} es injective et im(I}) = ker(Q}). De plus, on vérifie
directement que I'application jpr est surjective et que im(Q7) = ker(jp) (méme raison-
nement pour les deux autres lignes du diagramme).

En ce qui concerne I'exactitude des colonnes, il suffit de démontrer que I’application
i9. est surjective (on procede de la méme maniére pour is.).

Soit S appartenant a L(F, [, F[k)

L’application

Soi™t:im(q) —>H[:[k

1 —1

vérifie S 077" o¢ = S. Puisque l'espace []j H, est injectif et que S o727 est linéaire
continu de im(7) dans I H i, il existe un opérateur 7T linéaire continu de G dans [], H,

qu1 pI‘OlOng Soi~ et on a
Toi= Z*2<T) = S,

ce qui suffit. Enfin, on voit tout de suite que le diagramme est commutatif.

A présent, nous pouvons définir A. Soit 7" appartenant a L(F, H). Puisque I'appli-
cation I;(T') appartient & L(F, ]I, Hy) et que iz, est surjectif, il existe S appartenant a
L(G, 1 Hi) tel que I5(T') = i2.(S). 1l s’ensuit que

QF(i2:(5)) = 3.0 Qg(9)
= Qpoln(T)
=0

car im(/) = ker(Q%). Comme Qp(S) appartient a ker(iz.) = im(gs.), il existe R
appartenant a L(E, [T, Hi) tel que Q5 (S) = gs3+(R).
Dans ces conditions, nous définissons 'application

A:L(F,H)—Ext(E,H) T~ R+ B(E,H).

Cette définition a un sens. En effet,

i) S'il existe R € L(E, I, Hx) tel que Q5(S) = gs.(R'), on a gs.(R — R) = 0 et
R = R’ car g3, est injectif.

i) S'il existe 8" € L(G, [T, Hy) tel que I5(T) = i9,(S"), Vapplication S— S’ appartient
A ker(ia,) = im(ga,) et il existe D appartenant a L(E, [T, Hi) tel que S — 5" = g2.(D).
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Par conséquent,

Q¢ o @(D) = g3 0Qy(D)
= Qu(s -9
= Q3*(R - Rl)?

si Q5(S") = R’ et comme g3, est injectif, R — R' = Q%3(D).
L’application R — R’ appartient donc a im(Q%) = B(E,H) et A est bien défini.

e) im(i.) = ker(A). Démontrons d’abord l'inclusion C. Si I'application 7" appartient
a L(G, H), alors
(Aoi,)(T)=B(E,H).

En effet, les applications S := [ o T € L(G,II; lflk) et R:=0 € L(E, I Hk) vérifient
IoToi=So0idune part et QoS =0= Roq d’autre part. Il s’ensuit que

(Aoi)(T) = R+ B(E,H)
— B(E,H).

Etablissons 'autre inclusion. Si T est une application appartenant a L(F, H) telle
que A(T) = B(E,H), alors il existe R appartenant a L(E, [] Hk) tel que QoS = Rog,
avec S € L(G, 1 Hy,) vérifiant ToT = Soi et il existe une suite (By)pew de [T, L(E, Hy)
telle que

Ry =pii1p 0B — By, VkeN.

Comme Soi= 10T, 'opérateur S oi est a valeurs dans im(/) et 'application
I:H—im(I) hw I(h)
est un isomorphisme. On en déduit que
[to(Soi)=I1toloT =T.
De plus, pour tout £ € IN, on a
Ryoq=pihip0Briog—Brog

et la suite R := (Bg o ¢)ren appartient a L(G, [1, Hy) et satisfait & R oi = 0 et
@ oR = Rogq. Donc, il vient

[oT = Soi
= Soi—Ro1
= (S—R)oi

et puisque Qo (S —R) = 0, 'application S—7R est a valeurs dans 7m (/). Par conséquent,
l'opérateur =1 o (S — R) appartient & L(G, H) et vérifie

(Ito(S=R)oi=I"roloT =T,
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ce qui suffit.

f) im(A) = ker(B). Démontrons inclusion C. Si lapplication T appartient a
L(F,H), alors Bo A(T) = B(G,H). En effet, il existe une application S appartenant
4 L(G, 1, Hy) telle que T o T = S o et une application R appartenant & L(E, [T, Hy)
telle que Q o S = Roq. Il s’ensuit que

BoA(T) = B(R+B(E,H))
= (Roq)+ B(G,H)
= (QoS)+B(G,H)
= (pkH+1,k 0 Sk+1 — Sk)ken + B(G, H)
= B(G,H).

Etablissons I'autre inclusion. Si I'application T" appartient a Ext(E, H), alors
T=T+B(E,H) avec T € L(E,[I; Hg) et si T vérifie

B(T) = (T oq) + B(G, H) = B(G, H),
alors

Ja(qs(T)) = ja(T oq

Par conséquent, I'application ¢.3(7) appartient a ker(jgo) = im(Qg) et il existe un
opérateur Ry appartenant a L(G, I, Hy) tel que QF(Ro) = ¢«3(7). On en déduit que

Qi) = (i3 0 Qg)(Ro)
= (ix30q:3)(7T)
— 0,

c’est-a-dire que l'application i.o(Ry) appartient a ker(Q%) = im([}) et il existe un
opérateur Ty appartenant a L(F, H) tel que I;(Ty) = ix2(Ry). On a A(Ty) = T, car
I7.(Th) = ix2(Ry) d'une part, Q5 (Ro) = ¢q.3(7) d’autre part, et T =7 + B(E, H), ce qui
suffit.

Vu les points a),b),c),d),e),f), la conclusion s’ensuit aussitot. [
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