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Introduction

On peut estimer que le nombre de legons & consacrer a ces deux fascicules d’algebre
sera a peu prés le méme que celui accordé précédemment a l'algébre et a 'arithmétique
ensemble.

Le mot abscisse parait provenir des Italiens CAVALIERI (1598-1647) en 1635 et ANGELI
(1623-1697) en 1654. Le mot coordonnée est di (1694) & LEIBNIZ (1646-1716).

1 A propos des équations du second degré
Comparer les racines de 1’équation
ar® +br+c=0 (*)

a un nombre « donné, sans calculer les racines.
Solution :
Si 1 et x5 sont les racines de 'équation (*) et si nous posons

Y1 — &1 — &, Y2 =T2— G,
alors les propositions suivantes sont équivalentes :

ri=a<y; =0
r<aey <0 (i=1oui=2)
T >a<sy; >0

Pour connaitre la situation de x; et x5 par rapport au nombre «, il suffit donc d’étudier
les signes de y; et yo. Mais y; et yo sont les racines de I’équation

y’ = Siy+ P =0



ou

=5 —2a,
P = (z1 — a)(ry — «)
=P—Sa+a®

1
= ~(ac® + ba +¢),
a
Dy =S} —4P, = (S — 2a)* — 4(P — Sa + a?)
=S —4P
D

a2

Nous constatons que les expressions suivantes ont le méme signe :

DletD,

Pl eta-f(Oz),
1

Sl et 55—05,

avec f(x) = az® + bx + ¢, et donc
f(a) = aa® + ba + c.

Donc pour comparer les racines de ax? + bz + ¢ = 0 & un nombre donné «, il faut d’abord
étudier les signes de

D, a- f(a), %S—a.
2 Un systéme différentiel

On considére les deux fonctions qui, pour une valeur ¢ de la variable réelle, prennent
les valeurs réelles x et y et qui vérifient

P do -0
dt2 ' dt Ty =5
y dy

W%—E%—y—x = 0.

Montrer que le régime décrit par ce systéme différentiel est amorti.



Solution. On met ce systéme sous forme canonique en prenant comme nouvelles incon-

dx

nuesu:—etv:—y soit
dt dt’
(dx
a "
d_u = 2r—-u+y
< dt ’
dy
a "
dv
7 = T—y—.
Et on calcule le polyndéme caractéristique de la matrice
o 1 0 0
-2 -1 1 0
A=1o o o 1|

1 0 -1 -1

c’est-a-dire le déterminant de la matrice A — AI (ou I est la matrice carrée unité d’ordre
4), soit

-2 1 0 0

-2 -2-1 1 0
f) = 0 0 -A 1

1 0 1 =A—1
=N 42N+ 4N+ 3\ + 2.

3 Quelques exemples d’analyse

3.1 Quelques ensembles

Définition 3.1.1. Si A C E, 'ensemble G|, défini par
G|A:GQ(A><F),
est évidemment encore un graphe de E dans F' qui s’appelle la restriction de G a A. Son
image im G| 4 s’appelle I'image (directe) de A par G et se note G(A). Si B C F', on appelle
image réciproque de B par G I'image G~'(B) de B par le graphe réciproque G~'. Par
conséquent,
GA)={beF:(FacA):(a,b) €G}
G 'B)={acE:(3beB):(ba) e G}
={a€ FE:(3be B):(a,b) € G}.
En particulier, si A = {a} ou a € E, G({a}) est appelée I"image de a par G. On notera
que G({a}) # 0 si et seulement si a € domG.
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3.2 Quelques limites

Exemple 3.2.1. Reprenons l'exemple de la fonction f de R? dans R définie par f (x) =
22+ 9. Sia = (a,as) € R? est donné, alors la fonction z; — 1? + ay est dérivable en a,
et y a pour dérivée 2a; et la fonction xo +— a? + x5 est dérivable en ay et y a pour dérivée
1. En conséquence,

Dif(a) = 2as, Dy f(a) =1
Soit L I’application linéaire de R? dans R définie par

h) = hyDyf(a) = 2a1hy + hy. (1)

On a grace a la relation
fla+h)— f(a) = L(h) = (a1 + h1)* + ag — a® — ay — 2a1hy — hy = h?,

et dés lors ) ) h2
i flet ) = fla) = L{h) _ Ay
h—0 |h]2 10 [h|y

3.3 Quelques séries

Proposition 3.3.1. Pour tout x € R, on a

Z ' = COoSZT + 18I .
k=0 )
Démonstration. On a, en effet, pour tout x € R, puisque i?* = (—1)¥ et que l'on peut

permuter 'ordre des termes dans les séries absolument convergentes,

2]+1 o0 (Zx)k

2]~|—1 k!

MS

cosz +isinx =

O

Gréce a la proposition [3.3.1] on est conduit a définir 'application ezponentielle imagi-
naire de R dans C par

[e.9]

expir =



3.4 Quelques intégrales
Théoréme 3.4.1 (Cauchy). Soit b € R et f la fonction définie par
flx) = (b—2)"",

ot p > 0. La fonction f est primitivable sur |—oo,b| et l'une de ses primitives est donnée
par la fonction F définie par F(z) = (p—1)"'(b—2)'" P sip# 1 et F(x) = —In(b—1x) si
p = 1. En conséquence, si a < b est donné, f est intégrable sur |a,c| quel que soit ¢ € ]a,b]
et

/ =10 — (b—a)7]

sip#1 et

/aczln(b—a)—ln(b—c)

sip = 1. Le théoréme de Hake montre alors que f est est intégrable sur |a, b| si et seulement
si p < 1, auquel cas

b
/ (b—2)Pdr=(1-p) ' (b—a)?.

Nous renvoyons le lecteur a [3], [11].

4 Deux tableaux

T —00 1—+3 0 1 2 1++3 400
F(x) ¥ + + 0 - - — 0 + + 7
1" (x) - - - - - 0 + 4+ + + +
f(z) a 0  max N\, PI N\, min A~ 0 Ve
—00 +00
Stock Hedge Shares Cost of Cumulative int.
Time price strategy purchased shares (10%) cost (10%)  cost
0 49 0 0 0 0 0
1 49.75 0 0 0 0 0
2 52 1 100,000 5,200 5,200 )
20 48.12 0 0 0 514.2




5 Quelques alignements

Soit (¢,), n > 0, la suite récurrente définie de la fagon suivante :
e on pose ¢y = a;
e pour tout n > 0 (et ¢, étant déja définie) on note p, 'unique polynéme de degré 1
tel que pn(cn) = f(cn), pu(b) = f(b); et on définit ¢, 1 par p,(cui1) = 0.
(o) Mettre explicitement cette récurrence sous la forme ¢, 11 = p(c,).

(8) Démontrer que (c¢,) est une suite strictement croissante contenue dans l'intervalle
[a, c].

(v) Démontrer que la suite (c,) converge vers ¢, et que, pour tout n > 0, on a

f(cn)

my

len — ¢ <
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L’image (1| est le logo de I'encyclopédie MathWorld.

7 Des figures avec TikZ

7.1 La somme de deux vecteurs
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7.2 Des figures imbriquées



Le graphique de la parabole d’équation y = 2% — 42 + 3
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