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Introduction
On peut estimer que le nombre de leçons à consacrer à ces deux fascicules d’algèbre

sera à peu près le même que celui accordé précédemment à l’algèbre et à l’arithmétique
ensemble.

Le mot abscisse paraît provenir des Italiens Cavalieri (1598–1647) en 1635 et Angeli
(1623–1697) en 1654. Le mot coordonnée est dû (1694) à Leibniz (1646–1716).

1 A propos des équations du second degré
Comparer les racines de l’équation

ax2 + bx+ c = 0 (*)

à un nombre α donné, sans calculer les racines.
Solution :
Si x1 et x2 sont les racines de l’équation (*) et si nous posons

y1 − x1 − α, y2 = x2 − α,

alors les propositions suivantes sont équivalentes :

xi = α⇔ yi = 0

xi < α⇔ yi < 0 (i = 1 ou i = 2)

xi > α⇔ yi > 0

Pour connaître la situation de x1 et x2 par rapport au nombre α, il suffit donc d’étudier
les signes de y1 et y2. Mais y1 et y2 sont les racines de l’équation

y2 − S1y + P1 = 0
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où

S1 = (x1 − α) + (x2 − α)
= S − 2α,

P1 = (x1 − α)(x2 − α)
= P − Sα + α2

=
1

a
(aα2 + bα + c),

D1 = S2
1 − 4P1 = (S − 2α)2 − 4(P − Sα + α2)

= S2 − 4P

=
D

a2

Nous constatons que les expressions suivantes ont le même signe :

D1 et D,
P1 et a · f(α),

S1 et
1

2
S − α,

avec f(x) = ax2 + bx+ c, et donc

f(α) = aα2 + bα + c.

Donc pour comparer les racines de ax2 + bx+ c = 0 à un nombre donné α, il faut d’abord
étudier les signes de

D, a · f(α), 1

2
S − α.

2 Un système différentiel
On considère les deux fonctions qui, pour une valeur t de la variable réelle, prennent

les valeurs réelles x et y et qui vérifient
d2x

dt2
+
dx

dt
+ 2x− y = 0,

d2y

dt2
+
dy

dt
+ y − x = 0.

Montrer que le régime décrit par ce système différentiel est amorti.
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Solution. On met ce système sous forme canonique en prenant comme nouvelles incon-

nues u =
dx

dt
et v =

dy

dt
, soit 

dx

dt
= u,

du

dt
= −2x− u+ y,

dy

dt
= v,

dv

dt
= x− y − v.

Et on calcule le polynôme caractéristique de la matrice

A =


0 1 0 0
−2 −1 1 0
0 0 0 1
1 0 −1 −1

 ,

c’est-à-dire le déterminant de la matrice A − λI (où I est la matrice carrée unité d’ordre
4), soit

f(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0 0
−2 −λ− 1 1 0
0 0 −λ 1
1 0 −1 −λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ4 + 2λ3 + 4λ2 + 3λ+ 2.

3 Quelques exemples d’analyse

3.1 Quelques ensembles

Définition 3.1.1. Si A ⊂ E, l’ensemble G|A défini par

G|A = G ∩ (A× F ),
est évidemment encore un graphe de E dans F qui s’appelle la restriction de G à A. Son
image imG|A s’appelle l’image (directe) de A par G et se note G(A). Si B ⊂ F , on appelle
image réciproque de B par G l’image G−1(B) de B par le graphe réciproque G−1. Par
conséquent,

G(A) = {b ∈ F : (∃ a ∈ A) : (a, b) ∈ G}

G−1(B) = {a ∈ E : (∃ b ∈ B) : (b, a) ∈ G−1}
= {a ∈ E : (∃ b ∈ B) : (a, b) ∈ G}.

En particulier, si A = {a} où a ∈ E, G({a}) est appelée l’image de a par G. On notera
que G({a}) 6= ∅ si et seulement si a ∈ domG.
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3.2 Quelques limites

Exemple 3.2.1. Reprenons l’exemple de la fonction f de R2 dans R définie par f(x) =
x21 + x2. Si a = (a1, a2) ∈ R2 est donné, alors la fonction x1 7→ x21 + a2 est dérivable en a1
et y a pour dérivée 2a1 et la fonction x2 7→ a21 + x2 est dérivable en a2 et y a pour dérivée
1. En conséquence,

D1f(a) = 2a1, D2f(a) = 1.

Soit L l’application linéaire de R2 dans R définie par

L(h) =
2∑

k=1

hkDkf(a) = 2a1h1 + h2. (1)

On a grâce à la relation (1)

f(a+ h)− f(a)− L(h) = (a1 + h1)
2 + a2 − a21 − a2 − 2a1h1 − h2 = h21,

et dès lors
lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− L(h)
|h|2

= lim
h→0

h21
|h|2

= 0.

3.3 Quelques séries

Proposition 3.3.1. Pour tout x ∈ R, on a

∞∑
k=0

(ix)k

k!
= cosx+ i sinx.

Démonstration. On a, en effet, pour tout x ∈ R, puisque i2k = (−1)k et que l’on peut
permuter l’ordre des termes dans les séries absolument convergentes,

cosx+ i sinx =
∞∑
j=0

(ix)2j

(2j)!
+
∞∑
j=0

(ix)2j+1

(2j + 1)!
=
∞∑
k=0

(ix)k

k!

Grâce à la proposition 3.3.1, on est conduit à définir l’application exponentielle imagi-
naire de R dans C par

exp ix =
∞∑
k=0

(ix)k

k!
.
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3.4 Quelques intégrales

Théorème 3.4.1 (Cauchy). Soit b ∈ R et f la fonction définie par

f(x) = (b− x)−p,

où p > 0. La fonction f est primitivable sur ]−∞, b[ et l’une de ses primitives est donnée
par la fonction F définie par F (x) = (p− 1)−1(b− x)1−p si p 6= 1 et F (x) = − ln(b− x) si
p = 1. En conséquence, si a < b est donné, f est intégrable sur [a, c] quel que soit c ∈ ]a, b[
et ∫ c

a

f = (p− 1)−1[(b− c)1−p − (b− a)1−p]

si p 6= 1 et ∫ c

a

= ln(b− a)− ln(b− c)

si p = 1. Le théorème de Hake montre alors que f est est intégrable sur [a, b[ si et seulement
si p < 1, auquel cas ∫ b

a

(b− x)−p dx = (1− p)−1(b− a)1−p.

Nous renvoyons le lecteur à [3, 11].

4 Deux tableaux

x −∞ 1−
√
3 0 1 2 1 +

√
3 +∞

f ′(x) + + + 0 − − − 0 + + +
f ′′(x) − − − − − 0 + + + + +

f(x) ↗ 0 ↗ max ↘ P.I. ↘ min ↗ 0 ↗
_ _ 2 _ 0 ^ −2 ^ ^

−∞ +∞

Stock Hedge Shares Cost of Cumulative int.
Time price strategy purchased shares (103) cost (103) cost
0 49 0 0 0 0 0
1 49.75 0 0 0 0 0
2 52 1 100,000 5,200 5,200 5
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
20 48.12 0 0 0 514.2
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5 Quelques alignements
Soit (cn), n ≥ 0, la suite récurrente définie de la façon suivante :
• on pose c0 = a ;
• pour tout n ≥ 0 (et cn étant déjà définie) on note pn l’unique polynôme de degré 1

tel que pn(cn) = f(cn), pn(b) = f(b) ; et on définit cn+1 par pn(cn+1) = 0.

(α) Mettre explicitement cette récurrence sous la forme cn+1 = ϕ(cn).
(β) Démontrer que (cn) est une suite strictement croissante contenue dans l’intervalle

[a, c].
(γ) Démontrer que la suite (cn) converge vers c, et que, pour tout n ≥ 0, on a

|cn − c| ≤
f(cn)

m1

.

6 Quelques images
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Figure 1 – MathWorld

L’image 1 est le logo de l’encyclopédie MathWorld.

7 Des figures avec TikZ

7.1 La somme de deux vecteurs

O A

B C

7.2 Des figures imbriquées
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7.3 Le graphique de la parabole d’équation y = x2 − 4x+ 3

x

y

1

1

7.4 Trois fonctions

x

y

cos 2x

2 sinx

|x2− x− 2|
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