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Introduction

Ce livre contient la premiere partie du cours d’analyse mathématique que j’enseigne
en premiere candidature en sciences mathématiques ou en sciences physiques. La
deuxieme partie concerne le calcul intégral et fait 'objet d’un volume séparé.

Comme tout cours d’initiation a I'analyse, il développe essentiellement une de-
scription de I'espace euclidien R™ de dimension n ainsi qu’une étude de la continuité,
de la dérivabilité et de la primitivabilité des fonctions, et se termine avec la con-
sidération des équations différentielles linéaires a coefficients constants et de quelques
équations différentielles ordinaires.

En rédigeant ces notes, j'ai désiré rencontrer le souhait émis par les étudiants de
disposer d’un texte proche de la matiere enseignée. Je n’ai pu cependant m’empécher
d’y inclure quelques compléments théoriques (parfois présentés sous la forme d’exe-
rcices).

Ces notes sont complétées par un Cahier d’Exercices. C’est la raison pour
laquelle elles ne contiennent pas beaucoup d’exemples et exercices, malgré I'impor-
tance que je leur accorde.

Les textes placés entre les symboles “x —” et “«— %” font appel a de la matiere
ultérieure et sont a réserver pour une deuxieme lecture.

J. Schmets
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Chapitre 1

Théorie naive des ensembles

1.1 Introduction

Les processus fondamentaux des mathématiques sont
a) introduire des objets dits mathématiques,
b) démontrer que certaines relations entre ces objets sont vraies; on dit que ce sont
des théoremes.

Les objets mathématiques sont les nombres, les fonctions, les fonctions con-
tinues, les fonctions dérivables, les fonctions intégrables, ... Les relations sont les
assertions (qui peuvent donc étre vraies ou fausses) qu'on peut formuler sur ces
objets. Les vraies ou théorémes sont celles qu’on démontre, c¢’est-a-dire qu’on peut
déduire logiquement d’'un certain nombre d’axiomes. Les axiomes sont la formula-
tion mathématique des propriétés “évidentes” des étres auxquels on désire appliquer
les mathématiques.

Il ne faut pas voir dans ce qui précede des définitions correctes du point de vue
logique mais seulement une introduction imagée qui se précisera au fur et a mesure
des études. En fait, la logique mathématique et la théorie formelle des ensembles
constituent des domaines fort abstraits et demandent de longs développements. Il
n’est donc pas possible de les voir, en premiere candidature, comme introduction a
un cours d’analyse mathématique.

Cependant la logique mathématique et les propriétés de la théorie des ensembles
sont fondamentales en mathématiques et tout au long de ce cours, nous allons les
utiliser. La méthode utilisée consiste, si cela est possible, a introduire les notions
de maniere définitive et d’en étudier les propriétés de maniere rigoureuse. En cas
d’impossibilité, le fait est mentionné clairement, le vocabulaire correct est intro-
duit et les regles d’utilisation sont précisées, réservant la justification a une étude
ultérieure.
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1.2 Quelques locutions et symboles

En ce qui concerne la logique mathématique, nous allons nous limiter a introduire
un vocabulaire correct et les regles d’utilisation de ce vocabulaire.

Soient des relations R, S.

a) La “négation de R’ est désignée généralement par I'assemblage ‘R”, c’est-a-
dire “R superposé de /7. On recourt aussi souvent a des notations différentes telle
que “non R”, “=R”.

Une relation est fausse si sa négation est vraie; elle est vraie si sa négation est
fausse.

b) “R ou S” est une relation qui est vraie si 'une au moins des relations R, S
est vraie.

Par exemple, si R est la relation “5 est strictement inférieur a 6”7 et si S est la
relation “5 est égal a 67, la relation “R ou S” est la relation “5 est inférieur ou égal
a 6”7 et est donc vraie.

En logique et en mathématique, le mot ou est toujours pris au sens non disjonctif.
Il faut donc recourir a une périphrase pour traduire le ou disjonctif de la langue
francaise.

Ces méthodes fondamentales de construction de relations permettent d’en intro-
duire d’autres qui jouent un role tout aussi important.

a) “R et S” est une relation qui est vraie si les deux relations R, S sont vraies.
En fait, “R et S” est défini comme étant la relation

“Ret §” = “~(~R ou —S)".

Par exemple, si R est la relation “r est un multiple de 2”7 et si S est la relation
“r est un multiple de 37, la relation “R et S” est vraie si “r est un multiple de 6”.
Cela étant, on a
““(R et S)” = “=R ou =57

et
“~(Rou )" = “~R et 5.

b) “R = 5" qui se lit “R implique S” est la relation
“‘R= 5" = “Sou-R".

Elle exprime que si R est vrai, alors S est vrai.

c) “R< S” quise lit “R si et seulement si S” est la relation

‘R S”"=“R=S5S e S=R".



1.3. Ensembles 3

1.3 Ensembles

1.3.1 Définition

En ce qui concerne les ensembles, nous allons recourir a la “théorie naive des
ensembles”. Le point de vue naif consiste a introduire la notion d’ensemble de
maniere vague, puis d’en donner les propriétés sans démonstration. Cette maniere
vague peut définir un ensemble comme étant une notion fondamentale qui jouit
de propriétés particulieres ou comme étant la collection des étres mathématiques
qui vérifient une propriété. (Remarquons de suite que cette deuxieme maniere de
procéder n’est en aucune sorte une définition: elle définirait la notion “ensemble”
par une autre “collection” qui n’a pas été définie auparavant.)

Cependant cette notion d’ensemble n’est pas que formelle; elle procede en fait
d’une base intuitive. Pour s’en assurer, il suffit de considérer ’ensemble des nombres
réels, ’ensemble des nombres complexes, ...

Un ensemble est déterminé par ses éléments qui sont donnés indifféremment

a) d’une maniere explicite, ¢’est-a-dire par un symbole individuel tel que 1, 2, 3, ...

b) par un symbole générique affecté d’indices variant dans des ensembles: on trouve

par exemple x;, Ty, ...

¢) par un symbole générique seulement s’il n’est pas nécessaire de les distinguer.
Un ensemble est donné indifféremment

a) de maniere explicite en donnant la liste complete de ses éléments placés entre ac-
colades et séparés par un symbole approprié (trés souvent une virgule): par exemple
{1,2,3}. Bien sur, cette maniere explicite ne peut étre utilisée que pour les ensembles
“finis”; aussi on accepte également de suggérer la liste des éléments de I’ensemble en
recourant aux trois points de suspension. Ainsi, {a,b,...,z} représente I'ensemble
des lettres de 'alphabet et {1,2,3,...} représente 1’ensemble des nombres entiers
supérieurs ou égaux a 1. (Les trois points de suspension doivent évidemment avoir
une signification claire.)

Un singleton est un ensemble contenant un et un seul élément. Si a est cet
élément, le singleton peut donc étre noté {a}.

b) en plagant entre accolades le symbole générique suivi d'un symbole approprié
(tres souvent “:”) puis la propriété qui caractérise ses éléments. On obtient de la
sorte une formule du genre { z : P} qui se lit “ensemble des z tels que P”;

c¢) par un symbole (généralement une lettre majuscule) s’il n’est pas nécessaire d’en
détailler les éléments. En particulier, certains symboles réferent a des ensembles
précis; on trouve notamment:

N = ensemble des nombres entiers supérieurs ou égaux a 0,

Ny = ensemble des nombres entiers supérieurs ou égaux a 1,
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7Z = ensemble des nombres entiers positifs, nul ou négatifs,
R = ensemble des nombres réels,
Q = ensemble des nombres réels rationnels,

C = ensemble des nombres complexes.

1.3.2 Relations entre éléments et parties d’'un ensemble

Soit A un ensemble.

a) Appartenance. Nous écrivons a € A pour signaler que a est un élément de
A. La formule a € A se lit “a est un élément de A” ou “a appartient a A”. On
trouve aussi ’écriture A 3 a qui se lit “A contient a”.

Si a n’est pas élément de A, nous écrivons a & A, ce qui se lit “a n’est pas élément
de A” ou “a n’appartient pas a A”. On trouve aussi A Z a qui se lit “A ne contient
pas a”.

b) Inclusion. Si B est un ensemble, nous écrivons B C A pour signaler que
tout élément de B appartient a A. La formule B C A se lit “B est inclus dans A”
ou “B est un sous-ensemble de A” ou “B est une partie de A”. On trouve aussi la
notation A D B qui se lit “A contient B”.

Sinon nous écrivons B ¢ A, ce qui se lit “B n’est pas inclus dans A”.

c) Egalité. Si a et b sont deux éléments de A, nous écrivons a = b pour signaler
qu’il s’agit du méme élément. La formule a = b se lit “a est égal a b”. De méme, si
A et B sont des ensembles, nous écrivons A = B si tout élément de A est élément
de B et inversement. Cette notation A = B se lit “A est égal a B”. Elle a donc lieu
si et seulement siona A C B et B C A.

Si a, b désignent deux éléments distincts de A, nous écrivons a # b, ce qui se lit
“a differe de b”. Si les ensembles A, B ne sont pas égaux, nous écrivons A # B, ce
qui se lit “A différe de B” ou “A n’est pas égal a B”.

d) Ensemble vide. Tout ensemble A contient trivialement deux parties, a savoir
A lui-méme et 'ensemble vide, noté (), ensemble conventionnel qui ne contient pas
d’élément.

e) Ensemble des parties. Etant donné un ensemble A, p(A) désigne ’ensemble
des parties de A.

1.3.3 Ensembles associés a des ensembles

A des parties A et B de I’ensemble X, on associe les parties suivantes de X.

a) Union. L'union AUB de A et B est ’ensemble des éléments qui appartiennent
a A ou a B, c’est-a-dire a 'un au moins des ensembles A, B. La notation AU B se
lit “A union B”.
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b) Intersection. L’intersection AN B de A et B est I'ensemble des éléments
qui appartiennent a A et a B. La notation AN B se lit “A inter B”.

c) Différence, complémentaire. La différence A\ B de A et B est ’ensemble
des éléments de A qui n’appartiennent pas a B. La notation A\ B se lit “A moins
B”. Si B est inclus dans A, on écrit parfois C4B a la place de A\ B. La notation
CaB se lit “complémentaire de B dans A”.

d) Différence symétrique. La différence symétrique AAB de A et B est
I’ensemble des éléments de A U B qui n’appartiennent pas a AN B. On a donc

AAB = BAA = (A\B)U(B\ A).

1.3.4 Inclusions et identités remarquables

Les opérations U, N, \, C et A se combinent entre elles pour donner lieu a
un véritable calcul entre ensembles. Certaines de ces opérations constituent des
inclusions et identités remarquables qui permettent souvent d’alléger les autres
opérations. Voici les plus importantes d’entre elles.

Proposition 1.3.4.1 Si A, B, C sont des parties de [’ensemble X, on a les
propriétés suivantes:
a) CxX =10, Cx0 =X,
b) CxCxA = A,
c) AUCxA=X, AnNCxA=0,
d) AcB=(AuC cC BUCQO),
)

ACB= (AnCCBNC(O),
(ACB,BCc(C)=ACC,
e) ANBCAC AUB,
fYAcB< (AUB=B) <& (AnB=A)
~ C)(ADCXB
En particulier, on a AUA=A, ANA=A, 0UA=A, INA=0, AUX =X
et ANX =A.
g) (CCcACCB) =
(AcCc,Bc(C) =
h) AUB=BUA, AuU(BUC)=(AUuB)UC,
ANB=BnNA, An(BNnC)=(AnB)NC,
i) AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC),

C CANB),
AUB C (),

o~ o~~~
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j) Cx(AUB)=(CxA)N(CxB),

Quelques remarques s’imposent.

a) Les formules h) permettent de donner un sens aux notations AU B U C et
AN BNC, a savoir

AUBUC=AU(BUC)=(AUuB)UC

et
ANBNC=ANn(BNC)=(AnB)NnC.

b) Par contre, les formules 1) établissent clairement que des notations telles que
AUBNC et AN BUC sont totalement dénuées de sens et doivent étre proscrites.

c¢) Ces propriétés donnent lieu a la loi de dualité ou loi de Morgan: si on a une
relation A C (resp. =; D) E1 ot A est une partie de l’ensemble X et ou Ey est une
expression qui ne fait intervenir que des parties de X et les symboles U et N, on a
également X \ A D (resp. =; C) Ey ou Ey désigne lexpression qu’on obtient a partir
de Ey en remplacant chaque partie de X par son complémentaire dans X, U par N
et N par U respectivement.

Ezercice.  Vérifier que
a) ANAB=BAA

b) AAD=A
JAAX=X\A
AANA=

e) AN(X\A) =X
) (AAB)AC=(BAC)AA=(CAA)A B et cet ensemble est égal a

(AwBUCQLMB\qu»LKC\muBnLNAmBmC)

1.3.5 Union et intersection de plusieurs ensembles

Soit X un ensemble.

Nous venons de donner un sens a des notations telles que AUBUC et ANBNC,
si A, B, C sont des parties de X.

Plus généralement, si J est un ensemble et si, pour tout j € J, A; est une partie
de X, on introduit

a) l'union Uje A, des A; comme étant I'ensemble des éléments qui appartiennent a
I'un au moins des ensembles A,
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b) lintersection NjcyA; des A; comme étant 'ensemble des éléments qui appartien-
nent a chacun des ensembles A;.

En particulier (et ce sera souvent ce cas qui arrivera dans la suite), J peut étre
une partie de N. Nous utilisons alors les notations suivantes: si p et ¢ sont des
entiers tels que p < ¢, chacune des notations

U4, 4Au...u4,
désigne 'union des ensembles A4,, ..., A, tandis que chacune des notations
(4, An..n4,

désigne leur intersection. Si p est un entier, U2 A; désigne I'union des ensembles
Ap, Aptr, - et NFZ,A; leur intersection.

Deux parties A, B d’'un méme ensemble X sont disjointes si leur intersection est
vide. Plus généralement, des parties (Aj)je ; d’un méme ensemble X sont disjointes
deur a deuz si A, N A; = 0 pour tous k, [ € J tels que k # .

Cela étant, des parties (Aj)j ¢, d'un méme ensemble X constituent une partition
de X si elles sont disjointes deux a deux et constituent un recouvrement de X (c’est-
a-dire que leur union contient X).

1.3.6 Produits finis d’ensembles

Si Ay, ..., Ay sont des ensembles en nombre fini, leur produit, noté indifférem-
ment

J
A1X"'XAJ ou HAJ

j=1
est 'ensemble dont les éléments sont les J-uples ordonnés (ay,...,a ) tels que a; €
Ay, ...,a5 € Ay

Siona A; =...=A; = A, il est plutot noté A7.

1.4 Quantificateurs

Signalons a présent deux quantificateurs qui sont introduits en logique mathé-
matique:

a) V qui se lit “pour tout”,
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b) 3 qui se lit “il existe”.
Ils sont a la base de la plupart des raisonnements et apparaissent le plus souvent
dans des assertions telles que

‘VYre A ona R’ et “dre A tel que R”.

Ces deux assertions ne sont pas indépendantes car la négation de la premiere est
“dr € A tel que =R et celle de la seconde “Vx € A, on a ~R”.
Des lors, par exemple, la négation de I'assertion

“Yr e A, dy € B tel que R”

est
“Jr € A tel que, Vy € B, on a ~R”.

1.5 Applications

1.5.1 Définition

Définitions. Soient A, B deux ensembles. Une application f de A dans B
est une loi qui, a tout élément a de A, associe un élément f(a) de B. On écrit
explicitement

f:A—= B aw— f(a)
mais parfois on se contente d’une des notations moins explicites suivantes
f:A—= B ou f:aw— f(a)

si aucune ambiguité ne peut en résulter.
Une fonction définie sur A est une application de A dans C.

Exemple. Etant donné un ensemble A, l"application identité de A, notée idy,
est définie par
dy: A— A ara.

Définition.  Le graphe de I'application f de A dans B, noté G(f) ou méme
G si aucune ambiguité sur f n’est possible est ’ensemble

G(f) = {(a, f(a)) - a € A};

c’est donc une partie de A x B.
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Proposition 1.5.1.1 Une partie G de A X B est le graphe d’une application de
A dans B si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(a) Va € A,3b € B tel que (a,b) € G,
(b) ((&7 bl)v (ava) S G) = b1 = bg.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire. Pour établir sa suffisance, il
suffit de vérifier que I'application f de A dans B qui, a tout a € A, associe I’élément
unique b € B tel que (a,b) € G, a G pour graphe.y

Remarque.  En fait, on peut définir le concept d’application de A dans B comme
étant une partie G de A x B qui vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition précédente.
Cela évite de devoir définir les applications en recourant au mot “loi” qui lui n’a pas été
défini. Cependant, dans une premiere étude des applications, il semble plus adéquat de
recourir aux “lois”.

Définitions.  Soit f une application de A dans B.

Si A’ est une partie non vide de A, 'ensemble { f(a) : a € A’} est noté f(A’) et
est appelé image de A’ par f ou plus précisément image directe de A" par f. En
particulier, pour tout a € A, {f(a)} est I'image de {a}, f(a) étant appelé la valeur
de f en a. De plus, nous posons f(0) = 0.

Définition.  Si B’ est une partie de B, 'ensemble { a € A : f(a) € B’} est noté

-1

f(B) ou fY(B)

et est appelé image inverse de B’ par f; en particulier, pour tout b € B, I'image
inverse de {b}, & savoir

FH{0}) ={a€ A: fa) =0},

est un ensemble qui peut contenir plus d’un élément ou étre vide. On écrit bien
souvent f~1(b) a la place de f~1({b}). Il est clair que f~1(() = 0.

Proposition 1.5.1.2 Si f est une application de A dans B,
a) A CA"C A= f(A) C f(A"),
b) BBc B"c B= f~YB')c f1(B"),
c) laloi f qui, a toute partie A" de A, associe la partie f(A") de B est une application
de p(A) dans p(B),
d) la loi f~1 qui, a toute partie B' de B, associe la partie f~Y(B') de A est une
application de p(B) dans p(A),
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e) A; C A pour tout j € J implique

f (U Aj> =J ) et f (ﬂ Aj) c () f(4)),

jeJ jeJ jeJ jeJ

f) B; C B pour tout j € J implique

7 (U Bj> =Jr'®) et (ﬂ Bj) =/ '(B)),

jed jeJ jeJ jed
g) pour tout A’ C A et tout B C B, on a

JLANA) T B\ f(A) et [T{(B\B')=A\["(B)a

Remarque.  On a I’habitude de retenir les points e), f) et g) ci-dessus en disant que
“pour les images inverses, les symboles U, N et \ se comportent bien tandis que pour les
images directes tout va mal sauf pour U”.

Remarque.  Voici un exemple d’application f pour laquelle I'image f ([ jeJ A;) differe
de (Vs f(4;). Wsuffit de prendre A = {0,1}, B = {0} et de définir f par f(0) = f(1) = 0.
De fait, il vient f({0} N {1}) =0 et f({0}) N f({1}) = B.

En voici un autre exemple qui ne fait pas intervenir (). 11 suffit de poser A = {1, 2,3},
B ={1,2}, f(1) =1, f(2) =2 et f(3) = 1. En effet, il vient alors f({1,2} N{2,3}) = {2}
et f({1,2})Nf({2,3}) = B.

Définition. Etant donné les aplications f: A — Bet g: B — C, il est clair
que la loi

gof:A—C awg(f(a))

est une application de A dans C. Elle est appelée composition de f et de g et est
souvent notée g(f).

Proposition 1.5.1.3 Etant donné f: A — B et g: B — C, et une partie C' de
C, ona

(go /) ™MC) = (f"og ") (C)a
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1.5.2 Injections, surjections et bijections

Définitions.  Une application f de A dans B est une

a) injection si 'image inverse de tout élément de B contient un élément au plus; il
revient au méme de dire que, si deux éléments de A ont méme image, alors ils sont
égaux, ou que les images de deux éléments distincts de A sont différentes,

b) surjection, on dit aussi une application de A sur B, sion a f(A) = B, c’est-a-dire
que, pour tout b € B, il existe a € A tel que f(a) = b,

¢) bijection, on dit aussi une correspondance biunivoque, si f est a la fois une injection
et une surjection. Remarquons immédiatement qu’alors la loi qui, a tout élément de
B, associe I'élément unique de A dont il est 'image est également une bijection de
B sur A: on la note f~! et cela ne cause pas d’ambiguité.

Proposition 1.5.2.1 Une application f: A — B est
a) injective si et seulement s’il existe une application g: B — A telle que go f = id 4,
b) surjective s’il existe une application g: B — A telle que f o g =idp,
x — la réciproque ayant lieu si on admet ['aziome du choix < x,

c) bijective si et seulement s’il existe des applications g: B — A et h: B — A telles
que go f =1ida et foh =1idg. De plus on a alors g = h.

Preuve.  a) La condition est nécessaire. Choisissons un point ag de A. On
vérifie de suite que g: B — A défini par g(f(a)) = a pour tout a € A et g(b) = ayp
pour tout b € B\ f(A) convient. La condition est suffisante car, si les points a;, as
de A ont méme image, il vient a; = g(f(a1)) = g(f(az)) = as.

b) De fait, pour tout b € B, on a f(g(b)) = b.

*x — Inversement, I'axiome du choix affirme 'existence d’une application g: B —
A telle que g(b) € f~1({b}) pour tout b € B. + x

c¢) La condition est nécessaire. Il suffit de définir g et h par g(f(a)) = h(f(a)) = a
pour tout a € A. La suffisance de la condition résulte aussitot de a) et b).y

Proposition 1.5.2.2 Si les applications f: A — B et g: B — C sont injectives
(resp. surjectives; bijectives), il en est de méme pour go f g

* —

Définitions. L’ensemble A est en bijection ou en correspondance biunivoque
avec I'ensemble B, ce qu’on note A ~ B, s’il existe une bijection de A sur B. 1l
est clair que A est en bijection avec B si et seulement si B est en bijection avec A.
Ceci permet d’introduire la locution “A et B sont en bijection ou en correspondance
biunivoque” pour traduire ce fait.
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Remarque.  Le fait que deux ensembles soient en bijection ne signifie pas qu'’ils ont
le “méme nombre d’éléments”, ce qui serait du reste une notion a définir dans le cas des
ensembles non finis. Ainsi ’ensemble Ny est en bijection avec I’ensemble {2,4,6,...} des
entiers strictement positifs et pairs, comme 1’établit 'application f: n — 2n. De méme,
I'intervalle |0, 1] est en bijection avec l'intervalle ]a, b[ quels que soient a,b € R tels que
a < b, comme le montre lapplication f: z — a + (b — a)x. Cependant on peut établir
qu'un ensemble fini A est en bijection avec un ensemble B si et seulement si B est fini et
a le méme nombre d’éléments que A.

Proposition 1.5.2.3 a) Pour tout ensemble A, A ~ A.
b) Etant donné deux ensembles A et B, on a (A~ B) & (B ~ A).
¢) Etant donné des ensembles A, B et C,

(AB,B~(C)= (A~(C)q

Exemple. Siles ensembles A et B sont en bijection, alors les ensembles p(A)
et p(B) sont en bijection.

Proposition 1.5.2.4 Pour tout ensemble A, il n’existe pas de bijection de A sur

p(A).

Preuve.  Supposons qu’il existe une bijection f de A sur p(A). Posons A’ =
{a€ A:a¢ f(a)}. Bien sur, A" est une partie de A. Des lors, il existe un élément
a’ de A tel que f(a') = A’. Cet élément @’ doit alors appartenir & A ou a A\ A'.
Mais, d’une part, a’ € A’ ne peut avoir lieu car cela signifie que a’ n’appartient pas
a f(a') = A’ et, d’autre part, ' € A\ A’ ne peut avoir lieu car alors a’ appartient a
f(a') = A’. D’olt une contradiction.y

Lemme 1.5.2.5 (sandwich) Si les ensembles A, B, C' sont tels que A C C C
B et si A et B sont en bijection, alors A et C' sont en bijection de méme que C' et

B.

Preuve.  Soit f une bijection de A sur B. Posons Ay = f~'(C'\ A) et, pour tout
entier m > 1, A, = f~1(A,,_1). Cela étant, considérons 'ensemble A" = J7°_, A
ses éléments sont ceux de A auxquels correspondent successivement des éléments de
A puis un élément de C'\ A. Etablissons que f est une bijection de A’ sur A’U(C'\ A).
C’est une application de A’ dans A’ U (C'\ A) car, pour tout o’ € A’, il existe un
entier n € N tel que a’ € A, ce qui implique f(a’) € C'\ A si n est égal a 0 et
f(a') € A,—1 sinon. Il est alors clair que f est une injection de A’ dans A’U (C'\ A).
C’est aussi une surjection car, d'une part, pour tout ¢ € A’, il existe a € A tel que
f(a) = c et ainsi a appartient a A’ et d’autre part, pour tout élément de C'\ A, il
existe bien sur un élément a de A tel que f(a) = ¢, c’est-a~dire un élément de A,.
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De la, la loi g définie de A dans C par

gla) = f(a), Yae A
gla) = a, Va e A\ A,

est une bijection de A = A'U (A\ A) sur C = (A U(C\ A)U(A\A).
Enfin, comme on a A ~ B et A~ C, on a aussi C' ~ By

Théoréme 1.5.2.6 (Schroeder-Bernstein) S’il eziste une injection de l’en-
semble A dans l'ensemble B et une injection de B dans A, alors A et B sont en
bijection.

Preuve.  De fait, si f est une injection de A dans B et g une injection de B
dans A, f est une bijection entre A et son image B’, et g est une bijection entre B
et son image A’. Deés lors, go f est une bijection entre A et une partie de A, a savoir
go f(A). D'ou la conclusion par le lemme du sandwich.y

— %

1.5.3 Exemples d’ensembles en bijection

* —

Proposition 1.5.3.1 Toute partic A de R™ d’intérieur non vide est en bijection
avec R™.

Preuve.  D’une part, A est en bijection avec une partie de R"™, par exemple
avec A lui-méme au moyen de ’application identité. D’autre part, si zy est un point
intérieur a A, il existe r > 0 tel que b = {x: |z — x| < r} soit inclus dans A. Il
existe alors une injection de R™ dans la partie b de A, a savoir par exemple

frxe—xg+ra/(1+|x]),

comme on le vérifie aisément. D’ou la conclusion par le théoreme de Schroeder-
Bernstein g

Rappel. Rappelons que, mis sous forme décimale, un nombre réel n’admet qu’un
seul développement sauf dans les cas ou cette forme décimale se termine soit par une
suite illimitée de 9, soit par une suite illimitée de 0 auquel cas on a, par exemple,
a,a1...a,99... =aa1...(ap+1) si ap, #9.

Proposition 1.5.3.2 Quels que soient n, n' € Ny, les espaces R et R" sont
en bijection.
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Preuve.  Vu la proposition précédente, il suffit d’établir que, pour tout entier
n > 1, Uintervalle ouvert I = ]0,1[x - --x]0, 1[ de R™ est en bijection avec I'intervalle
ouvert J = ]0,1[ de R. Cela résulte d’une application du théoreme de Schroeder-
Bernstein. D’une part, 'application

fraxe (2,1/2,...,1/2)

est évidemment une injection de J dans I. D’autre part, au point © = (x1,...,x,) €
I dont les composantes s’écrivent

x;=0,j1J273 - - -

olu, pour éviter toute ambiguité, on convient d’éviter les suites illimitées de 9 dans
le développement décimal, associons le nombre

0,1121 e TL11222 R 17 N
On voit aisément que cette loi est une bijection entre I et une partie de J .5

Remarque.  Cette derniére bijection est bien une bijection entre I et une partie de J
distincte de J et ne donne pas une solution au probleme posé car, par exemple, le nombre
0,0191919... € J n’est I'image d’aucun élément de I C R?. En effet, il devrait provenir
du point (0,0999...;0,111...) = (0,1;0,111...) dont I'image est (0,1101010...).

Proposition 1.5.3.3 Pour tout n € Ny, on a R" ~ p(N).

Preuve.  Vu les propositions précédentes, nous avons R™ ~ ]0,1[. On conclut
alors par le théoreme de Schroeder-Bernstein. D’ une part,

f:0xmoms . .. — {lay, 1o 29, 1oy w0z, .. .}

est une bijection entre |0, 1] et une partie de p(Np), comme on le vérifie aisément.
D’autre part,

g: A 0,a1a0a3. . .,
ona;, =0s1j¢& Aeta; =1sij € A est une bijection entre ©(Ny) et une partie de
j Jé i J ] @ p

10, 1], comme on le vérife de suite.y

Proposition 1.5.3.4 Pour tout n € Ny, l’ensemble des intervalles de R™ est en
bijection avec R™.



1.5. Applications 15

Preuve.  Vu les propositions précédentes, il suffit d’établir que ’ensemble des
intervalles de R™ est en bijection avec |0, 1[. Cela résulte du théoreme de Schroeder-
Bernstein. D’une part, tout intervalle de R™ peut étre caractérisé par 2n nombres
ordonnés et 2n symboles ordonnés appartenant a {], [}, donc un point de R*" si on
convient, par exemple de remplacer | par —1 et [ par 1. Dés lors, par les propositions
précédentes, 'ensemble des intervalles de R™ est en bijection avec une partie de ]0, 1[.
D’autre part,

frax—]0,2] x - x]0, 2|

est visiblement une bijection entre ]0, 1] et une partie de I’ensemble des intervalles
de Rn]

Proposition 1.5.3.5 Pour tout n € Ny, ['ensemble des suites de R" est en
bijection avec R™.

Preuve.  Vu les deux premieres propositions de ce paragraphe, on est amené
a établir que 'ensemble des suites de ]0, 1] est en bijection avec |0, 1[. D’une part,
X+ x,T,T,...est une injection de |0, 1] dans I’ensemble des suites de |0, 1[. D’autre
part, a la suite (z,,) de |0, 1[ dont les éléments s’écrivent

meENy
T = O,a1a2a3 e
Ty = O,blbgbg e
r3 = 0,01C263 .

oll, pour éviter toute ambiguité, nous convenons d’éliminer les suites illimitées de 9,
associons le nombre

O,a1a2b1a3b2cl Ce

On voit aisément que cette loi est une bijection entre I’ensemble des suites de |0, 1|
et une partie de |0, 1[. D’ou la conclusion par le théoreme de Schroeder-Bernstein g

Proposition 1.5.3.6 Pour tout n € Ny, 'ensemble F(R"™) des fonctions définies
sur R™ est en bijection avec p(R™).

Preuve.  D’une part, toute fonction définie sur R"™ est caractérisée par son
graphe, qui est une partie de R""2 or o(R""2) est en bijection avec p(R™). D’autre
part, toute partie de R™ est caractérisée par sa fonction caractéristique, c’est-a-dire
par une fonction sur R" g

— %k
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1.5.4 Ensembles dénombrables

— %

Définitions. Un ensemble A est dénombrable s’il est en bijection avec une
partie de Ny, sinon il est dit non dénombrable.

Numeéroter les éléments d'un ensemble A, c’est donner une bijection d'un en-
semble du type {m € Ny : m <n} avec n € N ou de Ny sur A; on ne peut donc
numéroter les éléments d'un ensemble que si et seulement si celui-ci est dénombrable.

Pour établir qu'un ensemble est dénombrable, on fournit d’habitude un procédé
de numérotation de ses éléments. Pour établir qu'un ensemble n’est pas dénombra-
ble, on procede généralement par ’absurde.

L’existence d’ensembles non dénombrables semble a priori paradoxale car on
imagine assez aisément qu’il est possible de “numéroter successivement tous ses
éléments”.

Cependant p(N) n’est pas dénombrable car N n’est pas en bijection avec p(N).

Voici certainement ’exemple le plus fameux d’ensemble non dénombrable.

Proposition 1.5.4.1 L’intervalle |0, 1[ n’est pas dénombrable.

Preuve.  Procédons par I'absurde. On sait que |0, 1[ ne peut étre en bijection
avec une partie finie de Ny. Supposons que f soit une bijection de Ny sur |0, 1].
Le nombre 0,2122x3... ou x,, differe de la m-eéme décimale de f(m) et de 9 (si
on convient de représenter tout élément de ]0,1[ au moyen de son développement
décimal ol on rejette les formes qui contiennent une suite illimitée de 9), appartient
a 10, 1] et differe cependant de f(m) quel que soit m. D’ou une contradiction avec
la surjectivité de f.

En voici une démonstration transcendante. Il suffit d’établir que Ny n’est pas en
bijection avec |0, 1[. Or nous savons que ]0, 1[ et R sont en bijection, de méme que R
et p(Np). Les ensembles |0, 1] et p(Ny) sont donc en bijection. La conclusion provient
alors de ce que A et p(A) ne sont jamais en bijection, quel que soit I'ensemble A.y

Voici un critere tres important de dénombrabilité.

Critere 1.5.4.2 Si les éléments d’un ensemble A peuvent étre caractérisés par
un nombre fini d’indices (mais ce nombre d’indices peut varier d'un élément a
lautre) prenant leurs valeurs dans des ensembles dénombrables, alors A est dé-
nombrable.
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Preuve.  Soit a(ng,...,ny) la représentation annoncée des éléments de A ou
nous pouvons supposer que chaque indice n; varie dans une partie de Ny.

Pour tout n, soit A, l'ensemble des éléments de A dont la somme des indices
dans la représentation est égale a n. Bien str, chaque A, est fini et peut donc étre
numéroté.

On peut alors numéroter les éléments de A de la fagon suivante: on numérote
les éléments de Aq, puis ceux de A, et ainsi de suite.g

Proposition 1.5.4.3 a) Toute partie d’un ensemble dénombrable est dénombra-
ble.

b) Deux ensembles en bijection sont simultanément dénombrables ou non dénom-
brables.

c¢) Toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Preuve.  a) et b) sont immédiats.
¢) Si, pour tout m € Ny, I'ensemble A,, est dénombrable, on peut numéroter ses
éléments et obtenir

Am:{a:gm):ielm},

avec [,, C Ny. Mais alors, UX_, A,, est en bijection avec une partie de ’ensemble
{(m,i) : m,i € Ny}, qui est dénombrable par application du critere. D’ou la con-
clusion.g

Voici également un important critere de non dénombrabilité; on l'obtient de suite
en effectuant un raisonnement analogue a celui de la preuve du fait que ]0, 1] est
non dénombrable.

Critere 1.5.4.4 Si les éléments d’un ensemble A peuvent étre caractérisés par
une infinité d’indices prenant au moins deuz valeurs (un indice qui ne peut prendre
qu’une seule valeur peut évidemment étre ignoré: il ne joue aucun role), alors A est
non dénombrable.g

Proposition 1.5.4.5 L’ensemble des points rationnels de R™ est dénombrable
quel que soit n € Ny.

Preuve.  Rappelons quun point de R" est rationnel si chacune de ses com-
posantes est un nombre rationnel. Vu le critere de dénombrabilité, il suffit donc
d’établir que ’ensemble des points rationnels de R est dénombrable. Or un nom-
bre réel est rationnel si et seulement s’il peut s’écrire sous la forme (—1)"r/s avec
ie{l,2},reNetseNyy
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Proposition 1.5.4.6 a) L’ensemble des polynomes a coefficients dans 7. est
dénombrable. De la, l'ensemble des nombres algébriques (c’est-a-dire des zéros de
ces polynomes) est dénombrable.

b) L’ensemble des nombres transcendants est non dénombrable.

Preuve.  a) est une application immédiate du critere de dénombrabilité.
b) Un nombre transcendant étant un nombre réel qui n’est pas algébrique, la
conclusion provient de ce que R n’est pas dénombrable.g

— %



Chapitre 2

L’espace euclidien R"

2.1 Introduction

Pour n = 1, 2 ou 3, il existe des représentations géométriques bien connues et
commodes de I'espace euclidien R”, a savoir successivement
a) la droite orientée munie d’une origine et d’une unité, qui est une représentation
géométrique de R, I'’ensemble des nombres réels,
b) le plan muni d’un systéeme d’axes perpendiculaires avec unité, qui est une repré-
sentation géométrique de R? mais aussi de C, ’ensemble des nombres complexes,
c¢) l'espace physique rapporté a un systeme d’axes dextrorsum avec unité, qui est
une représentation géométrique de R3.

R R? R3
(0,1)
0 1 0 (1,0) 0
(1,0,0)
droite plan espace

Cependant les besoins de ’analyse mathématique et de ses applications a la
physique, la mécanique, la chimie, ... montrent qu’il est indispensable de sortir du
cadre de ces trois exemples. Ainsi la position d’un point matériel au repos dans
I'espace physique nécessite trois coordonnées en mécanique classique et deés lors R3
convient; mais s’il est en mouvement, on introduit une quatrieme coordonnée: le
temps. D’autres exemples, tres nombreux, seront introduits dans les autres cours.

Dans ce chapitre, notre but est de définir et étudier un espace R™ quel que soit
I'entier n € Ny. Bien str, pour n > 3, il n’y a plus de représentation graphique (mais
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déja la représentation graphique de R? sur un plan présente quelques difficultés). Des
lors, comment allons-nous procéder? La réponse est la suivante: nous allons définir
R™ et étudier cet espace par analogie avec ce qui se passe pour R, R? et R3. 11
s’ensuit que la définition de R™ et l'introduction des différentes notions que nous
allons étudier dans R™ doivent se faire de maniere purement analytique, tout en
étant une généralisation naturelle de ce qui se passe dans R, R? et R3,

Insistons immédiatement sur le fait suivant. Les représentations graphiques de
R, R? et R? sont tres utiles non seulement pour visualiser ce qui se passe dans ces
espaces, mais encore pour suggérer comment procéder dans R". Cependant un tel
dessin ne constitue jamais une preuve.

2.2 Espace R"

2.2.1 Définition

Définitions. Etant donné n € Nj, on appelle point de R™ tout ensemble
ordonné de n nombres réels. Si ry, ..., r, sont ces n nombres réels, on désigne le
point correspondant par

(ri,...,7n)

ou meme par un symbole unique tel que x si aucune ambiguité sur les r; n’est
possible, r; étant appelé la j-éme composante de x et noté

(2]

ou méme z; si aucune ambiguité n’est possible.
Quelques point particuliers de R™ regoivent une dénomination et une notation
spéciales: d’une part

0=(0,...,0)

est appelé origine de R™ et, d’autre part, pour tout j € {1,...,n},

est appelé j-eme point unité de R™. Il y a donc n points unité dans R".

Définitions.  L’espace euclidien R™ de dimension n est I’ensemble des points
de R™ muni des notions d’égalité, de combinaison linéaire et de produit scalaire que
nous allons introduire. En particulier, I’espace euclidien de dimension 1 est noté R
et non R!, notation qui va se justifier d’elle-méme tout aussitot.
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a) Egalité de deux points de R". Deux points x, y de R" sont égauz si, pour
tout j € {1,...,n},onaz; =y,

Par exemple, les points unité e; et e, de R" sont égaux si et seulement si j est
égal a k.

Remarque.  Pour définir I’égalité entre points de R™, nous nous sommes ramenés a
n égalités dans R. Insistons sur le fait que R a une structure beaucoup plus riche car on
y introduit aussi les notions de comparaison suivantes:
< (que nous lisons “inférieur ou égal a”),
< (que nous lisons “strictement inférieur a”),
> (que nous lisons “supérieur ou égal a”),
> (que nous lisons “strictement supérieur a”).

En ce qui concerne ces notions de comparaison, ’espace R devra toujours étre considéré
séparément.

b) Combinaison linéaire dans R". Etant donné z, y € R" et r € R, on
introduit les points rx et x + y de R” par

[raly = rlal; et [z 4yl =2l +yl;, Vie{l,...,n}

Plus généralement, si K est un nombre entier supérieur ou égal a 1, si xy, ..., Tx
sont des points de R™ et si 7y, ...rg sont des nombres réels, la combinaison linéaire
correspondante est le point de R™ dont la j-eme composante est donnée par

K
rfml; o i o] = Zﬁc [k 5
k=1

¢’est-a-dire par la combinaison linéaire correspondante des j-emes composantes des
points. Elle est notée

K
Ty + -+ Trgrr ou E TELk.
k=1
Les nombres 71, ..., rix sont appelés les coefficients de cette combinaison linéaire.

Remarque.  Pour définir la notion de combinaison linéaire dans R", nous nous som-
mes ramenés a n combinaisons linéaires dans R. De la sorte, si nous désirons identifier C
et R?, remarquons bien que nous n’avons introduit jusqu’a présent que les combinaisons
linéaires a coeflicients réels dans C. Rappelons que si

2= Rz,32) =Rz +iSz et 2/ = (R, 37) = R +iSY
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sont des nombres complexes, leur produit est le nombre complexe zz' défini par

22 = (MR — 3232, N2 + S2R2)

= RN — 3282 + (RS2 + J2RY).

Cela étant, si z1, ...z et c1, ...cx sont des nombres complexes, la combinaison linéaire
(& coefficients complexes) correspondante est bien str le nombre complexe

K
C121 + -+ CKZK = chzk.
k=1
Il s’agit 1la d’une opération spécifique a C, qui doit étre étudiée séparément.

On peut aussi introduire la notion de combinaison linéaire de parties de R™: si K
est un nombre entier supérieur ou égal a 1, si Ay, ..., Ax sont des parties non vides
de R™ et siry, ..., rg sont des nombres réels, la combinaison linéaire correspondante
est I’ensemble

K K
ZTkAk: {Zﬁgxki.%k EAk,VkG {1,,K}},
k=1 k=1

noté également r1 Ay + - - - + rgAg.
En particulier, si A est une partie non vide de R",

a) un translaté de A est une partie B de R™ pour laquelle il existe un point = de R"
tel que B = {z} + A, ce qu'on note plutoét B = = + A.

b) un homothétique de A est une partie B de R" pour laquelle il existe r € R tel
que B =rA.

c) Produit scalaire dans R™. Le produit scalaire des points x, y de R™ est le
nombre réel

(@, y) =2y + -+ Tl = D 2505
j=1
Par exemple, pour tout z € R”, on a

[m]j = <x7€j>7 Vj e {1,...,n},

et, par conséquent,
n

T = Z (x,€5) e;.

Jj=1
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Remarque.  Pour définir le produit scalaire dans R", nous nous sommes ramenés a
une somme de produits dans R.

Dans C, cette notion correspond a une notion peu utilisée.

Dans R et dans C, on introduit aussi la division par tout nombre non nul. Il s’agit 1a
d’une opération spécifique a R et C, qu’il faudra étudier séparément.

Voici quelques propriétés fondamentales du produit scalaire.

Proposition 2.2.1.1 Pour tous =, y, z € R" et tout r € R, on a
a)
b) (z,y) = (y,x), (c’est-a-dire que le produit scalaire est commutatif),
c) (rz,y) =r(z,y),
d) <fv+y, 2) = (2,2) + (y,2)

(x,z) > 0. De plus, (z,z) =0 a lieu si et seulement si x = 0.
(ra

Remarque.  Pour toutes combinaisons linéaires Z}-le rjr;j et Zszl skyi de points de
R™, on déduit aussitot de c) et d) la formule suivante

J K
<zrjxj,zskyk> z S
j=1 k=1

dans laquelle le choix du premier indice sommatoire est arbitraire, celui du second étant
libre également a condition de le prendre différent du premier.

2.2.2 Module d’un point

Définition.  Le module d’un point x de R™ est le nombre positif ou nul

On a donc notamment |0] = 0 et |e;| = 1 pour tout j € {1,...,n}.

Remarque. Pour n =1 et n = 2, on réobtient bien les notions de module introduites
dans R et dans C respectivement, a savoir

1 >
|:U|:{ v 33_0}’ Va € R,
—x si <0

et

|z] = v/ (R2)?2 + (32)?2, VzeC.

Passons aux propriétés du module.



24 2. L’espace euclidien R”

Théoreme 2.2.2.1 Pour tous points x, y € R", on a
a) [z =02 =0,
b) |rz| = |r||x|, VreR,
c¢) l'inégalité de Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < |z| |y|.
De plus, Uégalité |(x,y)| = |z||y| a lieu si et seulement si on a x =0 ouy = sx
avec s € R.

Preuve.  a) et b) sont triviaux.
¢) Si z est égal a 0, c’est trivial. Sinon, pour tout r € R, il vient

0§\m—|—y|2 = (re+y,rz+y)
= (z, )+ (z,y)r + (y,z) 7 + (y,y)
= [z r? +2(z,y)r+ |yl

Comme P(r) = |z|*r2 + 2 (x,y) r + |y|* est un trinéme du second degré en la vari-
able r dont le signe est constant, son réalisant est négatif: on a donc <x,y>2 —
|z |y|* < 0. La conclusion résulte alors aussitét d’un passage aux racines carrées
dans l'inéquation (z, ) < |z|* |y|*.

Passons a 'égalité. Si on a v = 0 ou y = sv avec s € R, on vérifie de suite
que 'égalité a lieu. Inversement, si I’égalité a lieu et si z differe de 0, P(r) est un
trinome du second degré qui admet un zéro double ry car son réalisant est nul. On
a alors |roz + y| = 0. D’ou la conclusion.g

Remarque.  a) Pour tous z, y € R, on a |(z,y)| = |zy| = |z| |y|.

b) Pour tous z, 2/ € C, on a |zZ/| = |z| |Z/].

Voici également d’autres propriétés fort importantes du module.

Proposition 2.2.2.2 Pour tous x, y € R", on a
a) |z;] < o] < D0 Jwwl, Vi<,
b) l'inégalité de Minkowski: |z + y| < |x| + |y].

Plus généralement, si Y, ..., ) sont des points de R™ et r, ..., r; des
nombres réels en nombre fini, on a

J
S et

J
<D Il [z9].
=1

j=1
De plus, Uégalité |x + y| = |z|+|y| a lieu si et seulement si on a x =0 ouy = rx

avec r > 0.

c) ||z] = |yl| < |x —yl|. De plus l’égalité ||x| — |y|| = |z — y| a lieu si et seulement si

onax=0 ouy=rx avecr > 0.
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Preuve.  a) est immédiat.
b) L'inégalité |x + y| < |x| + |y| s’obtient directement par passage aux racines
carrées dans

(r+yaz+y) = |2 +2(x,y) +y*
)* 4+ 2 [{z, v)| + |y|*

2 2
z|* + 22| [y + ly|” = (|| + |y])*.

|z +y|?

<
<

Le cas général s’obtient aisément par récurrence.
De plus, I'égalité |z + y| = |x| + |y| a lieu si et seulement si (x,y) est > 0 et égal
a |x| ly|, donc si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées
(i) (z,y) >0,
(ii) x =0 ouy = rz avec r € R.
La conclusion est alors immédiate.
c¢) De fait, de x = z — y + y, on tire de suite |z| < |z —y| + |y| donc |z| —
ly| < |z —y|. En permutant les roles de z et de y, on obtient de la méme maniere
lyl — |z| < |y — z| = |z — y|. D’ou la conclusion en ce qui concerne I'inégalité.
Passons a ’égalité. Elle a lieu si et seulement si I'une des égalités

lz| = |yl = |z —y| ou |yl —|z] =]z —y

a lieu. La premiere de ces égalités a lieu si et seulement si

lz] = |(z —y) +y| = |z —y| + |y,

c’est-a-dire si et seulement si on a x =y ou y = r(x — y) avec r > 0, ce qui revient
a la condition y = rx avec 0 < r < 1. Des lors, la seconde égalité revient a la
condition z = 0 ou y = rx avec 1 < r. D’ou la conclusion.y

2.2.3 Distance euclidienne

Définition. Une distance sur un ensemble non vide E est une loi d qui, a
tout couple ordonné z, y de points de E associe un nombre réel d(x,y), qui jouit des
propriétés suivantes:

a) d(z,y) >0,

b) d(x,y) = 0 si et seulement si x =y,

c) d(z,y) = d(y, z),

d) d(z,y) < d(x,z)+d(z,y), propriété connue sous le nom d’inégalité triangulaire.

Un ensemble non vide £ muni d'une distance d est un espace métrique; il est
noté (F,d).
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Proposition 2.2.3.1 La loi d qui, a tout couple ordonné x, y € R™, associe le
nombre d(z,y) = |x — y| est une distance sur R".

Preuve.  Cela résulte aussitot des propriétés du module.g
Définition. Cette distance d sur R" est appelée distance euclidienne.

Voici tout d’abord quelques propriétés générales vérifiées par tout espace métri-
que donc, en particulier, par R” muni de la distance euclidienne.

Proposition 2.2.3.2 Pour tous points x, y, z, t de l’espace métrique (E,d), on

|d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y)

et
ld(z,y) — d(z,t)] < d(z,2) +d(y,t).

Preuve.  La premiere inégalité résulte aussitot des inégalités
d(l’, Z) - d(Z, y) < d(ZE, y) et d(ya Z) - d(Z7 l’) < d(yvx)

qu’on obtient directement des relations c¢) et d) de la définition d’une distance. La
seconde inégalité résulte aussitot de

d(z,y) —d(z,t) < d(z,z) +d(z,t) +d(t,y) —d(z,1)

et
d(27t> - d(.’L’, y) < d(Z, LL‘) + d(fE, y) + d<y7 t) - d(x,y)..
Voici ensuite quelques propriétés particulieres relatives a la distance euclidienne.
Proposition 2.2.3.3 Pour tous points x, y, z de R™ et tout nombre réel r, on
a
a) d(rz,ry) = [r|d(z,y).

o

)
)
)
)

(@]

d(

d(x +y,y+ 2) =d(z, 2),

d(lz], [y]) < d(z,y),

d(zj,y;) < d(z,y) pour tout j € {1,...,n}.

o

Preuve.  Cela résulte aussitot des propriétés du module.g

Dans C, on a en outre la propriété suivante ou z = Rz — i3z désigne le nombre
complexe conjugué de z = Rz 4+ 1Sz € C.
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Proposition 2.2.3.4 Pour tous z, 2’ € C, on a d(z,2') = d(z,2')a
Enfin, en guise de complément, signalons les deux résultats suivants.

Ezercice.  Etant donné des points x, y, z de R™, établir que [’égalité
d(z,y) = d(z,z) + d(z,y)

a lieu si et seulement s’il existe un nombre réel r tel que 0 < r < 1 pour lequel z =
re+ (1 —r)y.

Suggestion. Pour ' = x — z et Yy = z — y, cette égalité s'écrit |2/ +1/| =
|z’| + |¢| et a donc lieu si et seulement si on a x = z ou z —y = r(z — 2) avec
r > 0, ce qui permet de conclure aussitot.y

Ezercice.  Etant donné des points x, y, z de R", établir que [’égalité
[d(z, z) — d(z,y)| = d(z,y)

a lieu si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifice

a) r =y,
b) il existe un nombre réel v <0 our > 1 tel que z =rx + (1 —r)y.

Suggestion.  Cette égalité a lieu si et seulement si une des égalités suivantes a
lieu d(z, z) = d(z,y) +d(y, 2), d(z,y) = d(z,z) + d(z,y). Or la premiere a lieu si et
seulement si y s’écrit y = rz + (1 — )z avec 0 < r < 1, c’est-a-dire si et seulement
si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée: (a) z =y, (b) z=rx+ (1 —r)y
avec r < 0. De la méme maniere, la deuxieme égalité a lieu si et seulement si 1'une
des deux égalités suivantes est vérifiée: (a’) x =y, (b") z =rz+ (1 —r)y avecr > 1.
D’ou la conclusion.

2.2.4 Intervalles et boules

Introduisons tout d’abord quelques parties remarquables de R.

Notations. Etant donné des nombres réels a, b tels que a < b, on introduit
les notations suivantes:

la,b] = {zeR:a<x<b}, Ja,+oo[ = {xeR:z>a},

[a,b] = {zeR:a<x<b}, [a,+o0] {zeR:z>a},

la,b] = {zeR:a<x<b}, |-o0,b] = {zxeR:z<b},

la, b] {reR:a<x<b}, |]-00,b] = {xzeR:z<b},
|—oo,+o0[ = R



28 2. L’espace euclidien R”

Définitions. Les intervalles de R sont les parties de R qui s’écrivent selon
une des notations que nous venons d’introduire. Si l'intervalle se présente sous 1'une
des formes

la,b[,[a,b],]a,b],[a,b],]a,+o0], [a, +00]
(resp. ]@7 b[ ) [a7 b] ) ]aa b] ) [a’ b[ ’ ]_007 b[ ) ]—OO, b])a

on dit que a est son origine (resp. que b est son extrémité).
Si un intervalle de R a une origine a et une extrémité b—il s’écrit donc |a, b|,
la,b], ]a, b] ou [a, b[—, sa longueur est égale a b — a.

Il y a deux manieres de généraliser ces concepts a R™.

Définitions.  Un intervalle de R™ est un ensemble qui s’écrit
I=ILx--xIL,=]]1

ou Iy, ..., I, sont des intervalles de R, I; étant appelé le j-eme intervalle constitutif
de I.

Un cube de R™—on dit carré de R*>—est un intervalle dont tous les intervalles
constitutifs admettent une origine et une extrémité, et ont méme longueur, ce nom-
bre étant appelé coté du cube.

Définitions.  Soient a un point de R™ et r un nombre réel strictement positif.
On qualifie de

a) boule de centre a et de rayon r, les ensembles
{zeR":jz—a|<r} et {zeR":|z—al<r}.

(Bientot nous distinguerons ces deux ensembles en désignant le premier par 'expres-
sion de boule ouverte et le second par boule fermée.)

b) sphére de centre a et de rayon r, 'ensemble { x € R" : |z — a| = r}.

Dans R2, on utilise plutot les mots cercle ou disque en lieu et place de boule et
le mot circonférence a la place de sphere.

Sin est égal a 1, on retrouve les intervalles {z € R: |z —a| <r}=]a—7r,a+7r|
et {reR:|z—a| <r} = [a—r,a+7], ainsi que les ensembles réduits a deux
points distincts caron a {x € R: |z —a| =71} = {a —r,a+r}.

Signalons quelques conventions adoptées dans la représentation graphique de ces
ensembles.
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a b a b a b
la, b [a, b] la, 0]
(0,bo)f + = - = - (0, b9)
(0, (12)‘ ‘L - - - = J . (0, ag)‘
(ab O) (bh O) (ah O) (bb O)
lay, by[ X Jag, bo] [a1,b1] X [ag, bo]

2.2.5 Réseaux finis et quadrillages décimaux

Définitions. Un semi-intervalle de R est un intervalle de R qui s’écrit sous
I'une des formes
la,b],]—00,b],]a, +oo[,]—00, +00].

Un semi-intervalle de R™ est un intervalle de R™ dont les intervalles constitutifs
sont chacun des semi-intervalles de R.

Soient J(1), ..., J(n) des éléments de Ny et, pour tous j € {1,...,n} et k €
{1,...,J(j) — 1}, soit r;, un nombre réel tel que

—o0o < < ... <T17J(1)_1 < +00

(*)

—00 < Tp1 < ...<Tpjm)-1 < +00

Posons ry g = —00, r1 j01) = +00, ..., Tho = —00 et 7 jny = +00. On vérifie
alors de suite que les semi-intervalles [ = I; x --- x I, de R™ ou, pour tout j €
{1,...,n}, Porigine et 'extrémité de I; sont deux symboles consécutifs pris parmi
Tj0, -+, Tj.J@), constituent une partition de R". Une telle partition est appelée

réseau fini de R™ et ses éléments mailles de ce réseau.
Insistons sur le fait que nous n’avons pas exclu le cas —oo < +oo dans les
inégalités reprises en (*).

Définitions.  Soit m un élément de N. Le quadrillage décimal d’équidistance
10 de R™ est I’ensemble des semi-intervalles I = [ x --- x I, de R" tels que
chacun des semi-intervalles constitutifs s’écrive sous la forme ]k.10~™, (k + 1).10~™]
avec k € 7.

On vérifie de suite qu’il s’agit d'une partition de R"™, dont les éléments sont
des semi-cubes de coté 107™, appelés mailles du quadrillage décimal d’équidistance
107™.
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2.2.6 Compléments sur les nombres réels

Définitions.  Pour tout nombre réel r # 0, on appelle signature de r le nombre

1 si r>0,
-1 si r<0.

sign(r) = {

Si r est un nombre réel, on appelle
a) partie positive de r le nombre

N si r>0,
TT10 st r<o,

b) partie négative de r le nombre

0 si r>0,
r_ = .
—r si r <0,

Ces nombres sont intimement liés a r et |r|.

Proposition 2.2.6.1 Pour tousr, ' € R, on a

a) ry = (=) et ro=(=1)y,
b)r=ry—r_ et |r|=ry+r_,

O re = Hlrl+7) et r_=1(r| =),
d) ’r+—rﬁr}§|r—r’| et ‘r_—r’_|§\r—r’\.

Preuve. a), b) et ¢) sont immédiats.
d) De fait, on a successivement

re = v < gllrlEr = (I =) < gllrl =1l + 5 lr = < r =" a

Ces notions de parties positive et négative de nombres réels peuvent étre en
quelque sorte généralisée au cas d’'un nombre fini de nombres réels.

Définitions. A tout nombre fini de nombres réels r{, ...r;, on associe

a) la borne supérieure de 1, ..., rj: c’est le plus grand des nombres 7, ..., ry; il
est noté

sup{ri,...,r;} ou sup 7,

1<j<J

b) la borne inférieure de rq, ..., r;: c’est le plus petit des nombres rq, ..., ry; il est
noté

inf{ry,...,7;} ou inf 7,

1<j<T
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Remarquons de suite que la borne supérieure et la borne inférieure d’un nombre
fini de nombres réels
a) ont un sens; on dit qu’elles existent,
b) sont réalisées, c’est-a-dire qu'’il s’agit de nombres qui appartiennent a ’ensemble
{ry,...,r}.

Voici quelques propriétés relatives a ces notions.

Proposition 2.2.6.2 Pour tout J € Ny et tous ry, ...r; € R,

a) on a
ry = sup{r,0},
r_ = sup{-r,0},
"l = sup{r,—r} = sup{ry,r_},
0 = inf{ry,r_},
b) on a
Sup{rl,...,m} = —inf{—rl,...,—m},
inf{r,...,r;} = —sup{-ry,...,—rs},
c) on obtient sup{ry,...,r;} et inf{ry,...,r;} au moyen d’un nombre fini de com-

binaisons linéaires et de passage aux parties positives, aux parties négatives ou aux
modules.

Preuve.  a) et b) sont immédiats.
¢) Pour deux éléments, cela résulte aussitot des égalités

1
sup{rl,rg} =nr+ (7"2 - 7’1)+ = nrmn+ (7’1 - 7"2>, = 5(7"1 + 7o+ ’7’1 - 7"2’),

inf{ry,ro} =ri —(r—r2)y = r—(ro—11)- = 5(7“1 + 1y — |1 — 7o)
Pour plus de deux nombres, on procede par récurrence en notant que

sup{rl,...,rj} = Sup{"‘7sup{sup{r177ﬂ2}7r3})'"7TJ}
inf{ry,...,ry} = inf{... inf{inf{r, o}, rs}, ..., 7/}

2.2.7 Parties majorées ou minorées de R

Définitions.  Une partie A de R est
a) magjorée s'il existe M € R tel que A C |—o0, M|, c’est-a-dire tel que x < M pour
tout x € A. Un tel nombre M est appelé un majorant ou une majorante de A.
b) minorée s’il existe m € R tel que A C [m, +00|, c’est-a-dire tel que z > m pour
tout x € A. Un tel nombre m est appelé un minorant ou une minorante de A.
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Remarquons immédiatement que seuls les intervalles de R d’un des types

la,b[,[a,b],]a,b],[a,b],]—00,b] et ]—o0,D]
(resp. ]a,b[,[a,b],]a,b],a,b],]a,+o0] et [a,+o0[)

sont majorés (resp. minorés). De la sorte, toutes les possibilités existent indépen-
damment les unes des autres, ainsi que le prouvent les ensembles |—oo, —1], [—1, 1],
|1, +o0[ et R.

Si M (resp. m) est une majorante (resp. minorante) de A C R, il en est bien
str de méme pour tout nombre réel M’ > M (resp. m’ < m). Mais il peut en étre
bien différemment pour les nombres réels M’ (resp. m’) tels que M’ < M (resp.
m’ > m). On en arrive ainsi au concept suivant.

Définitions.  Un nombre réel M (resp. m) est une borne supérieure (resp.
borne inférieure) de A si les deux conditions suivantes sont réalisées:
a) M (resp. m) est une majorante (resp. une minorante) de A,
b) pour toute majorante M’ (resp. minorante m') de A, on a M’ > M (resp.
m’ <m).

De maniere imagée, une borne supérieure (resp. inférieure) apparait comme un
majorant (resp. un minorant) qu’on ne peut pas améliorer.

Signalons sans démonstration le résultat suivant de la théorie des nombres réels.
Il est fondamental: c¢’est un critere puissant permettant de déterminer si une partie
de R admet une borne supérieure (resp. inférieure).

Théoréme 2.2.7.1 (existence) a) Toute partie majorée de R admet une borne
supérieure.
b) Toute partie minorée de R admet une borne inférieure.y

Ce résultat essentiel pour I’analyse une fois admis, nous allons établir rigoureuse-
ment les autres propriétés.

Théoréme 2.2.7.2 (unicité) a) Toute partie majorée de R admet une borne
supérieure unique.

b) Toute partie minorée de R admet une borne inférieure unique.

Preuve.  Cela résulte aussitot de la définition car, par exemple, si M et M’ sont
des bornes supérieures de A, on doit avoir M < M’ et M’ < M, donc M = M’ 4

Ce théoreme permet donc de parler de la borne supérieure d’une partie majorée
de R et de la borne inférieure d’une partie minorée de R. De la sorte, nous pouvons
introduire les notations suivantes.
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Notations. a) La borne supérieure d’une partie majorée A de R est notée

supA ou supzx
P

si P est une propriété définissant A.
b) La borne inférieure d’une partie minorée A de R est notée

inf A ou infx
P
si P est une propriété définissant A.

Passons a présent aux propriétés des bornes supérieures et des bornes inférieures
des parties de R.

Critere 2.2.7.3 a) Une majorante M d’une partie A de R est la borne supé-
rieure de A si et seulement si, pour tout € > 0, il existe v € A tel que M — e < x.

b) Une minorante m d’une partie A de R est la borne inférieure de A si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe v € A tel que m +¢ > x.

Preuve.  a) La condition est nécessaire. De fait, étant strictement inférieur a
M, M — e n’est pas une majorante de A.

La condition est suffisante. De fait, aucun nombre M’ < M ne peut alors étre
une majorante de A.

b) s’établit de méme.y

Corollaire 2.2.7.4 a) Si M est une majorante de A et si M appartient a A,
alors M est la borne supérieure de A.

b) Si m est une minorante de A et si m appartient a A, alors m est la borne
inférieure de Ay

Vu ce qui précede, on congoit que les deux possibilités suivantes peuvent se
présenter.

Définitions.  Soit M (resp. m) la borne supérieure (resp. inférieure) de la
partie majorée (resp. minorée) A de R.

a) D’une part, M (resp. m) peut appartenir & A. On dit alors que la borne
supérieure (resp. inférieure) est réalisée ou atteinte et que M (resp. m) est un
mazximum (resp. minimum) de A. C’est toujours le cas si A est fini, comme nous
I’avons vu au paragraphe précédent.

b) D’autre part, M (resp. m) peut ne pas appartenir a A; on dit alors que la
borne supérieure (resp. inférieure) n’est pas réalisée.

En fait, ces deux possibilités existent comme le montre immédiatement la con-
sidération des ensembles |—1,1[, [—1,1], |-1,1] et [—1, 1[.
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2.2.8 Bornés

Définition. Une partie B de R" est bornée si elle est incluse dans une boule
de centre 0, c’est-a-dire s’il existe C' > 0 tel que |z| < C pour tout z € B.

Proposition 2.2.8.1 Une partie B de R est bornée si et seulement si elle est
majorée et minorée.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si C' > 0 est tel que |z| < C pour
tout z € B, il vient —C < x < (' pour tout € B et des lors C' est un majorant et
—(C' un minorant de B.

La condition est suffisante. De fait, si M et m sont respectivement une majorante
et une minorante de B, on vérifie de suite que la majoration |z| < sup{|m|,|M|} a
lieu pour tout x € By

Exemple.  Un intervalle de R est borné si et seulement s’il est d’un des types

la,b[, la,b], Ja,b] ou [a,b.

Exemple. Dans R", toute boule est bornée. De fait, si b désigne une des
boules de centre a € R™ et de rayon r > 0, r + |a| est un nombre strictement positif
tel que

lz| =z —a+a| <|r—a|+]a] <r+la|, Vzeb.

Le cas des intervalles de R™ est réglé par le résultat suivant.

Critere 2.2.8.2 Une partie B de R™ est bornée si et seulement si, pour tout
jeA{l,...,n}, Uensemble { z; : x € B} est borné dans R.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si C' > 0 donne lieu a |z| < C
pour tout x € B, alors on a |z;| < C pour tout x € B et tout j € {1,...,n}.

La condition est suffisante. De fait, si, pour tout j € {1,...,n}, 'ensemble
{x; : v € B} est inclus dans [a;, b;], on obtient de suite

| <) oyl < sup{lay|,|bi|}, Vo € Ba
j=1

J=1

Corollaire 2.2.8.3 Un intervalle de R" est borné si et seulement si chacun de
ses intervalles constitutifs est borné dans R g

Proposition 2.2.8.4 a) Toute partie d’un borné est bornée. En particulier,
toute intersection de bornés est bornée.

b) Toute union finie de bornés est bornée. En particulier, toute partie finie est
bornée.
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Preuve.  a) est trivial.

b) Si By, ..., By sont des bornés de R™ avec J € Ny, alors, pour tout j €
{1,...,J}, il existe C; > 0 tel que |z| < C; pour tout x € B;. Cela étant, B =
U}]=1 B; est borné car on a |z| < sup{Ci,...,C} pour tout z € By

2.2.9 Diametre d’une partie

Définition.  Soit A une partie non vide de R". Si{ |z —y|: x,y € A} est une
partie majorée de R, on appelle diamétre de A le nombre

diam(A) =sup{ |z —y|: z,y € A} = sup |z —y|.
r,y€A

La description des parties non vides de R™ qui admettent un diametre est donnée
par la propriété suivante.

Proposition 2.2.9.1 Une partie non vide de R™ admet un diamétre si et seule-
ment si elle est bornée.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si A est une partie non vide de
R"™ qui admet un diametre, choisissons un élément a de A. Il vient alors

lz| < |z —a+a| <|x—a|l+|a] < diam(A) + |a|, Vze€ A,

c’est-a-dire que A est borné.

La condition est suffisante. Si B C R™ est borné et non vide, il existe C' > 0 tel
que |z| < C pour tout x € B donc tel que | —y| < |z| + |y| < 2C pour tous =z,
y € B, ce qui suffit.g

Exemple. Toute boule de R" admet un diametre. Plus précisément, pour tout
a € R"™ et tout r >0, on a

diam({z: |z —a| <r}) =diam({z : |z —a| <7r}) =27

Nous savons que toute boule de R™ est non vide et bornée, donc admet un diametre.
Cela étant, d'une part, 2r est une majorante de

{lz—yl:|z—a| <rly—af <7},
vu la formule
lz—yl=[z—a)+(a—y)| <|r—a|+|y—a|], VryeR"

D’autre part, pour tout s € |0, r[, on vérifie aisément que les points a + se; et
a — sey appartiennent a la boule considérée et sont tels que |(a + se;) — (a — sey)| =
2s. D’ou la conclusion vu le critere 2.2.7.3 relatif aux bornes supérieures.
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Exemple.  Tout intervalle borné admet un diametre. Plus précisément, le
diamétre de l'intervalle I = I x - - - x I, est égal a |b — al| si, pour tout j € {1,...n},
a; est lorigine de I; et b; son extrémité. Nous savons que tout intervalle est non
vide donc que tout intervalle borné admet un diametre. Cela étant, d’une part,
|b — a| est une majorante de ’ensemble { |x — y| : x,y € [} car on a

n n

=yl = | D (@ =)< | D (bj—a)?=|b—al, Vayel

j=1 j=1

D’autre part, pour tout s € ]0,1/2[, on vérifie aisément que les points a + s(b — a)
et a+ (1 — s)(b— a) appartiennent a I et vérifient

la+sb—a)—a—(1—-s)b—a)|=|1—2s||b—al.

La conclusion s’ensuit directement du critere 2.2.7.3 relatif aux bornes supérieure et
inférieure. Si les points a et b appartiennent a I/, on peut conclure beaucoup plus
vite.g

Remarques.  a) Si le diametre d’une partie B non vide de R™ existe, cela n’entraine
pas qu'il est réalisé: il n’existe pas nécessairement des points z, y de B tels que |z — y| =
diam(B). Par exemple, on a bien str diam(]a,b[) = b — a et cependant il n’existe pas de
points x, y € |a, b tels que |z —y| =b — a.

b) Pourtant il existe des parties B non vides de R" qui admettent un diametre réalisé.
x — C’est le cas des boules fermées: les points a + re; et a — re; appartiennent a la boule
{x: |z —a|] <r} et leur distance est égale a 2r. Plus généralement, nous établirons au
paragraphe 2.4.3 que tout compact non vide de R admet un diametre réalisé. « x

c¢) Enfin le diametre d’une partie non vide de R™ existe et est égal a 0 si et seulement
si cette partie est un singleton.

2.2.10 Distance de deux parties

Etant donné deux parties non vides A et A" de R™, on appelle distance de A a
A’ le nombre

d(AA)=inf{|lz—yl:z € Ayec A} = inf |z—y.

zEA, yeA’
Sil'ensemble A’ est le singleton {z}, la distance de x a A est notée d(z, A) plutot
que d({z}, A).
Proposition 2.2.10.1 Si A, B et C sont des parties non vides de R",
a) (4, B) >0,
b) d(A, B) =d(B,A),
c) d(4,C) < d(A, B) + diam(B) + d(B, C) si B est borné.
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Preuve.  a) et b) sont triviaux.
c¢) Pour tous a € A, b, b’ € B et c € C, on a évidemment

d(4,0) la—c = |(a=0)+ (0 -V)+ (¥ -0
la — b+ [b—0|+ b/ — |
la — b| + diam(B) + |[b' — ¢|.

Pour tous @ € A et b € B, le nombre d(A,C) — |a — b| — diam(B) est donc une
minorante de { |b' —¢|: b’ € B,c € C}. De la sorte, on obtient

d(A4,C) — |a — b| — diam(B) < d(B,C), Vae€ AVbe B.

Cela étant, le nombre d(A, C') — diam(B) — d(B, C') est une minorante de I’ensemble
{la—0b]:a € Abe B}; on adonc

d(A4,C) —diam(B) — d(B,C) < d(A, B),

VAVANIVAN

ce qui suffit.g

Remarques.  a) La distance de deux parties non vides de R™ peut valoir 0 sans que
ces parties ne soient égales. Pour s’en convaincre, il suffit bien sir de considérer deux
parties non disjointes. Cependant la distance de deux parties non vides et disjointes de
R™ peut aussi valoir 0: c’est par exemple le cas pour les ensembles |—o0, 0[ et [0, +o0].

b) Comme d(A, A’) = 0 n’implique par A = A’, d n’est pas une distance sur I’ensemble
des parties non vides de R”. Il s’agit d’un abus de langage consacré par 'usage.

c) Il n’est pas possible d’améliorer la formule c) de la proposition précédente. En effet,
pour les ensembles A = [0,1], B = [2,3] et C' = [5, 6], on vérifie de suite que I'égalité

d(A,C) = d(A, B) + diam(B) + d(B, C)

a lieu avec diam(B) > 0.

d) Insistons sur le fait suivant, déja remarqué a la remarque a). La distance de deux
parties non vides A, A’ de R™ n’est pas nécessairement réalisée, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas nécessairement des points a € A et a’ € A’ pour lesquels ’égalité d(A, A’) = d(a,d’) a
lieu.

e) * — Au paragraphe 2.4.3, nous établirons que, dans R", la distance d’un compact
non vide a un fermé non vide est toujours réalisée. «— *

Proposition 2.2.10.2 Pour tous x, y € R™ et toute partie non vide A de R",
on a

Preuve.  Cela résulte aussitot des majorations

d(z,A) < d(z,y) +diam({y}) + d(y, 4)
d(y,A) < d(y,z)+ diam({z}) + d(x, A)

car on a diam({z}) = diam({y}) = 04
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2.3 Suites dans R"

2.3.1 Définition

Il est préférable de formuler des a présent la définition d'une suite en toute
généralité et ne pas se limiter aux seules suites de R".

Définitions. Une suite de 'ensemble non vide E est une application de Ny
dans F; c’est donc une loi qui, a tout m € Ny, associe un élément x,, de E, appelé
m-eéme élément de la suite.

La suite elle-méme est notée

(Tm)men, OU T1,T2,T3,. ..

ou méme tout simplement on parle de la suite z,, si le contexte est clair.

En particulier si (z(m))men, est une suite de E et si, a tout z(m), on associe un
élément Y,y d'un ensemble £, on parle également de la suite (Yz(m))men, qui, a
tout m € Ny, associe I'élément 1/,(,,) de E'. Ceci conduit notamment aux situations
suivantes. Soit (Ym),,cy, Une suite de E. Comme (z,, = 2m), ., est une suite de
Ny, on peut parler de la suite ys,, des éléments pairs de la suite de départ. De méme,
étant donné M € Ny, (M +m — 1),,en, est une suite dans Ny et on peut donc parler
de la suite ypa;1m—1 dont le m-eme élément est ypripm—1-

Remarques.  a) Deux suites x,, et y,, sont donc égales si et seulement si, pour tout
m € Ng, on a T, = Y.

b) La suite (2m),,cy, et U'ensemble { zp, : m € No} de ses éléments sont deux notions
distinctes, a ne pas confondre.

Moyens d’obtention d’une suite. Une suite peut étre obtenue au moyens des
trois procédés suivants:

a) en donnant explicitement I’application qui, a tout m € Ny, associe I’élément x,,
de E. Il en est ainsi de

Tm=m?4+m+1, Vm e Ny.

b) en donnant explicitement une relation de récurrence: on donne un entier M € Ny,
des points x1, ..., xp de E et une application qui, a tout entier m > M et aux
points z1, ..., T,,_1, associe un point z,, de E. Il en est ainsi de

r1=1, 29=2 et xp = \/Ts_1Tm_o pour tout m > 3.

¢) étant donné une suite (Ep,),, .y, d’ensembles non vides, il existe une suite (z,,)
telle que, pour tout m € Ny, z,,, appartienne a F,,.

meENy
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Remarque.  Les moyens a) et b) d’obtention d’une suite permettent de déterminer
explicitement chaque élément de la suite considérée. Il n’en est pas de méme avec le
procédé c) qui affirme tout simplement 1’ezistence d’une suite.

Définition.  Une sous-suite de la suite (Z,)men, st une suite (Zx(m))men,
pour laquelle

k(1) >1 et k(m+1) > k(m) pour tout m € Ny

(on a donc k(m) > m pour tout m € Ny).
L’interprétation de cette notion est la suivante. Ecrivons les éléments de la suite

T1,T2, T3, T4, L5, L6, L7, Ty LY, - - -

Supprimons les éléments x; dont I'indice ne coincide pas avec un des nombres k(m):
il reste par exemple

T2, L5, Te, Ly - - -
siona k(l) =2, k(2) =5, k(3) =6, k(4) = 8, ... Cela étant, si, pour tout
m € Ny, on baptise y,, le m-eme élément de ce qui “reste”, on obtient la suite

(ym = xk(m))meN()'

Exemples. Etant donné une suite (z,,) on peut considérer ses sous-

suites

meENp?

(x2m)meN0 ) (x2m—1)meN0 ) (me)mENo e

qui correspondent respectivement a

k(m) =2m, k(m) =2m —1, k(m) =m? ... V¥m € Ny.

2.3.2 Suites convergentes

Le concept de “suite convergente” est fondamental en analyse. Dans un premier
temps, il suffit de I'introduire dans R", ce qui rend son étude plus concrete.

Définitions.  Une suite (z,,),,cy, de R" converge vers a € R™ (on dit aussi
tend vers a € R™) si, pour tout € > 0, il existe un nombre réel M tel que

m>M = |z, —a| <e¢
le point a est alors appelé limite de la suite x,, et on écrit

T, — a ou lim xz,, = a.
m—0o0
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Interprétation. Si a est un point de R", appelons voisinage de a toute partie de
R"™ contenant une boule centrée en a. Cela étant, la suite (xm)mENo de R™ converge
vers a si et seulement si, pour tout voisinage V' de a, il existe un nombre réel M tel
que, pour tout m > M, on ait x,, € V. On exprime bien souvent ce fait sous la
forme imagée que voici: la suite x,, converge vers a si et seulement si elle finit par
“entrer et rester” dans tout voisinage de a.

Définitions.  Une suite (asm)meNO de R™ converge ou est convergente s’il existe
un point a de R™ vers lequel elle converge; dans la cas contraire, on dit que la suite
diverge ou est divergente.

Exemples. a) Soit a un point de R". La suite “constante” (z,, = a)
converge vers a.

meNy

b) La suite (x,, = 1/m), oy, converge vers 0 dans R. De fait, pour tout € > 0,
1/e est un nombre réel tel que, pour tout m > 1/¢, on a |[1/m — 0| < e.

c) Si la partie non vide A de R est magjorée (resp. minorée), il existe une suite
de A qui converge vers la borne supérieure (resp. inférieure) de A. C’est une
conséquence directe du critere 2.2.7.3 relatif aux bornes supérieure et inférieure.
Considérons par exemple le cas ou la partie A est majorée et désignons par a sa
borne supérieure. Vu ce critere, pour tout m € Ny, I'ensemble

Am:Am{x:|x—a| <1/m}

n’est pas vide. Cela étant, le troisieme moyen d’obtention d’une suite appliqué a
la suite A,, procure aussitot une suite z,, telle que x,, € A,, pour tout m € Ny,
c’est-a-dire une suite de A telle que |z, — a] < 1/m pour tout m € Ny, ce qui suffit.
x — Cet exemple sera amélioré au paragraphe 2.3.4. «— %

. . " A . .

Remarque.  Si la suite (:Um)meNO de R™ converge vers a, a peut étre égal a chacun
des éléments, & une infinité des éléments, a un nombre fini des éléments ou & aucun des
éléments de la suite ainsi que le confirment les suites suivantes

Tm =0, Vm € Np,

Tom =0 et zoy,_1 :1/m, VYm € Ny,
x1=...=x9=0 et x,=1/m, VYm > 10,
T = 1/m, VYm € Np.

Voici trois propriétés fondamentales des suites convergentes qui ne font intervenir
que le module de R™—plus loin nous étudierons les propriétés des suites qui font
intervenir davantage que le module.

Théoréme 2.3.2.1 (unicité de la limite) Si une suite converge, sa limite est
unique.
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Preuve.  Supposons que la suite x,, converge a la fois vers a et vers b. Si a
differe de b, |a — b| est un nombre strictement positif et, par conséquent, il existe
des nombres réels M et N tels que

m>M = |t,—al<3ila—0b|,
m>N = |z, —b<:ila—"bl.

Au total, on obtient
m > sup{M,N} = |a —b| < |a — &p| + [ — b < 3 ]a -],
ce qui est contradictoire.g

Théoreme 2.3.2.2 Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la
limite de la suite.

Preuve.  Soit x,, une suite qui converge vers a et soit () une sous-suite de
cette suite. Pour tout € > 0, il existe un nombre réel M tel que

m>M= |z, —a| <e
donc tel que
mZM:>|a:k(m)—a‘§€

car on a k(m) > m pour tout m € Ny. D’ou la conclusion.y
Théoreme 2.3.2.3 L’ensemble des points d’une suite convergente est borné.

Preuve.  De fait, si la suite z,, converge vers a, il existe un nombre réel M tel
que
m>M= |z, —a <1

donc tel que
’xm| SSUP{|$1‘7---7|J5M—1|:|G‘+1}a vaNO-I
Enfin, introduisons une maniere particuliere de converger dans R™.

Définition.  Soient A une partie et @ un point de R". La suite (2),,cn,
converge dans A wvers a si elle converge vers a et s’il existe un nombre réel M tel
que z,, € A pour tout m > M. On exprime bien souvent la deuxieme partie de
cette condition sous une des formes suivantes: “et si x,, appartient a A pour m
suffisamment grand” ou “et si la suite finit par entrer et rester dans A”. Il convient
de bien remarquer que nous n’avons pas exigé que a appartienne a A.
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2.3.3 Suites divergentes, suites convergentes vers oo
a) Suites divergentes

La suite (x,) de R™ ne converge pas vers a € R" si et seulement si

meENy

Je >0 tel que, VM € R,3Im > M tel que |z, —a|] > e.

Cela étant, exprimer qu'une suite ne converge pas devient fastidieux car cela
équivaut a “pour tout a € R", la suite x,, ne converge pas vers a”.

Cependant, en niant une des propriétés des suites convergentes, on obtient au-
tomatiquement un critere assez aisé de divergence.

Ainsi, le résultat “toute sous-suite d’une suite convergente dans R"™ converge
vers la méme limite” donne un puissant critere de divergence. Il suffit, en effet, pour
affirmer que la suite (:zcm)mENO de R™ ne converge pas, de produire deux sous-suites
qui convergent vers des limites différentes. Ainsi, si a et b sont deux points distincts
de R™, la suite définie par

Tom = Q et Tom—1 = b, VYm € No,

ne converge pas.

Il en est de méme du résultat “I’ensemble des points d’une suite convergente
de R™ est borné”. Ainsi, la suite de R définie par x,, = m pour tout m € Ny ne
converge pas.

b) Suites convergentes vers co

Introduisons a présent une maniere tres particuliere mais fort importante de
diverger dans R".

Si la suite (asm)meNo de R™ jouit de la propriété suivante “pour tout N > 0,
il existe un nombre réel M tel que, pour tout m > M, on ait |z,,| > N7, il est
certain que I’ensemble de ses points n’est pas borné donc que cette suite ne converge
pas. Cependant, a cause d’un abus consacré par I'usage, on introduit les définitions
suivantes.

Définitions.  La suite (7,,),,cy, de R™ converge vers linfini ou tend vers
l’infini et on écrit
T, — 00 ou lim x,, = o
m—00
si
VN >0,3M:m > M = |z,,| > N,

et on dit que l'infini est la limite de la suite.
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Interprétation.  Appelons voisinage de linfini dans R™ toute partie de R™
contenant le complémentaire d'une boule centrée a l'origine. La suite (zm),,en,
de R™ converge vers l'infini si et seulement si, pour tout voisinage V' de l'infini, il
existe un nombre réel M tel que, pour tout m > M, on ait x,, € V. On exprime
bien souvent ce fait au moyen de I'expression imagée suivante: la suite (2,,),,cy, de
R™ converge vers l'infini si et seulement si elle “finit par entrer et rester dans tout
voisinage de I'infini”.

Insistons encore une fois: “la convergence vers l'infini dans R™” caractérise en
fait une maniere particuliere de diverger! Si on a adopté cette formule qui a priori
étonne, c’est parce que la formulation des propriétés des suites qui convergent vers
Iinfini est souvent fort proche de celle des suites convergentes.

Cela apparait déja clairement dans l'interprétation précédente. Un autre exem-
ple, tres éloquent, est donné par le résultat suivant (et sa démonstration).

Proposition 2.3.3.1 Toute sous-suite d’une suite qui converge vers linfini,
converge également vers l'infini.

Preuve.  Soit (:L"m)mENO une suite de R™ qui converge vers I'infini et soit ()
une sous-suite de cette suite. Pour tout N > 0, il existe un nombre réel M tel que

m>M = |z,| >N

donc tel que
m>M = ‘fﬂk(m)‘ >N

car on a k(m) > m pour tout m € Ny. Dot la conclusion.y

Remarques.  Cependant il existe des résultats propres aux suites de R™ qui convergent
vers un point de R™. Il en est ainsi par exemple de “I’ensemble des éléments d’une suite
convergente de R™ est borné” alors que, si une suite de R™ converge vers ’infini, ’ensemble
de ses éléments n’est évidemment pas borné.

Si on désire insister sur le fait que la suite converge vers un point de R™, on parle de
suite convergente vers une limite finie. Ainsi, on peut énoncer “si une suite converge vers
une limite finie, alors ’ensemble de ses éléments est borné”. Cependant, il ne peut y avoir
de confusion puisque, d’une part, on parle de suite convergente ou convergente vers a et,
d’autre part, de suite convergente vers oco alors que oo n’est pas un élément de R"”.

2.3.4 Suites numériques

Définitions.  On appelle suite numérique toute suite de C et, plus partic-
ulierement, suite numérique réelle toute suite de R.

En recourant aux signes d’inégalité dans R, on introduit les définitions suivantes
pour les suites numériques réelles.
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Une suite numérique réelle (z,,),,cy, est
a) croissante si on a ,, < x,1 pour tout m € Ny; on écrit x,, T,
b) strictement croissante si on a T, < T,y1 pour tout m € Ny,
¢) décroissante si on a T, > X,,41 pour tout m € Ny; on écrit x,, |,
d) strictement décroissante si on a x,, > x;,11 pour tout m € Ny,

e) monotone si elle est croissante ou décroissante,
f) strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

De méme, dans R, les signes d’inégalité permettent de préciser la maniere de
converger de certaines suites.

Définitions.  Soit (z,,),,cy, Une suite numérique réelle qui converge vers a €
R. On dit qu’elle converge

a) a droite vers a s'il existe un nombre réel M tel que m > M entraine z,, > a; il
revient donc au méme de dire qu’elle converge vers a dans I’ensemble [a, +00[. On
écrit x,, — a™,

b) @ gauche vers a §'il existe un nombre réel M tel que m > M entraine z,, < a; il
revient donc au méme de dire qu’elle converge vers a dans ’ensemble |—o0,al. On
écrit x,, — a~,

c) en croissant vers a ou qu'elle croit vers a si elle est croissante. On écrit x,, T a,
d) en croissant strictement vers a ou qu’elle croit strictement vers a si elle est
strictement croissante,

e) en décroissant vers a ou qu’elle décroit vers a si elle est décroissante. On écrit
Tm | a,

f) en décroissant strictement vers a ou qu’elle décroit strictement vers a si elle est
strictement décroissante.

Ezxercice.  Si (rm)men est une suite de nombres strictement positifs tels que ro = 1
et r,zn < Tm—1Tm+1 pour tout m € Ny, établir que la suite ( R/Tm)men, €st croissante.

Suggestion. 11 suffit de procéder par récurrence. De 72 < ry, on tire ry < \/r5.
Cela étant, sion ar; <...< /7, il vient

Tfn < TPm1Tma1 < Tﬁf‘l)/mrmﬂ donc ¥/r,, < ™ Y/r, .0

Exemple. Sila partie A de R est majorée (resp. minorée), il existe une suite
monotone de A qui converge vers la borne supérieure (resp. inférieure) de A. Si la
borne supérieure (resp. inférieure) de A n’est pas réalisée, on peut en outre exiger
que la suite soit strictement monotone. Considérons tout d’abord le cas ou A C R
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est majoré. D’une part, si la borne supérieure de A est réalisée, c’est-a-dire si A
admet un maximum M, c’est trivial: il suffit de prendre la suite constante x,, = M
pour tout m € Ny. D’autre part, si la borne supérieure M de A n’est pas atteinte,
pour tout m € Ny, 'ensemble |M — 1/m, M| contient au moins un point de A. On
en déduit aisément qu’il existe une suite k(m) strictement croissante de Ny telle que,
pour tout m € Ny, I'ensemble

A = A()IM = 1/k(m), M — 1/k(m + 1)

differe de (). Le moyen c¢) d’obtention d’une suite affirme alors qu’il existe une suite
T, telle que z,, € A,, pour tout m € Ny. Cela étant, on vérifie aisément que cette
suite x,, convient. Considérons a présent le cas ou A est minoré: on peut soit adapter
la démonstration précente, soit considérer I'ensemble majoré A’ = { —x : x € A}: on
vérifie alors que la suite —x,, convient si la suite x,, convient pour la borne supérieure

de A’
De méme, dans R, on peut qualifier certaines suites qui convergent vers l'infini.

Définitions.  La suite (z,,),,cy, de R
a) converge vers +oo si, pour tout N > 0, il existe un nombre réel M tel que m > M
implique x,, > N. Il s’agit donc des suites de R qui convergent vers l'infini dans
10, +00[. On écrit x,, — +o0.
b) converge vers —oo si, pour tout N > 0, il existe un nombre réel M tel que m > M
implique z,, < —N. Il s’agit donc des suites de R qui convergent vers I'infini dans
|—00,0[. On écrit z,,, — —00.
c) converge en croissant vers +00 ou croit vers +00 si elle est croissante et converge
vers +o00. On écrit z,, T +oo.
d) converge en croissant strictement vers 400 ou croit strictement vers oo si elle
est strictement croissante et converge vers +oo0.
e) converge en décroissant vers —oo ou décroit vers —oo si elle est décroissante et
converge vers —oo. On écrit x,, | —o0.

f) converge en décroissant strictement vers —oo ou décroit strictement vers —oo si
elle est strictement décroissante et converge vers —oc.

2.3.5 Propriétés des suites convergentes

Etudions a présent les propriétés des suites convergentes de R™ et de leurs limites
vis-a-vis des opérations que nous avons introduites entre les points de R”.
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a) Vis-a-vis de la combinaison linéaire

Définitions.  Si J appartient a Ny, si (x%))meNo, e (x%))meNo sont des suites
de R™ (resp. de C) et si ry, ..., 7y sont des nombres réels (resp. complexes), la

combinaison linéaire (resp. la combinaison linéaire complexe) correspondante est la
suite dont le m-éme élément est égal a > i1 rjx%). Elle est notée

J J
E rixld) ou meéme E riaxl)
Jm Jm

J=1 meNg J=1

si aucune ambiguité n’est possible.
Remarquons immédiatement que, dans cette définition, nous pouvons supposer
que tous les coefficients different de 0.

Voici le résultat principal.

Théoréme 2.3.5.1 Soient (Tm),en, € (Ym)mey, des suites de R™ et (ry,)
une suite de R.

meENg

a) i) Si les suites x,, et y,, convergent respectivement vers x et y, alors la suite
T + Ym CONVETGE VETS T + Y.

a) i) Si la suite x,, converge vers x et la suite T, vers r, alors la suite 7Ty,
COMVETgEe Vers 1.

Des lors, toute combinaison linéaire de suites convergentes converge vers la com-
binaison linéaire correspondante des limites.

b) Si la suite x,, converge vers l'infini et si la suite y,, est bornée, alors la suite
Tm + Ym converge vers linfini.

c) Si la suite x,, converge vers l'infini et s’il existe v > 0 tel que |rp,| > r pour
tout m € Ny, alors la suite r,,x,, converge vers l’infini.

Preuve.  a) i) De fait, pour tout € > 0, il existe des nombres réels M; et My
tels que
m>M = |r,—z|<e/2
m>My = |ym —y| <e/2
donc tels que
m > sup{ My, Mo} = |z + ym — 2z —y| < e.

a) ii) Comme la suite r,, converge, elle est bornée: il existe donc C' > 0 tel que
|rm| < C pour tout m € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe des nombres réels
M; et M, tels que

m> M = |z, —z| <e/(20)
m>My = |r,—1r| <e/2|x]+2)
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donc tels que, pour tout m > sup{ M, M>}, on a

|rmTm — 12| = |rp(T, — )+ (1 — 1)z

< rmllem — x|+ |rm —rl 2] < e.

b) Comme la suite y,, est bornée, il existe C' > 0 tel que |y,,| < C pour tout
m € Ny. Cela étant, pour tout N > 0, il existe M tel que

m>M = |r,|>N+C

donc tel que

c¢) De fait, pour tout N > 0, il existe M tel que
m>M = |zx,| > N/r

donc tel que
m>M = |rpzn| > r|e,] > Na

Dans C, ce résultat peut étre précisé de la maniere suivante.

iti .3.5. énoncé précédent s’applique aux suites numériques si
Proposition 2.3.5.2 L’ dent s’appl t
on y remplace “R™7 et “R” par “C” ainsi que “combinaison linéaire” par “combi-
naison linéaire a coefficients complexes”.

'| ainsi

Preuve.  La méme démonstration convient car on a |z + 2| < |z| + |2
que |z2'| = |z| || pour tous z, 2" € Cy

Remarque.  Dans le cas des suites numériques réelles, on en déduit aussitot de nom-
breux résultats relatifs a la convergence par la droite ou par la gauche ainsi qu’a la con-
vergence vers 400 ou vers —oo.

b) Vis-a-vis du produit scalaire

Définitions.  Dans R™ (resp. C), le produit scalaire (resp. produit) des suites
(Zm)meng €t (Ym)men, est la suite numérique réelle (resp. complexe) dont le m-éme
élément est égal au produit scalaire (,,, ym) (resp. au produit z,,y,,). Elle est notée

((Imv ym> )mENo (resp. (xmym)meNo)

ou méme (T, Ypm) (TeSp. Tpmyy,) si aucune ambiguité n’est possible.
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Théoréme 2.3.5.3 a) Le produit scalaire de deur suites convergentes de R™
converge vers le produit scalaire de leurs limites.

b) Siles suites (Tm)en, €t (Ym)men, de R sont respectivement convergente vers
0 et bornée, alors la suite (T, Ym) converge vers 0.

Preuve.  a) Soient x,, et y,, des suites convergentes de R", de limites respectives
x et y. Toute suite convergente étant bornée, il existe C' > 0 tel que |y,,| < C pour
tout m € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe des nombres réels M; et M tels
que
m>M = |r,—z| <e/(20)
m> M, = |y —yl <e/(2]z]+2).

Au total, pour tout m > sup{M;, Ms}, on a

|<xm _:E7ym> + <$aym _y>|

(@ Ym) — (2, )| =
< o — 2] |Ym| + 2] [ym —y| < e

b) Comme la suite y,, est bornée, il existe C' > 0 tel que |y,,| < C pour tout
m € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe M tel que

m> M = |z,| <e/C,

donc tel que
m > M = (T, Ym)| < |2 [ym] < e,

ce qui suffit.g
Remarque. Dans R™ avec n > 2, il n’existe pas de propriété relative a la suite

(T, ym) si la suite z, converge vers l'infini. Ainsi, dans R?, on vérifie directement les
résultats suivants:

am = (m,0) — oo em = ((=1)"/m,0) — 0
b = (m~12,0) = 0 fm = (0,m) — o0
cm = (1/m,0) — 0 gm = ((=1)™/m,m) — oo
dm = (m™2,0) =0 hm = (1,m) — o0
alors que
(@m,bm) = v/m T +o0 (@m, fim) =0—0
(amscm) =1—1 (am, gm) = (=1)™ />
(@, dm) =1/m — 0 (@, hn) =m T +00
(am, em) = (=1)"

Passons aux suites numériques.
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Proposition 2.3.5.4 a) Le théoréme précédent s’applique aux suites numéri-
ques si on y remplace “produit scalaire” par “produit”, “R™” par “C” et “Tm,Ym)”
par “c,Ym”.

b) Si J appartient o Ny et si les suites numériques zﬁ), ce 24 convergent
respectivement vers zV, ..., 2D qalors la suite numérique de m-éme élément égal

a2 25 converge vers 2V ... ().

c) Si la suite numérique z,, converge vers zy et si on a z, # 0 pour tout m € N,
alors la suite 1/z,, converge vers 1/z.

d) Si la suite numérique z,, n’a aucun élément nul, alors elle converge vers 0 si
et seulement si la suite 1/z,, converge vers l’infini.

Preuve.  a) La méme démonstration convient car on a |zz'| = |z| |Z| pour tous
z, 2 € C.

b) Pour J = 2, c’est un cas particulier de a). Un raisonnement par récurrence
permet de conclure aussitot.

c¢) Pour tout € > 0, il existe M tel que

m > M = |z, — 2| < inf{|2’o| /2,¢€ |Z0|2 /2}
donc tel que

1 1

Zm 20

I Y I BN
20! [ 2m] 2zl 20l = [20 = 2m]|

m > M =

d) est immédiat.y

Remarque.  Dans le cas des suites numériques réelles, on en déduit aussitot de nom-
breux résultats relatifs a la convergence par la droite ou par la gauche, ainsi qu’a la
convergence vers 400 ou vers —oo.

c) Vis-a-vis des grandeurs attachées aux points

Considérons d’abord le recours aux composantes.

Proposition 2.3.5.5 Dans R", la suite x,, converge vers x si et seulement si,
pour tout j € {1,...,n}, la suite ([xm];),,cn, converge vers la j-éme composante de
x.

Preuve.  Cela résulte immédiatement des majorations

2] < el <) lzll, Yo e R™ Vi €{1,....n}a
k=1
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Remarques.  a) En particulier, la suite numérique z,, converge vers z dans C si et
seulement si les suites Rz, et Iz, convergent respectivement vers Rz et Iz.

b) Il n’existe pas de propriété générale de ce type pour une suite de R™ qui converge
vers l'infini. Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les suites z,, et v, de R? définies
par

Tm = (M, 0), yom = (2m,0) et yom—1 = (0,2m — 1), Vm € Ny.

c¢) La proposition rameéne en fait I’étude de la convergence des suites dans R™ a celle
de n suites dans R.

Passons au module.

Proposition 2.3.5.6 Soit (z,n),,cy, une suite de R".

a) Si la suite x,, converge vers x, alors la suite |z,,| converge vers |z|.

b) La suite x,, converge vers 0 si et seulement si la suite |z,,| converge vers 0.

c¢) La suite x,, converge vers l'infini si et seulement si la suite |z,,| converge vers
I’infina.

Preuve.  a) résulte aussitot de l'inégalité ||z| — |y|| < |z — y|, valable pour tous
xz,y € R".

b) et ¢) sont triviaux.g

Remarque.  Si la suite |z,,| converge vers a avec a # 0, on ne peut rien dire au sujet

de la suite x,,. Cela est vrai méme dans R, ainsi que 1’établit la considération de la suite
(=1)™a.

Passons aux suites numériques.

Proposition 2.3.5.7 La suite numérique z,, converge vers z si et seulement si
la suite Z,, converge vers Z.a

Enfin certaines considérations sont particulieres aux suites numériques réelles.

Proposition 2.3.5.8 La suite numérique réelle x,, converge vers x si et seule-
ment si les suites x,,. et x,,_ convergent respectivement vers x, et x_.

Par suite, si J est un entier supérieur ou égal a 2 et si les suites numériques
réelles 1., ..., Tjm convergent respectivement vers xi, ..., oy, alors les suites
numériques réelles

sup{Zim, .- Tym} et inf{xi,,...,25m}
convergent respectivement vers sup{xy,...,x } et inf{zy,... 2}

Remarque.  Si la suite numérique réelle z,, converge vers l'infini, on ne peut rien
affirmer au sujet des suites numériques réelles z,,+ et z,,—. Pour s’en convaincre, il suffit
de considérer les suites numériques réelles x,,, ym et z,, suivantes

Ty =My Yy = —m et 2z, = (=1)"m, Vm € Ny.
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d) Vis-a-vis des signes d’égalité et d’inégalité

Proposition 2.3.5.9 Soient x,, et y,, des suites numériques réelles qui conver-
gent respectivement vers x et y.

a) Si on ax #y, alors il existe M tel que x,, # Ym pour tout m > M.

Des lors, si x différe de a, il existe M tel que x,, # a pour tout m > M.

b) Si on a x <y, alors il existe M tel que T, < Yy, pour tout m > M.
En particulier, si on a x < a (resp. = > a), il existe M tel que x,, < a (resp.
Ty > a) pour tout m > M.

Preuve.  a) De fait, il existe M tel que
m>M= |z, —z| <ilr—y| et |ym—yl < 3lz—yl,
donc tel que
m > M = |t — Y| 2 |2 =yl = |2 — 2| = |y =yl = 5o —yl.

Le cas particulier résulte aussitot de la considération de la suite constante y,, = a
pour tout m € Nj.
b) Il existe en effet M tel que

m>M= |, —a| <sle—y| et |ym—yl <3lz—yl,

donc tel que, par exemple dans le cas x < y, m > M implique x,, < Yp,.
Le cas particulier résulte aussitot de la considération de la suite constante y,,, = a
pour tout m € Ny

Proposition 2.3.5.10 a) Si la suite numérique réelle x,, converge vers x et si,
pour tout m € Ny, on a x, < (resp. <,>,>) a, alors on a x < (resp. <,>,>) a.

b) Si la suite numérique réelle x,, converge vers 400 (resp. —oo) et si la suite
numérique réelle y,, est telle que x,, < (resp. >) ym pour tout m € Ny, alors on a
Ym — +00 (resp. —o0).

Preuve.  a) est direct par contradiction, vu la partie b) de la proposition
précédente.
b) est trivial.y

Remarque.  On recourt bien souvent a la partie a) de cette derniere proposition selon
la formule “lors d’un passage a la limite dans R, les signes d’égalité se maintiennent avec
établissement éventuel du signe d’égalité” .
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Théoréme 2.3.5.11 (étau) Si les suites numériques réelles x,, et y,, conver-
gent vers a et si la suite numérique réelle z, vérifie x, < zn < Ym pour tout
m € Ny, alors la suite z,, converge vers a.

Preuve.  Cela résulte aussitot des majorations évidentes

|zm — a| < sup{|zm —a|,|ym —al}, Vm € Nya

2.3.6 Suites de Cauchy

Position du probléme. Soit (7,,),,.y, une suite de R". Comment faire pour
déterminer si cette suite converge? Recourir a la définition de la convergence d'une
suite est utopique car, ne connaissant pas la limite éventuelle a priori, on devrait
tester tous les points de R™ pour vérifier s’il y en a un vers lequel la suite converge!
Il convient plutot d’appliquer des criteres de convergence. L’objet de ce paragraphe
est d’établir de tels criteres.

Une premiere réponse est donnée par le résultat suivant.

Théoreme 2.3.6.1 Toute suite numérique réelle, croissante et majorée con-
verge vers la borne supérieure de l’ensemble de ses éléments.

De meéme, toute suite numérique réelle, décroissante et minorée converge vers la
borne inférieure de l’ensemble de ses éléments.

Preuve.  Considérons d’abord le cas d’une suite x,,, numérique réelle, croissante
et majorée. Désignons par x la borne supérieure de I’ensemble de ses éléments. Tout
revient a démontrer que x,, — z. Or, pour tout € > 0, vu le critere 2.2.7.3 relatif aux
bornes supérieure et inférieure, il existe un élément de { z,, : m € Ny}, c’est-a-dire
un élément zj; de la suite, tel que |z — 2| <e. On en déduit aussitdt que

m>M= |z, —z|=z—x, <x—1x)y <¢

ce qui suffit.

Le cas d’une suite numérique réelle, décroissante et minorée x,, se traite de méme.
On peut cependant aussi procéder comme suit: la suite numérique réelle —z,, est
croissante et majorée donc converge vers la borne supérieure de { —z,,, : m € Ny} qui
est 'opposé de la borne inférieure de I'ensemble { z,,, : m € Ng}. D’ou la conclusion.y

Voici également un lemme théorique relatif aux suites numériques réelles.

Lemme 2.3.6.2 Si une sous-suite d’une suite numérique réelle croissante (resp.
décroissante) converge, alors la suite converge.
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Preuve.  Soit x,, une suite numérique réelle croissante dont la sous-suite ()
converge. Comme toute suite convergente est bornée, il existe C' tel que zy(,) < C
pour tout m € Ny. Cela étant, la suite z,,, est majorée car on a alors x,, < ) < C
pour tout m € Ny. D’ou la conclusion par la proposition précédente.

Dans le cas d'une suite numérique réelle décroissante, on peut soit procéder de
maniere semblable, soit remarquer que la suite —x,, est croissante.y

Une deuxieme réponse, fondamentale, repose sur la notion de suite de Cauchy.

Définition.  Une suite (z,,)
existe un nombre réel M tel que

men, de¢ R" est de Cauchy si, pour tout € > 0, il

p,g> M=z, —2, <e.
Le résultat suivant est a la base du critere de Cauchy.

Proposition 2.3.6.3 Si une suite de Cauchy admet une sous-suite convergente,
elle converge.

Preuve.  Soit xj(m,) une sous-suite convergente d’une suite de Cauchy x,,; dési-
gnons par x sa limite. Pour tout € > 0, il existe donc des nombres M; et M, tels
que

m>M = |xk(m)—x} <e/2
p.q> My = |z, — x4 <e/2.

D’ou la conclusion car on a alors
m > sup{ M, Mo} = |z — | < |20 — Ty | + |2hm) — 2| <

Critere 2.3.6.4 (Cauchy) Une suite de R"™ converge si et seulement si elle est
de Cauchy.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si la suite x,, de R" converge vers
x, pour tout € > 0, il existe M tel que

m>M =z, —x| <e/2,

donc tel que
Pq =M= |z, — x| <y — 2|+ |z -2 <€

La condition est suffisante. Vu la proposition précédente, il suffit, étant donné
une suite x,, de Cauchy dans R", d’en extraire une sous-suite convergente.
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Donnons d’abord une construction d’une telle sous-suite. Pour k(1), on prend le
premier entier k£ € Ny tel que

p,q>k=|r,— 1z, <107

Ensuite, on construit les k(m) au moyen de la récurrence suivante: si k(1), ...,
k(m — 1) sont déterminés, on prend pour k(m) le premier entier k strictement
supérieur a k(m — 1) tel que

pq >k =z, —x,) <107

Il est bien certain que la suite () ainsi construite est une sous-suite de la suite
T

Prouvons a présent que cette sous-suite converge. Il suffit pour cela d’établir
que, pour tout j € {1,...,n}, la suite [xym)]; des j-emes composantes converge.
Or, pour tout m € Ny, on a

[Trm)]j = [Trem) = Tem-n]j + -+ + [Tre) — Te@)]; + [Tr@)])-

De plus, la suite S, ; 4+ définie par

Smjt = [Thm) = Tem-1)lj+ + -+ [Tee) — rlj+ + TR+

pour tout m € Ny est croissante et majorée par ‘xk(l)‘ + 1, comme on le vérifie
aisément, elle est donc convergente. De méme, la suite S,, ;_ définie par

Smj— = [Thm) — Thim-1))j— + - + [Zr2) — Te)]j— + [Tr@))j-

pour tout m € Ny est croissante et majorée par |xk(1)} + 1 donc converge. Au total,
la suite

Sm,j,+ - Sm,j,f - [mk(m)]ja

converge. D’ou la conclusion.g

Remarques.  a) Dans R", il y a donc identification entre les suites convergentes et
les suites de Cauchy. C’est la raison pour laquelle nous n’avons pas cherché a établir les
propriétés des suites de Cauchy.

b) Il convient de remarquer qu’en général, Sy, ;4 (resp. Sy, j—) n'est pas la partie
positive (resp. négative) de [zy(m)].

Ezercice.  Etablir le principe du choixz de Bolzano-Weierstrass:, a savoir la propriété
suivante: toute suite de R contient une sous-suite monotone. En particulier, de toute suite
bornée de R, on peut extraire une sous-suite convergente.

En déduire le critére de Cauchy dans R.
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Suggestion.  Soit r,, une suite de R. Appelons pivot de cette suite tout entier
m € Ny tel que r,, < r,,, pour tout n > m. S’il y a une suite de pivots, nous pouvons
les noter () avec k(m) < k(m+1) pour tout m € Ny et la suite 4, ainsi obtenue
est strictement monotone. S’il n’y a qu'un nombre fini de pivots, il existe k(1) € N
strictement plus grand que chacun des pivots. Des lors, k(1) n’est pas un pivot et
il existe k(2) > k(1) tel que ry) > rry. Comme k(2) n’est pas un pivot, il existe
k(3) > k(2) tel que rys) > 742y Et ainsi de suite. Le cas particulier résulte aussitot
du théoreme 2.3.6.1.

Le critere de Cauchy résulte aussitot de la proposition 2.3.6.3.y

2.3.7 Exemples d’étude de la convergence de suites

FEzercice.  Etudier la convergence de la suite numérique réelle de m-éme élément égal

m

1 N 1 1
T = —_— _ = _—
" m1 2m j:1m+j

Suggestion.  D’une part, cette suite est strictement croissante car, pour tout
m € Ny,

1 1 1
omt 1 2mi2 mal
2m+2)+(2m+1) — (4m +2)
2(m+1)(2m +1)

"m+1 — Tm

D’autre part, elle est majorée par 1 car on a

1 1

Tm=——=%""+ <m = 1.

1
Tm1 m—+m m
Vu le théoreme 2.3.6.1, cette suite converge.

Exemple. (Série harmonique) Etudier la convergence de la suite numéri-
que réelle de m-eme élément égal a

1 1 1
=1l =4 — = -,
r +ot Z]
7j=1
Comme on a

1 P 1 S 1 1
rm_/r'm:— __m._:_’
2 m+ 1 2m om 2
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pour ¢ = 1/3, il n’existe pas d’entier M tel que |r, —r,| < e pour tous p,q > M.
La suite n’est donc pas de Cauchy et, par conséquent, elle ne converge pas. On peut
aussi remarquer que la suite considérée n’est pas bornée car on a

m
m
Tom = Z Toi — roj—1) + 11 > 11 + 5 vm € Np.
7j=1

Théoréme 2.3.7.1 (Cesaro) Sila suite x,, converge vers x, la suite X, définie
par

1
Xm:E<$1+ +$m = ZSE’]

converge également vers x.

Preuve.  Pour tout € > 0, il existe M tel que |z, — z| < £/2 pour tout m > M
donc tel que

1 Y 1 & 1 Y e
Jj=1 j=M+1 j=1

On vérifie alors aisément qu’il existe M’ > M tel que

1
>M’:>—§ — x| <
m > mjl\xj x| <

€
5
Au total, pour tout € > 0, il existe M’ tel que | X,, — x| < e pour tout m > M’, ce
qui suffit.g
Ezercice.  Etablir que, pour tout a > 0, la suite r,, définie par récurrence par
ro>0 et Ty = %(rm +a/ry), VmeéeN,
converge vers \/a.

Suggestion. 1l est clair qu’on a 1, > 0 pour tout m € N. De plus, de I'inégalité
V15 < (r 4+ s)/2 valable pour tous r, s > 0, on tire

a
Va= [t — <5 (rm+a/rm) =, YmEN
m

Des lors, pour tout m € Ny, on a r2 > a et par conséquent a/r,, < r,. Au total,
la suite r,, est définie, décroissante & partir de r; et minorée par y/a, donc converge
vu le théoréme 2.3.6.1. Comme sa limite r doit vérifier r > 0 et r = L(r + a/r), on

ar=./a.
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Ezxercice.  Si la suite a,, de [0,+o0 vérifie amin < aman, pour tous m, n € Ny,
établir que
(am) ™ — inf{ (@) ke No} .

Suggestion.  Posons a = inf { (ak)l/k ke NO}. Pour tout € > 0, il existe bien

sur m € Ny tel que a,, < (a+¢)™. Posons A = sup{ay,...,a,}. Comme, pour
tout n € Ny, il existe p,, ¢, € N tels que n = mp,, + ¢, avec 0 < ¢, < m, il vient
successivement

U = Gy tqn < Amp, Qg < (@ +€)"P"a,, < (a+e)"P"A

donc
a < (an)l/n < (a+6)mp"/"A1/" = (a+5)A1/"(a+6)_q”/".

Or la suite AY"(a+¢)~%/™ converge vers 1 (on a en effet 71/™ — 1 pour tout r > 0).

Par conséquent, il vient a < (a,)"/™ < a + 2¢ pour n suffisamment grand, ce qui
permet de conclure.
* — Des lors, pour tout élément a d’'une algebre normée (A, ||-||), la suite ||a

converge vers inf{ HakHl/k ke NO}. —

[t

2.4 Topologie de R"

2.4.1 Ouverts et fermés

Définition.  Une partie Q de R" est ouverte (on dit aussi “est un ouvert”) si
tout point de €2 est le centre d’une boule incluse dans §2 ou encore si €2 est voisinage
de chacun de ses points.

Exemples. a) Bien str, R" et () sont des ouverts de R™.

b) Les seuls intervalles ouverts de R sont les intervalles des types suivants: |a,b],
|—00,b], |a, +oo[ et |—o0, +oo[. On vérifie aisément que ces intervalles sont ouverts.
De plus, aucun autre intervalle de R n’est ouvert: ainsi, par exemple, l'intervalle
la,b] n’est pas ouvert car a y appartient et n’est le centre d’aucune boule incluse
dans cet intervalle.

c) Un intervalle I = I x --- x I,, de R™ est ouvert si et seulement si chacun de
ses intervalles constitutifs I, ..., I, est ouvert dans R. La condition est nécessaire.
Pour tout j € {1,...,n} et tout a € I;, il existe un point = € I dont la j-eme
composante est égale a a. Il existe ensuite r > 0 tel que {y : |z —y| <r} C I, donc
tel que

fbeR:ja—b|<r}={lyl;:le—yl <r}C I,
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La condition est suffisante. Soit x un point de I. Pour tout j € {1,...,n}, on a
xj € I; et il existe donc r; > 0 tel que {a € R : |z; —a|] <r;} C ;. Cela étant, on
obtient de suite

{y: |z —y| < 1inf rj} C I

<jsn

d) Pour tout x € R™ et tout r > 0, la boule b={y : |x —y| < r} est ouverte. De
fait, si y appartient a cette boule, on vérifie de suite que

{z:ly—z|<r—lz—yl} Cb

Par contre, la boule bV = {y: |z —y| < r} nest pas ouverte. 11 suffit de remar-
quer que le point x + re; appartient assurément a b et n’est le centre d’aucune
boule incluse dans b': pour tout ' > 0, le point = + re; + r’e; appartient a
{y:|x+re —y| <r'} et n’appartient pas a b'.

e) Pour toute partie non vide A de R" et tout v > 0, l’ensemble
A, ={z:d(z,A) <r}

est un ouvert contenant A. Bien sur, cet ensemble A, contient A. De plus, il
s’agit d’un ouvert car, pour tout € A,, on a d(x,A) = r, avec r, < r donc
{y:|lz—y|<r—r,} C A, comme on le vérifie de suite au moyen de I'inégalité
triangulaire relative a la distance entre parties de R".

Définition.  Une partie de R™ est fermée (on dit aussi “est un fermé”) si son
complémentaire dans R" est ouvert.

Dans R”, on peut donner une définition directe (c’est-a-dire qui ne recourt pas
au complémentaire) des parties fermées grace a la caractérisation suivante.

Théoreme 2.4.1.1 Une partie F' de R"™ est fermée si et seulement si elle con-
tient la limite de toutes ses suites convergentes.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit x,, une suite de F' qui converge vers
x. Si x n’appartient pas au fermé F', il appartient a 'ouvert R” \ F'. Il existe alors
r > 0tel que {y:|r—y|<r} CR*\F. Comme la suite z,, converge vers z, il
existe M tel que |z, — x| < r donc tel que z,, € R™\ F pour tout m > M. D’ou
une contradiction.

La condition est suffisante. Si R™\ F' n’est pas ouvert, il existe z € R™ \ F' tel
qu’aucune boule centrée en x ne soit incluse dans R™ \ F. Cela étant, pour tout
m € Ny, 'ensemble A,, = FN{y: |z —y| <1/m} nest pas vide. Vu le troisieme
moyen d’obtention d’une suite, il existe alors une suite z,, telle que z,, € A,, pour
tout m € Ny. D’otl une contradiction car il s’agit d’une suite de F' qui converge vers
T
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Exemples. a) Bien str, R™ et () sont des fermés de R".

b) Les seuls intervalles fermés de R sont les intervalles des types suivants: |a,b],
|—00,b], [a,+o00[ et |—00,+00[. On vérifie directement que ces intervalles sont
fermés, au moyen des propriétés des suites numériques réelles convergentes vis-a-
vis des signes d’inégalité. De plus, aucun autre intervalle n’est fermé: ainsi, par
exemple, U'intervalle I = ]a,b[ n’est pas fermé car (x,, = a+ (b—a)/(m+ 1))
est une suite de I qui converge vers a.

meENg

c) Un intervalle I = I X -+ x I, de R™ est fermé si et seulement si chacun
de ses intervalles constitutifs est fermé dans R. La condition est nécessaire. Soient
j€A{l,...,n} et a,, une suite de I; qui converge vers a. Pour tout k € {1,...,n}
différent de j, choisissons un point by de I et définissons la suite x,, de R™ par

Ty = (bh s 7bj—17 Ay bj+17 s 7bn)
Il s’agit évidemment d’une suite de I qui converge vers
xr = (bl, ce 7bj—17 a, bj+1, ce ,bn)

De la, a appartient a I;. La condition est suffisante. Soit x,, une suite de I qui
converge vers x. Pour tout j € {1,...,n}, on sait alors que la suite [z,,]; est une
suite I; qui converge vers [z];. Si chacun des I; est fermé, on a [z|; € I; pour tout
J et par conséquent x € [.

d) Pour tout x € R™ et tout r > 0, la boule b ={y: |z —y| <r} est fermée. De
fait, si la suite y,, de b converge vers y, la suite y,, — x converge vers y — x. On a
donc |y, — x| — |y — z| avec |y, — x| < r pour tout m € Ny, ce qui suffit.

Par contre, la boule ' = {y: |y — x| <r} nest pas fermée. De fait, on vérifie
directement que (y, = x + (1 — 1/m)re1),, oy, st une suite de b’ qui converge vers
le point x + re; qui n’appartient pas a b'.

e) Toute partie finie de R™ est fermée.

f) Pour toute partie A de R™ différente de R™ et tout r > 0, ’ensemble

A, ={z:d(z,R"\ A) > r}
est un fermé inclus dans A. 1l suffit de remarquer que A_, = R"\ (R™\ A),.
Passons a présent aux propriétés des ouverts et des fermés.

Proposition 2.4.1.2 Si le point x n’appartient pas au fermé F de R", il existe
des ouverts disjoints €, et Qp contenant respectivement x et F'. (On dit que “R™
est un espace régulier”.)

En particulier, si x et y sont deux points distincts de R™, il existe des ouverts
disjoints Q, et ), contenant respectivement x et y. (On dit que “R™ est un espace
séparé”.)
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Preuve.  Comme z appartient & ouvert R™ \ F, il existe r > 0 tel que la boule
{y: |z —y| <r} soit disjointe de F. Cela étant, on peut prendre

Q. ={y:|lr—yl<r/2} et Qp={y:dy,F)<r/2}.

De fait, nous savons que €2, est un ouvert contenant z et que r est un ouvert
contenant F'. De plus, €2, et Qp sont disjoints: I'existence d’un point y appartenant
a 'intersection de ces deux ensembles conduirait en effet a la contradiction

d(z, F) < |z — y| + diam({y}) + d(y, F) < r.

Le cas particulier résulte aussitot de ce que {y} est fermé. On peut aussi vérifier
directement que les boules ouvertes

Q={z:lz—z|<3lz—yl} e Q={z:ly—z|<ilz—y|}
conviennent.g

Remarque.  Au paragraphe 4.2.1, nous établirons méme que si F} et Fy sont des
fermés disjoints de R", il existe des ouverts disjoints Q2p, et (g, contenant respectivement
Fy et Fy. (On dit que “R™ est un espace normal”.)

Théoréme 2.4.1.3 a) Toute union d’ouverts est ouverte.

b) Toute intersection de fermés est fermée.

Preuve.  a) De fait, si un point appartient & une union d’ouverts, il appartient
a I'un d’entre eux et est donc le centre d’'une boule incluse dans cet ouvert donc
dans I'union des ouverts.

b) s’obtient directement par passage aux complémentaires dans a), vu la formule

= (M) - Uma),

Théoréeme 2.4.1.4 a) Toute intersection finie d’ouverts est ouverte.
b) Toute union finie de fermés est fermée.

Preuve. a) Soient 4, ..., Q; des ouverts en nombre fini. Si un point x
appartient a leur intersection, il appartient a chacun d’entre eux. Des lors, pour
tout j € {1,...,J}, il existe r; > 0 tel que la boule {y : |[x — y| < r;} soit incluse
dans ;. Au total, » = inf{ry,...,r;} est un nombre strictement positif tel que la

boule {y : |z —y| < r} soit incluse dans chacun des ; donc dans leur intersection.
b) s’obtient directement par passage aux complémentaires dans a).g
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2.4.2 Intérieur, adhérence, frontiere

Remarquons de suite qu’il existe des parties de R™ qui ne sont ni ouvertes, ni
fermées. Il en est ainsi, par exemple, des intervalles des types |a, b et [a,b] dans R.

Dans ce paragraphe, a toute partie A de R™, nous allons associer un ouvert et
un fermé particuliers qui permettent de “cerner” A.

Définitions. Un point = de R" est intérieur a la partie A de R™ s’il est le
centre d'une boule incluse dans A.
L’intérieur de A est 'ensemble des points intérieurs a A; il est noté A° ou (A)°.

Proposition 2.4.2.1 L’intérieur de A est un ouvert inclus dans A et contient
tout ouvert inclus dans A. (On dit que A° est “le plus grand ouvert” inclus dans
A)

En particulier, on a A = A° si et seulement si A est ouvert.

Preuve. 1l est clair que A° est inclus dans A et il est immédiat que A° contient
tout ouvert inclus dans A. Pour conclure, il suffit alors de prouver que A° est un
ouvert. Or, pour tout = € A°, il existe r > 0 tel que {y: |[x —y| <r} C A donc tel
que louvert {y : |z — y| < r} soit inclus dans A donc dans A°, ce qui suffit.y

Exemples. On vérifie aisément les égalités

[a,0]" =Ja,b[ et {y: |z —yl<r}"={y:|v—yl <r}.

Définitions.  Un point x de R" est adhérent a la partie A de R" si toute boule
de centre x est d’intersection non vide avec A.
L’adhérence de A est I'ensemble des points adhérents a A; il est noté A ou A~

ou (A)~.
Voici une caractérisation interne de ’adhérence de A.

Proposition 2.4.2.2 Dans R", un point x appartient a l'adhérence de A si et
seulement s’il existe une suite de A qui converge vers x.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si x est adhérent a A, alors, pour
tout m € Ny, I'ensemble A, = AN{y: |z —y| <1/m} nest pas vide. Il existe
donc une suite x,, telle que z,, € A,, pour tout m € Ny. D’ou la conclusion car il
s’agit d’une suite de A qui converge vers .

La condition est évidemment suffisante.g

Proposition 2.4.2.3 L’adhérence de A est un fermé contenant A et inclus dans
tout fermé contenant A. (On dit que A~ est “le plus petit fermé” contenant A.)
En particulier, on a A = A~ si et seulement si A est fermé.
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Preuve. 11 est clair que A est inclus dans A~. De plus, vu la proposition
précédente, il est immédiat que A~ est inclus dans tout fermé contenant A. Pour
conclure, il suffit donc de prouver que A~ est fermé. Cela résulte aussitot de la
formule

R"\ A= (R"\ A)°
qui exprime tout simplement que x € R™ n’appartient pas a A~ si et seulement s’il
existe r > 0 tel que la boule {y : [x — y| < r} soit incluse dans R™ \ Ay

Exemples. On vérifie aisément les égalités
Ja,b[" =la,b] et {y:|lz—yl<r} ={y:lz—yl<r}.

Proposition 2.4.2.4 Pour toute partie A et tout ouvert 2 de R", on a (2N
A" =(QNA)".

Preuve.  L’inclusion (2N A)~ C (2N A)~ résulte aussitot de ce que (2N A)~
est un fermé contenant 2 N A.

Inversement, soit z un élément de (2N A)~. Il existe donc une suite x,,, de QN A
qui converge vers x. Pour tout m € Ny, il existe r,, > 0 tel que {y : |z, —y| < T}
soit inclus dans €2 et nous pouvons supposer que la suite r,, converge vers 0. Cela
étant, pour tout m € No, A, = AN{y: |z, —y| <rn} n'est pas vide et il existe
donc une suite y,, telle que y,, € A,, pour tout m € Ny. D’ou la conclusion car il
s’agit d’une suite de 2 N A qui converge vers .y

Remarque.  Pour toute partie A de R™, nous venons d’introduire le plus grand ouvert
A° et le plus petit fermé A~ tels que A° C A C A~. Pour savoir a quel point ces inclusions
sont fines, il suffit de considérer l’ensemble A~ \ A°, c’est-a-dire ’ensemble des points
frontiere introduit ci-apres.

Définitions. Un point = de R" est frontiére de A si toute boule de centre x
est d’intersection non vide avec A et avec R™\ A.

La frontiére de A est 'ensemble des points frontiere de A; il est noté A® ou (A)°.
Il est clair que A®* = A~ \ A°.

Exemples. On vérifie aisément les égalités
]aab[. = [CL, b]. = {aab}

et
{yile—yl<r}={y:lz—yl<r}y ={y: |z —yl=r}.

Proposition 2.4.2.5 Pour toute partie A de R", A*=A"N(R"\ A)".
En particulier, la frontiére de A est fermée et A®* = (R"\ A)®
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Proposition 2.4.2.6 La frontiére d’un ouvert (resp. d’un fermé) est un en-
semble dintérieur vide.

Preuve.  Comme on a A* = (R"\ A)® pour toute partic A de R™, il suffit
d’établir la proposition dans le cas d'un ouvert 2. Procédons par 1’absurde. Sup-
posons que x soit un point intérieur a °. Il existe alors r > 0 tel que la boule
{y ]z —y| <r} soit incluse dans 2°. De plus, il doit exister un point z de 2 tel
que |z — z| < r/2. Or un tel point z ne peut appartenir a 2* puisqu’il est le centre
d’une boule incluse dans §2. D’ou la conclusion.y

Remarques. 1l existe de nombreuses relations entre les ensembles A, A°, A~ et A°.
Nous n’allons en citer que quelques unes, laissées comme exercices.

a) Pour toute partie A de R™, établir que A° et A® sont disjoints et d’union égale & A~
En particulier, on a A* C A si et seulement si A est fermé. De méme, on a A* C R"\ A
si et seulement si A est ouvert.

b) Pour toute partie A de R™, on a les égalités

R™\ A° = (R"\ A)~ et R"\ A~ = (R"\ A)°,

qui permettent de déduire les propriétés de 'adhérence (resp. de l'intérieur) de A a partir
de celles de l'intérieur (resp. I'adhérence) de son complémentaire.

x — Le recours aux opérations d’intérieur, d’adhérence et de frontiere sur une
méme partie A de R” n’introduit qu'un nombre fini d’ensembles distincts.

Proposition 2.4.2.7 Tout ensemble formé a partir de A et des opérations d’in-
térieur, d’adhérence et de frontiére est nécessairement égal a un des ensembles sui-
vants:

0, A
A~ A° A,
A—O7A—.’AO—7AO.’A.O’A..’
A—O—’A—O.,AO—O’AO—.’A.O—’A.O.'

Preuve.  Bien stur, on rencontre A, A°, A~ et A°.

Considérons a présent les ensembles obtenus a partir de A et deux des opérations
envisagées. En plus de ceux mentionnés dans I’énoncé, on peut aussi rencontrer
AT = A7, A = A° et A* = A°.

Considérons ensuite les ensembles obtenus a partir de A et trois des opérations
envisagées. En plus de ceux mentionnés dans ’énoncé, on peut rencontrer (tout en
négligeant bien stur ceux qui commencent ou se terminent par un des assemblages
7, °° ou *~ déja éliminés)

A~ =10 car la frontiere d’un fermé est d’intérieur vide,
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A~* — A—* car la frontiere d’'un fermé est d’intérieur vide et car un
fermé est égal a 'union de son intérieur et de sa frontiere,
Ac* =) car la frontiere d’un ouvert est d’intérieur vide,
Ac®® = A°* car la frontiere d’un ouvert est d’intérieur vide et car un
fermé est égal a I'union de son intérieur et de sa frontiere,
A = () car la frontiere d'un fermé est d’intérieur vide,
A% = A°* car la frontiere d’un fermé est d’intérieur vide et car un
fermé est égal a I'union de son intérieur et de sa frontiere.
Considérons ensuite les ensembles obtenus a partir de A et quatre des opérations
envisagées. En plus des assemblages qui commencent ou se terminent par un des
assemblages déja éliminés, on trouve
A ©°=A4"° carona A DA °= A°°DA"°
et APCA = A CA = A°°C A",
A =A°*carona A" = A (R"\ A7)
— A° N (Rn \ A—oo) = A~°,
Ao~ = A°~ carona A°° C A°” = A°° C A°~
et A7 D A°= A°° D A° = A°°T D AT,
A°°® — A°~* car on a A°7°® = A°7°7* = A°"* la premiere égalité
provenant de £E~°® = E~°~* pour toute partie £ de R",
AOO—O — A.—O—O — A.—O — A.O’
A7 = A N(R™\ A*7°) = A** N(R™\ A* °7°), ce dernier ensemble étant égal
E\l AOO— m (Rn \ A.—O) — A.O— m (Rn \ A.OO) — AOO..
Au total, aucune autre possibilité que celles annoncées dans I’énoncé ne peut
apparaitre.
Pour conclure, nous devons encore prouver qu’aucune des possibilités de I’énoncé
n’est superflue. Pour s’en assurer, il suffit de procéder comme suit: on choisit a, b,
¢, d € R tels que a < b < ¢ < d puis on considere I'ensemble

A=]-00,a[U]a,b[U{c}U{z:2€Q,x €]d,+0[}.

Il est non vide et tel que

A7 = ]-o0, bl U{ctUd, +oof, | A = ]-o0,a[U]a,b],
A* = {a,b,c}U[d,4+o0[, A7 = ]-o00,blU]d, +o0l,
A= = {bcdj, A = ]—o0,b],

A = {a,b}, A* = |d, 4o,

A = {a,b,c d}, A= = |—o00,bU|d, +oo],
A7 = {b,d}, A = |—o0,b],

A = ) A = [ 4ol

A = {d}.

Nous voyons que, pour cet ensemble A particulier, toutes les possibilités de 1’énoncé
sont distinctes.
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D’ou la conclusion.g«— *

2.4.3 Compacts

Dans une premiere étude de l'espace R”, les parties compactes peuvent étre
introduites en recourant a la caractérisation de Heine-Borel.

Définition.  Une partie K de R" est compacte (on dit aussi que K est un
compact) si elle est bornée et fermée.

Exemples. a) Tout intervalle borné et fermé est compact.

b) Toute boule fermée de R™ est compacte.

c) Toute partie finie est compacte.

d) Si la suite x,, converge vers xo dans R", alors K = {x,, : m € N} est un
compact. D’une part K est borné car toute suite convergente est bornée. D’autre
part, K est fermé. De fait, soit y,, une suite de K qui converge et soit yo sa limite.
Sl en existe une sous-suite yy () constante, bien str la limite y, appartient a K.
Si y,, n’admet pas de sous-suite constante, on vérifie aisément qu’il en existe une
sous-suite qui est en méme temps une sous-suite de x,, et ainsi on a yy = xo € K.
D’ou la conclusion.

Voici une propriété remarquable des compacts de R”.

Théoréme 2.4.3.1 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée de R™, on
peut extraire une sous-suite de Cauchy.

Des lors, de toute suite d’un compact K de R™, on peut extraire une sous-suite
convergente vers un point de K.

Preuve.  Soit (2, )men, une suite bornée de R"™. Procédons par récurrence. Le
nombre de mailles du réseau décimal d’équidistance 10~ qui contiennent au moins
un élément de la suite est fini. Par suite, il existe au moins une maille I de ce réseau
telle que { m € Ny : x,,, € I} ne soit pas fini, soit /; une maille du réseau qui jouit de
cette propriété et soit k(1) un entier tel que @1y appartienne a Iy. Sify,..., Iy, et
Tk(1), - - - » Tk(m—1) Sont obtenus, on détermine I,,, et xy () de la maniere suivante. Le
nombre de mailles du réseau décimal d’équidistance 10~ incluses dans I,,,_; est fini.
Il existe donc au moins une de ces mailles, soit I, telle que 'ensemble {m : x,, € I}
ne soit pas fini. Alors I, est une telle maille et k(m) est un entier strictement
supérieur a k(m — 1) et tel que Zy@,) € L. Cela étant, la suite @y, est bien str
une sous-suite de la suite x,,. Pour conclure, il suffit alors de noter que cette suite
Ty(m) est de Cauchy car on a

P < 4= Tip), Ti(g) € Ip = |xk(p) - xk(q){ < diam(l) = 1077n'/2.

D’ou la conclusion.g
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Voici quelques applications de ce théoreme d’extraction.

Proposition 2.4.3.2 Le diametre de tout compact non vide de R™ est réalisé.
En d’autres termes, pour tout compact non vide K de R", il existe x, y € K tels
que |z — y| = diam(K).

Preuve.  Comme K est borné et non vide, il admet un diametre donné par
diam(K) =sup{ |z —y| : z,y € K}.

On sait alors qu’il existe une suite de { |z — y| : z,y € K} qui converge vers diam(K),
c’est-a-~dire qu'il existe des suites x,, et y,, de K telles que la suite |x,,, — y,,| converge
vers diam(K).

Par le théoreme d’extraction, de la suite x,,, on peut extraire une sous-suite
Ti(m) qui converge vers un point x de K. Cela étant, yy(n) est une suite de K dont,
par le théoreme d’extraction également, on peut extraire une sous-suite yx(m)) qui
converge vers un point y de K. Remarquons alors que xj(m,)) est une sous-suite de
Ti(m), donc est une suite qui converge vers z. Au total, il vient

|Zak(m)) — Uik | — |2 — ¥

avec x, y € K alors que |xl(k(m)) — yl(k(m))} est une sous-suite de |x,, — Y|, donc est
une suite qui converge vers diam(K).
D’ou la conclusion.g

Proposition 2.4.3.3 Dans R", la distance d’un compact non vide a un fermé
non vide est réalisée.

En d’autres termes, pour tout compact non vide K et tout fermé non vide F' de
R”, il existe v € K ety € F tels que |z —y| = d(K, F).

Preuve. Comme on a
dK,F)=inf{|z—y|:z € K,y € F},

il existe des suites x,, de K et y,, de F telles que |z,, — ym| — d(K,F). De la
suite x,, du compact K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K: soit
Ti(m) — @ une telle sous-suite. Cela étant, considérons la sous-suite Y, de la suite
Ym. Comme, pour tout m € Ny, on a |ym| < |Tm| + |Tm — Yml|, on voit que la suite
Ym est bornée. Par conséquent, de la suite yp(,), on peut extraire une sous-suite
convergente: soit yxm)) — ¥ une telle sous-suite. Comme yx(m)) appartient au
fermé F' pour tout m € Ny, on obtient que y appartient a F'. La conclusion est alors
directe: on a bien slr z;(m)) — = puis

Ti(km)) = Yilk(my) — € — Y done | Zyumy) — Yk | = 12— vl

ce qui entraine |z —y| = d(K, F)4
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Corollaire 2.4.3.4 S le compact non vide K et le fermé non vide F' de R™ sont
tels que d(K, F) =0, alors KN F # 0y

Corollaire 2.4.3.5 Si le compact non vide K et ['ouvert non vide €2 de R™ sont
tels que Q #R" et K C Q, alors d(K,R"\ ) > 0.4

Théoréme 2.4.3.6 (Cantor) Si(K,,),, oy, €st une suite de compacts non vides
emboités en décroissant (c’est-a-dire que K1 C K, pour tout m € Ny), alors
K =(_, K, est un compact non vide.

Preuve.  Comme toute intersection de bornés est bornée et que toute intersec-
tion de fermés est fermée, nous savons déja que K est compact.

Pour conclure, prouvons que K est non vide. Comme K, differe de () pour tout
m € Np, il existe une suite x,, telle que z,, € K,, pour tout m € Ny. En particulier,
la suite x,, est une suite de K; et on peut en extraire une sous-suite Ty, qui
converge vers un élément zy de K;. En fait, on a xqg € Kj; pour tout M € Ny car
la suite (ym = @i M+m))meNO est évidemment une suite de K, et une sous-suite de
Tr(m)- On a donc xp € K g

2.5 Séries dans R"

2.5.1 Définition

Nous allons étudier a présent des suites de R™ qui se présentent sous une forme
particuliere.

Définitions.  On appelle série associée a la suite (Tm),,cy, de R", la nouvelle

suite (X )y, dont le k-eme élément est égal a Xj = S Tm; Cest donc la suite
Xi=mx1, Xo =21+, Xzg=x1+2T2+ 23, ...;

elle est notée Y >°_ x,.

Les z,,, sont appelés les termes de la série; plus particulierement, x,,, est le m-eme
terme de la série et on parle de la série de terme général x,,. De plus, X}, est appelé
k-eme somme partielle de la série.

Ainsi, la série Y - xp, associée a la suite ., apparait comme étant la suite X,
des sommes partielles successives de la série.

Remarques.  a) La considération de la série > ~_; @y, revient donc & celle de la suite
X} de ses sommes partielles.

b) Inversement, la considération de la suite x,, peut se ramener & celle d’une série
> oo Ym- 1l suffit pour cela de définir les y,, par y1 = 21 et Yp = Ty, — Tyy—1 pour tout
entier m > 2 car on a évidemment x; = Eﬁlzl Ym = Yi pour tout k£ € Np.



68 2. L’espace euclidien R”

Afin de parler des séries de maniere autonome (c’est-a-dire sans faire appel aux
suites), nous sommes amenés a introduire les définitions suivantes.

Définitions.  La série >~ x,, est convergente si la suite Xj, de ses sommes
partielles converge. Dans ce cas, la limite de la suite X est appelée somme de la
série et est notée > 7w

m=1"m:"
La série est divergente si elle ne converge pas.

Remarque.  Sila série associée & la suite x,, converge, la notation Y | @, représen-
te donc tout aussi bien la série (c’est-a-dire la suite X de ses sommes partielles) que sa
limite (c’est-a-dire la limite de la suite X}). Il s’agit 1a d’un abus d’écriture consacré par
I'usage et qui ne provoque jamais de confusion si le contexte est clair.

Voici la traduction du critere de Cauchy dans la langage des séries.

Critere 2.5.1.1 La série Y -_, x,, converge si et seulement si, pour tout e > 0,
il existe M tel que

q
¢>p>M=|> a,|<e

m=p

Preuve.  De fait, la série > ~_ x,, converge si et seulement si la suite X de
ses sommes partielles converge, c’est-a-dire si et seulement si cette suite X est de
Cauchy. Or la suite X}, est de Cauchy si et seulement si, pour tout € > 0, il existe
M’ tel que

pg>M = |X,— X, <e.

Pour conclure, il suffit alors de poser M = M’ + 1 et de remarquer que, pour tous
P, q € Ny tels que M < p<gq,ona

q
Xy = Xpoa| = ) 2| < e
m=p

La convergence de la série Y °_| x,, impose des conditions sur ses termes x,.
En voici une qui découle directement du critere de Cauchy.

Proposition 2.5.1.2 Si la série Y~ ., converge, la suite x,, converge vers
0.

Preuve.  De fait, pour tout € > 0, il existe M tel que

q
¢>p>M=|> am| <e,

m=p
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donc en particulier tel que

m
m> M= |z,| = ZZL‘j < ey
j=m
Remarque.  Laréciproque de cette proposition est fausse. En effet, la suite numérique
réelle x,, = 1/m converge vers 0 et nous avons déja établi que la suite Z%zl 1/m ne
converge pas (cf. page 55), c’est-a-dire que la série harmonique Y >, 1/m ne converge
pas.

Notation.  Soient (z,,),,cy, une suite de R™ et M un entier strictement positif,
On peut alors introduire la suite v, de m-eme élément défini par vy, = Tpr1m_1 €t
considérer la série Y °_ y,,. En fait, cette derniére série est plutot notée Y~ xp,,
sa signification étant claire et sa notation ne faisant pas appel aux y,,.

Théoréme 2.5.1.3 Si la série Y, °_, &, converge, alors, pour tout entier M €
No, la série Y =\, &, converge et

9] M-1 9]
E Ty = E T + E T
m=1 m=1 m=M
Inversement, s’il existe M € Ny tel que la série Y °_, & converge, alors la
s . o0
Série Yy | Ty, cOnverge.

Preuve.  C’est une conséquence directe de la propriété relative aux combi-
naisons linéaires de suites convergentes, qui exprime que la suite (Xj),~,, définie
par

M—1 k
Xp=) Tm+ Y m, VEk=M,
m=1 m=M
converge si et seulement si la suite (Yi),o, = Sor_y Tm converge, et qui donne
également 1’égalité annoncée entre les limites.g

Définition.  Silasérie Y~ z,, converge, alors, pour tout M € Ny, la somme
Z.0 o0 7 \ . o0
de la série > ~_, @, est appelé M-éme reste de la série Y > _| zp,.

Définition.  Unesérie > ~_| x,, est numérique si tous les z,, sont des nombres
complexes; elle est numérique réelle si tous les x,, sont des nombres réels.

Proposition 2.5.1.4 Une série numérique réelle a termes positifs converge si
et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

Preuve.  De fait, la suite des sommes partielles est alors une suite numérique
réelle croissante: elle converge si et seulement si elle est majorée.g



70 2. L’espace euclidien R”

2.5.2 Séries géométriques dans C

Définition.  Soit z un nombre complexe non nul. La série géométrique de
. /. 9] m
raison z est la série Yz

Théoreme 2.5.2.1 La série géométrique de raison z € C\ {0} converge si et
seulement si on a |z| < 1, auquel cas sa somme vaut 1/(1 — z).

Preuve.  Rappelons la formule relative aux progressions géométriques de raison
z € C\{0,1}:
k
1— Zk+1
1—-2
m=0

Sion a0 < |z| <1, cette formule montre immédiatement que la série géométrique

de raison z converge vers
1 Zk—i—l 1
lim — =
k—oo\1—2 1—2% 1—=z2

|Z’k+1
T 1]

De plus, pour tout z € C tel que |z| > 1, la suite 2™ ne tend pas vers 0 et la
série géométrique de raison z ne peut converger.y

car on a alors

Zk+1

— 0.

1—2

2.5.3 Criteres d’Abel

Les criteres d’Abel relatifs a la convergence des séries sont basés sur I'inégalité
suivante.

Lemme 2.5.3.1 (inégalité d’Abel) FEtant donné J € No; xq, ..., x; € R" et
r, ..., 77 €ER, ona

J

E :zjj

=1

J

-1 k
<Dl =rals suwp |y
1 1<k<J-1|"_
7j=1

+ |rg| -

J
>
j=1

j:
Preuve.  Cela résulte aussitot de 'identité

J

ZTjCL’j = (Tl — 7”2)1’1 + (7’2 — 7"3)(1}1 +ZL‘2) + .-
j=1

gy —ry)(xr 4+ xgg) Frgler+ -+ xy)a
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Critere 2.5.3.2 (Abel) Si la suite r,, de R converge vers 0 et est telle que
la série Y - | |rm — rm+1| converge (c’est le cas de toute suite numérique positive
décroissant vers 0) et sil existe C' > 0 tel que la suite x,, de R™ vérifie la condition

q
>
m=p

alors la série Y | Ty, converge et, pour tout M € Ny, on a la majoration suiv-
ante du reste

p<q= <,

o oo
E T | < C g T — T ] -
m=M m=M

Preuve.  Pour tout £ > 0, il existe M € Ny tel que |r,,| < e/(2C) pour tout
m>M ety o |rm — rme1] <e/(2C) donc tel que

q q—1
M<p<qg= Zrmxm SCZ|7’m—7"m+1\+C|7’q’§5-
m=p m=p

Des lors, la série converge car elle est de Cauchy. La majoration du reste s’obtient
directement en passant a la limite pour ¢ — oo dans la majoration que nous venons
d’obtenir g

Définition. Une série alternée est une série numérique réelle qui peut se
mettre sous la forme Y °_ (—1)™r,,, les ry, étant tous des nombres supérieurs ou
égaux a 0.

Critere 2.5.3.3 (séries alternées) Si r,, est une suite numérique réelle dé-
croissante vers 0, la série alternée Y - (—1)"r,, converge et, pour tout M € Ny,
on a la majoration suivante du reste

m=M
Preuve.  C’est une conséquence immédiate du premier critere d’Abel car, pour

tous p, q tels que p < ¢, on a évidemment ‘Zgn:p(—l)m‘ <1y

Critere 2.5.3.4 (Abel) Si la suite 1, de nombres réels est telle que la série
> Tm — Tma1| converge (cest le cas de toute suite numérique positive et dé-
croissante) et si la série Y °_, ., converge dans R™, alors la série Y - TmTpy

converge et, pour tout M € Ny, on a la majoration suivante du reste

o o
St < (|7~M| 2y |rm—rm+l|) -
m=M i2M

m=M

l

S .

k=M
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Preuve.  Posons

C=1+m+> |rm— Tl

m=1

et remarquons que, vu l'égalité r,, = r; —i—zz.n:_ll(rjﬂ —r;) valable pour tout m € N,
on a bien sur |r,| < C pour tout m € Ny. Cela étant, la série Y~ rp,x,, est de
Cauchy donc converge car, pour tout € > 0, il existe M tel que

q
Do

m=p

€

M<p<g= —
SP>q 50

<

donc tel que, pour tous p, ¢ € Ny tels que M <p <q, on a

q
E T'mTm
m=p

l

D

k=p

+ |ry| - <e.

q—1
< § ‘Tm - 7aerll © Sup
m—p p<i<q—1

q
>
k=p

L’inégalité portant sur le reste de la série s’obtient en passant a la limite pour ¢ — oo
dans cette derniere inégalité.g

Le cas R" = C se traite de maniere analogue et procure aussitot les résultats
suivants.

Lemme 2.5.3.5 (inégalité d’Abel) FEtant donné J € Ny etcy, ..., cy, z1,..
zy € C, on a linégalité

J
§ :Cjzj

J=1

)

+|CJ“ 1

<J-1

k
>4
j=1

J
>4
j=1

J—1
< ¢j — ¢jy1] - sup
s 1<k<J

Critere 2.5.3.6 (Abel) Si la suite ¢,, de C converge vers 0 et est telle que la
série Y o |em — Cmy1| converge et s’il existe C' > 0 tel que la suite z,, de C vérifie

la condition
q
> am
m=p
(o0}
=1

alors la série )~ _| cmzm converge et, pour tout M € Ny, on a la majoration suivante

du reste
o0
m=M

p<q= <C,

oo
S C Z |Cm - Cm-‘,—ll g |

m=M
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Critere 2.5.3.7 (d’Abel) Si la suite ¢, de nombres complezes est telle que la

z . o0 . s o0
série Yy > |cm — Cmy1| converge et si la série Y~ _, zp, converge dans C, alors la
série Y °_ Cmzm converge et, pour tout M € Ny, on a la majoration suivante du

reste
l

oo oo
Z Cmzm| < | |em| +2 Z | — Cma1] | - sup Z 2k
I>M
m=M

m=M = k=M
2.5.4 Séries absolument convergentes et séries semi-conver-

gentes

Introduisons une distinction essentielle parmi les séries convergentes.

Définition.  Une série )"~ _, z,, de R” est absolument convergente si la série
oo
des modules Y~ |x,,| converge.

Théoréme 2.5.4.1 Toute série absolument convergente > - x,, de R™ con-
verge et donne lieu a l'inégalité

o) 0
5] < Slenl
m=1 m=1

Preuve.  Cela résulte aussitot du critere de Cauchy car, pour tous p, ¢ € Ny
tels que p < ¢, on a évidemment

q q
D Tm| S [wml
m=p m=p

Remarque.  Insistons sur le fait que la réciproque de ce résultat est fausse. Ainsi, a
partir du critere de convergence des séries alternées, on établit directement que la série
Yoo (=1)™/m converge alors que nous savons que la série harmonique diverge.

Définition.  Une série Y > | z,,, de R™ est semi-convergente si elle converge
sans étre absolument convergente.

x — Les séries absolument convergentes jouissent de propriétés remarquables
vis-a-vis des groupements et permutations de leurs termes.

Théoreme 2.5.4.2 Sila série ) - x, de R™ est absolument convergente, on
peut arbitrairement grouper et permuter ses termes sans altérer sa convergence ni
sa limite.
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Preuve.  La situation la plus délicate est évidemment celle ou on considere la

série
o o0
DD Trm,
k=1 m=1
ou les ensembles Ay = {k(m) : m € Ny} pour k € Ny constituent une partition de
Ny et ou, pour tout k € Ny, application k(-): Ny — A est une numérotation de
Ay. Dans les autres cas, la preuve qui suit se simplifie.
D’une part, pour tout k € Ny, la série Y | Zy(m) converge absolument car la
suite Y7 _, [k(m)| est croissante et majorée par > oo |-
D’autre part, étant donné ¢ > 0, il existe M € Ny tel que >, x| < /2.
Cela étant, puisque {x1,...,2y_1} est un ensemble fini, il existe d’abord K € Ny
tel que

et ensuite M’ € Ny tel que

K
{1’1,...,1‘]\/1_1} C U {l‘k(m) .m S M’} .
k=1
Au total, pour tout K’ > K, il vient
K' oo 0o
DD Trem) = D T
k=1 m=1 m=1
K’ %) M’ K M 0
< Z Zxk(m) — Zxk(m) + szk(m) — me < g,
k=1 \m=1 m=1 k=1 m=1 m=1

ce qui suffit.g

Remarque.  Si la série ) | xp, n’est pas absolument convergente, on ne peut pas
impunément grouper ses termes.

Ainsi, la série Y~ ,(—1)" ne converge pas car son terme général ne tend pas vers 0.
Cependant la série 3, ((—=1)*"~! + (—1)?™) converge trivialement vers 0.

Méme dans une série semi-convergente, on ne peut pas permuter les termes sans ren-
contrer des problémes. A ce sujet, le lemme suivant est aussi tres instructif.

Lemme 2.5.4.3 Sila série numérique réelle " °_ x,, est semi-convergente, les
s [e'e) 00 .
SETies Yy o | Ty €t Y| Ty divergent.
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Preuve.  De fait, par exemple, si la série Y~ x,,4 converge, la série

o0
E Ty = E (Tmy — Tpn)
m=1

converge également comme différence de deux séries convergentes. Cela étant, la
série Y *°_ x,, converge absolument car on a évidemment

M [e%e) o0
Z’mm’ < Z$m++zmm77 VMGN()]
m=1 m=1 m=1
Remarque.  Si la série ) | x,, n'est pas absolument convergente, on ne peut pas

permuter impunément ses termes; la proposition suivante est particulierement claire a ce
sujet.

o, 0 . s ;. . e’ .
Proposition 2.5.4.4 Si la série numérique réelle Y > _, x,, est semi-convergen-
te, alors

a) pour tout r € R, il existe une permutation y,, de la suite x,, telle que la série
> | Ym cOnvErge vers T,

b) il existe une permutation y,, de la suile ., telle que la série Y~ y,, converge
vers +00 (resp. —o0).

Preuve.  Supposons, par exemple, r strictement positif. Nous allons construire
les y,, par récurrence. Il existe un premier entier M (1) tel que Z & ) 2y > 7. On
baptise alors y le k-¢me x,, > 0 parmi les 1, ...z 1); soient yi, ..., Yr(1) les ym
ainsi déterminés. Ensuite, il existe un premier entler M'(1) tel que

M(1) M'(1)
me+— me7,<r
m=1 m=1
Baptisons alors yx 1)+ le k-eme x,,, < 0 parmi les z1, ..., xpp(1); soient Yr(1)+1, - - -,
Y1) les yr(1y+x ainsi retenus. Cela étant, si les M(1), ..., M(m — 1), les M'(1),
, M'(m—1) etles yi, ..., Yxr(m—1) sont obtenus, il existe un premier entier M (m)

strictement supérieur a M (m — 1) tel que

K'( M (m)

ml
Zyﬁ Y e >

m=M(m—1)+1

et on baptise Yx'(m—1)+1 le k-eme x,, > 0 parmi les Zys(m—1)41, - - - Tarim), d’out les
YK'(m-1)+1, - - -, YK(m)- 1l existe ensuite un premier entier M'(m ) > M’( —1) tel
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que
K(m) M'(m)
S Y mer
k=1 m=M'(m—1)+1

et on baptise Yx(m)+x le k-eme x,, < 0 parmi les Ty (m—1)4+1, - .-, Tarm). Comme

la suite z,, tend vers 0 et que les suites M (m) et M'(m) croissent évidemment vers
+00, on vérifie alors aisément que la série >~ *°_, y,,, converge vers 7.

Les autres cas s’établissent de méme (cf. également la preuve de la proposition
suivante pour les cas +00 et —00).g

Remarque.  Ainsi G. Dirichlet a établi les résultats suivants:

1 1 1 2 (=1t
l-5+3-7+ => - — In(2)
m=1
1 1 1 1 1 1 3
e 2 1n(2).
ity ety trogt o @

Proposition 2.5.4.5 Si, pour toute permutation y,, des éléments de la suite x.,
de R", la série Y~ ym converge, alors la série Y - x,, est absolument conver-
gente.

Preuve.  On se ramene directement au cas ou z,,, est une suite numérique réelle,
en passant aux différentes composantes des x,,.

On sait que la série Y *°_, x,, converge. Si elle est semi-convergente, le lemme
précédent assure que les séries Y Tpy et Yo &, divergent. En utilisant
la méthode de démonstration de la proposition précédente, on construit une per-
mutation y,, de la suite z,, et une suite K (k) strictement croissante de Ny de la
maniere suivante: ¥, ..., Yx(1) sont les premiers x,, > 0 avec K (1) déterminé par

Zsz(P Tmy > 1; Yr(1)41 est ensuite le premier élément strictement négatif de la suite
Tp,; PUis par récurrence, Y (k—1)+2, - - - » Y (k) sont les K (k) — K(k —1) — 1 premiers
éléments > 0 de la suite x,, qui n’ont pas encore été retenus, K (k) étant déterminé
par K(k) > K(k—1) et Zf:(]f) Uk > ki et Yr(r+1 est le k-eme élément strictement
négatif de la suite x,,. On vérifie alors aisément que la suite des sommes partielles
de la série > °_ y,, converge vers +oo car la suite x,, converge vers 0.

Ezercice.  Si la série numérique réelle anozl T'm converge et St on a Ty > Tmy1 > 0
pour tout m € Ny, alors la suite mr,, converge vers 0.

Suggestion.  Sice n’est pas le cas, on établit aisément qu’il existe une sous-suite
Tk(m) de la suite r,, et ¢ > 0 tels que k(m)ry,) > € pour tout m € Ny. De plus, il
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est clair qu’on peut supposer avoir k(m + 1) > 2k(m) pour tout m € Ny. Dans ces
conditions, pour tout entier M > 2, il vient

(M) M
D rm = E(Wrgay + Y (k(m) = k(m = 1)) > (M - 1)%.

D’ou une contradiction.O

Exercice.  Si la série numérique réelle Y > rm converge et st on a ry | 0, alors il
. s . ;. , o0
existe une série numérique réelle ) > sy convergente telle que sy, | 0 et Sy, /17 — +00.

Suggestion.  Posons My = 1 et, pour tout k& € N, choisissons un entier Mj
tel que 2My < 1y, et Z;’::Mk rm < 272k Ensuite, pour tout & € N et tout
m € {My_1,..., My — 1}, posons s,, = inf{2*1ry,  2%r, 1. 1l est clair que s, | 0
et que S, /1y, — +00. Enfin la série Y~ *_, s, converge car

My —1 My —1
m=My_1 m=Mj_1

a lieu pour tout k € Ny.O

Ezxercice.  Si (rm)men est une suite de nombres strictement positifs tels que ro = 1
et 12, < rp_1Tma1 pour tout m € Ny et si la série Yoo Tm—1/(mry,) converge, ’etablir
que la suite ( Y/Tm)menN, croit vers +oo.

Suggestion.  Nous avons déja établi (cf. p. 44) que, dans ces conditions, la suite
/Tm est croissante. Si elle ne croit pas vers +o0, il existe C' > 0 tel que g/rp,, T C.
Cela étant, posons s, = r,C~" pour tout m € N. Il est alors clair que s, T 1 et
que 52, < Sy 18my1 pour tout m € Ny. D’autre part, on a également

[e's) 0o
2 : Sm—1 o OZ : Tm—1 <= 0
msSm o mnrm

m=1

donc s,,—1/8m — 0, vu Pavant dernier exercice.O
On a aussi le résultat suivant, dont la preuve sort du cadre de ce cours.
Théoréme 2.5.4.6 (Levy-Steinitz) Si x,, est une suite de R", alors l'ensem-

ble des limites des séries convergentes du type Y °_| Y 0U Yy, est une permutation de
la suite x,,, ne peut contenir deux points sans contenir la droite qu’ils déterminent.y
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Ezercice.  Sila série y ., Ty converge absolument, établir que

o0
K = { Z TmTm : Tm € {0,1} pour tout m € NO}

m=1

est compact.

Suggestion. 1l est clair que, pour toute suite r,,, de {0, 1}, la série > | 7,2,
converge absolument et que K est un borné de R™. Pour conclure, il suffit alors
d’établir que, de toute suite X, = > ;7| mm iz de K, on peut extraire une sous-
suite convergente vers un élément de K. Or, de la suite 7, 1, nous pouvons extraire
une sous-suite ()1 dont tous les éléments sont égaux a un meéme élément r de
{0,1}. De méme, de la suite T1(m),2, TIOUS pouvons extraire une sous-suite 7o(y) 2
dont tous les éléments sont égaux a un méme élément ro de {0,1}. Continuons de
la sorte. Il est alors aisé d’établir que la suite (220:1 rm(m)vkxk) converge vers

(0.)
> het TRk

— %

meENy

2.5.5 Critere théorique de convergence des séries

Critere 2.5.5.1 Soient > - Ty, Do 1 Sms Doreqy Tm €6 > o Y des séries
numériques réelles a termes > 0.

a) Sila série anozl rm converge et s’il existe M € Ny et C' > 0 tels que x,,, < Crpp,
pour tout m > M, alors la série Y~ x,, converge.

b) Sila série Y °_| sm, diverge et s’il existe M € Ny et C' > 0 tels que yy, > C's,y,
pour tout m > M, alors la série >~ ym diverge.

Preuve.  a) résulte immédiatement du critere de Cauchy car, pour tous p, q €
Ny tels que M < p < ¢, il vient

q q
Zq:xm :Zq:xmgCZrmSC’ Z’T’m )
m=p m=p m=p m=p

b) De fait, comme on a s, < y,,/C pour tout m € Ny, la convergence de la série
> Ym implique vu a) la convergence de la série Y~ S,

Définition.  Les séries >~ 7 et > s, qui apparaissent dans le critere
précédent sont appelées séries de comparaison.

Remarques.  a) En spécifiant la série de comparaison, on obtient autant de critéres
de convergence des séries, appelés critéres pratiques. Nous en donnons trois au paragraphe
suivant, parmi les plus utilisés.

b) Si la suite x,, est décroissante, on trouve, dans le cours de calcul intégral, une
condition nécessaire et suffisante de convergence de la série Y > p,.
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2.5.6 Criteres pratiques de convergence des séries
a) Cas ou ) -, 0™ est la série de référence

Nous savons que la série géométrique > ~_ 0™ converge pour 0 € |0, 1] et diverge
pour 6 € [1,+oo].

Critere 2.5.6.1 (racine) Soit > - x, une série numérique réelle d termes
> 0.

a) Sl existe M € Ny et § € 10, 1] tels que x/xn, < 0 pour tout m > M, alors la
série Yy | Ty, converge.

Cela arrive notamment si on a {/T, — 0 <1.

b) S’il existe M € Ny tel que /T, > 1 pour tout m > M, alors la série Yy~ Ty,
diverge.

Cela arrive notamment si ¥/T,, — O, avec © > 1 ou © = 11,

Preuve.  C’est une application immédiate du critere théorique car

T{L/ﬂ{ S }G@mm{ S }em.

De plus, si la suite z/zx,, converge vers ¢’ € [0, 1], il existe M € Ny tel que
Wi, <3(1460)<1, VYm>M.

Enfin, si on a /7, — © avec © > 1 ou © = 17, la suite z,, ne converge pas
vers 0 et, par conséquent, la série Y °_| x,, ne converge pas.y.

Critere 2.5.6.2 (quotient) Soit >~ | x,, une série numérique & termes > 0.

a) S’il existe M € Ny et 6 €10, 1] tels que Tppi1/Tm < 0 pour tout m > M, alors
la série Y °_| x., converge.

Cela arrive notamment si on a Typ1/Tm — 0 < 1.

b) S’il existe M € Ny tel que xpy1/Tm > 1 pour tout m > M, alors la série
> Ty, diverge.

Cela arrive notamment $i Tyy1/Tm — O avec © > 1 ou © =17,

Preuve.  C’est une application immédiate du critere théorique car on a bien
sir 0 = 0™t /0™ et 1 = 1™+ /1™ pour tout m € Ny,
De plus, si la suite 2,41/, converge vers 0" € [0, 1], il existe M € Ny tel que

Tm+1

<1(1460)<1, VYm>M.

m

Enfin, si on a 41/, — © avec © > 1 ou © = 17, la suite z,, ne converge pas
vers 0 et, par conséquent, la série Y °_, x,, ne converge pas.y
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Remarque.  Insistons sur le fait que si la suite %/, converge vers 1 sans que cette
limite ne soit 17, le critére de la racine ne permet pas de conclure. De méme, si la suite
Tmt1/Tm converge vers 1 sans que cette limite ne soit 17, le critére du quotient ne permet
pas de conclure. De la sorte, ces criteres de la racine et du quotient ne permettent pas
d’établir que la série > °°_, 1/m (resp. >.°°_, 1/m?) diverge (resp. converge).

Nous allons remédier partiellement a cet état de fait au moyen du critere de Riemann.

b) Cas out ) °_, m “ est la série de référence

Définition.  La série de Riemann d’ordre a > 0 s’écrit 'y °_, m™°.

Remarque.  Les criteres de la racine et du quotient ne permettent pas de conclure si
la série de Riemann d’ordre oo > 0 converge ou diverge. Il faut procéder autrement.

Lemme 2.5.6.3 (principe de condensation de Cauchy) Si la suite r,, €
0, +00] est décroissante, la série Y - rn, converge si et seulement si la série
> 2™ram converge.

Preuve.  La condition est nécessaire. La suite des sommes partielles de cette
série Y 2™Mrom est croissante. De plus, elle est majorée car, pour tout M € N,
on a

M M

m=1 m=1

< 2(ro A (rs4ra) 4o (rovagy Ao o)) < 22””'
m=1

La condition est suffisante. Bien sur, la suite des sommes partielles de cette série
> % T est croissante. De plus, elle est majorée car, pour tout entier M > 2 il

m=1
vient
M
ZTW S T1+r2+(r3+T4)+"'+(T2A{,1+1—’—...+7"2]\/1)
m=1

< ri+ro4+2rg+ -+ 2M717’2]\J—1 < r+re+ Z 2™ rom g

m=1

Théoreme 2.5.6.4 La série de Riemann d’ordre o > 0 converge pour o €
|1, +00] et diverge pour a € [0, 1].
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Prewve.  Pour a > 0, la suite numérique (m=), .y, est décroissante. D’ou la
conclusion par le principe de condensation de Cauchy car

doamEmyr =) (20 )"

m=1

est une série géométrique qui converge si et seulement si on a 217 < 1,4

Critere 2.5.6.5 (Riemann) Soit >~ x,, une série numérique réelle d ter-
mes > 0.

a) S’il existe M € Ny, C' > 0 et a > 1 tels que m®x,, < C pour tout m > M,
alors la série Y °_, &, converge.
Cela arrive notamment si on a m®x,, — C avec a > 1 et C' € [0, +00].

b) Sl existe M € Ny et C' > 0 tels que mz,, > C pour tout m > M, alors la
série Y | x,, diverge.
Cela arrive notamment si mx,, — C avec C € 10, +o0[ ou C' = +o0.

Preuve.  C’est une conséquence directe du critere théorique et du théoreme
précédent g

2.5.7 Etude de la convergence d’une série numérique réelle
Décrivons les différentes étapes qui interviennent dans I’étude de la convergence

de la série numérique réelle >~ z,,.

a) Vérifier le sens des z,,.

b) Etude de la convergence absolue.

On explicite la valeur de |z,,|.
On applique ensuite

a) soit le critére de la racine sous la forme pratique suivante:

la série > °_ ., converge la série y °_| ., diverge si
absolument si
. ©>1
Vl|em| — 0 < 1. o] = { 1"

car alors la suite x,, / 0.

b) soit le critére du quotient sous la forme pratique suivante:
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la série > °_ ., converge la série " | Ty, diverge si
absolument si
|[Tmi] - { ©>1
2] — 0 <1 |Zm] 1
T

car alors la suite x,, + 0.

Le choix entre a) et b) est dicté par la forme des |z,,|.
Dans les cas ol a) et b) ne permettent pas de conclure, on recourt au critére de
Riemann sous la forme pratique suivante:

la série Y °_ x,, converge la série Y °_, |xm| diverge si
absolument sl existe o > 1
tel que m || — { C €10, +o0]
+00
m |z, — C € [0, +o0][.

mais la série Y~ x,, peut
étre semi-convergente.

c) Etude de la semi-convergence

Si la série n’est pas absolument convergente et si les criteres précédents ne per-
mettent pas d’affirmer qu’elle diverge, on applique le critere des séries alternées.

Remarque.  La convergence des séries numériques (complexes) sera abordé au para-
graphe 6.6.6.

2.5.8 Exemples d’étude de séries

Remarque. Dans les exercices relatifs a 1’étude de la convergence des séries numé-
riques réelles, on est amené a utiliser la convergence de certaines suites. Rappelons les
résultats suivants

. 17 st relo,1] . i
\/;H{Fr sir€]1,+oo[} Vm =1

(1+L1)"1e 1+ e
établis dans le cahier d’exercices.

. ;. (e’ _
Exercice.  La série )~ m™"™ converge.

Suggestion.  C’est une série numérique réelle a termes strictement positifs. Son
étude est immédiate car on a X/|z,,| = 1/m — 0 et des lors, elle converge en vertu
du critere de la racine. Par contre, I'application du critere du quotient est plus
délicate.
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Ezercice.  La série y > 1/(m!) converge.

Suggestion. 1l s’agit d’une série numérique réelle a termes strictement positifs.
Comme Zpy1/Tm = 1/(m + 1) — 0, le critere du quotient permet d’affirmer qu’elle
converge. Par contre, le critere de la racine s’applique moins aisément.

Exercice.  Pour tous a, b >0 la série Y °_, 1/(am + b) diverge.

Suggestion.  C’est une série numérique a termes strictement positifs. Son étude
est immédiate a partir du critere de Riemann car on a m/(am+b) — 1/a et ainsi la
série ne converge pas. Par contre, ni le critere de la racine, ni le critere du quotient
ne permettent de conclure.

Ezercice.  La série Y oc_, 1/m? converge.
Suggestion.  De fait, c’est la série de Riemann d’ordre o = 2.

Ezercice.  Etudier la convergence de la série numérique dont le terme général est
donné par

(a—2)" vm e N
Ty = ———F——, VM ,
™ gmgm. om £ 1 0

pour toutes les valeurs possibles du parameétre réel a.

Suggestion.  Pour assurer un sens au terme général, nous devons éliminer la
valeur a = 0 du parametre.

On a
la—2"
C2ma|™2m + 1

Vu la forme de |z, |, nous allons recourir au critére du quotient apres avoir écarté
la valeur a = 2 qui donne évidemment lieu a une série absolument convergente.
Comme on a alors

VYm € No.

|Tme1|  Ja—2] V2m+1 (|a—2|>
_ , .

[tm| 2|l V2m+3 21l
et
la — 2| = 2 = 2 2 -
5 1< (a—2) = r2da” & 3a"+4a—-4< = 70,
‘CL’ > > <

nous avons les résultats suivants:
a < —2: la série est absolument convergente.
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—2<a<2/3eta##0: lasérie diverge car son terme général ne tend pas vers 0.
a>2/3 et a # 2: la série est absolument convergente.

Il reste alors a envisager les cas a = —2 et a = 2/3.

D’une part, pour a = —2, la série s’écrit Y0 (2m + 1)7!/2 et ne converge pas,
vu le critere de Riemann.

D’autre part, pour a = 2/3, la série s’écrit Y oo (—1)™(2m + 1)~/% ; il s'agit
d’une série alternée et comme on a (2m + 1)~%/2 | 0, elle est convergente.



Chapitre 3

Fonctions

3.1 Généralités sur les fonctions

3.1.1 Définitions

Définitions.  Une fonction définie sur A C R" est une application de A dans
C; c’est donc une loi f qui, a tout x € A, associe un nombre complexe f(z). On
note explicitement

fiA=C z— f(x)

mais on trouve aussi des notations telles que
f:A—=C ou f:zw— f(z)

si le contexte est clair. On appelle A 'ensemble de définition de f, x la wvariable,
f(z) la valeur de f en x et { f(z):x € A} I'ensemble de variation de f sur A ou
I’ensemble des valeurs de f sur A.

Remarque.  FEn théorie, on accorde une signification différente aux notations
a) f (= fonction = loi qui ... ),
b) f(z) (= nombre complexe représentant la valeur de f en x).

En pratique cependant, on dit bien souvent “la fonction f(x)”; il s’agit 1a d’un abus
consacré par l'usage.

Définitions.  Une fonction f : A — C est réelle (resp. positive; négative) si
f(z) est un nombre réel (resp. > 0; < 0) pour tout = € A.

Si on désire insister sur le fait qu'une fonction f n’est pas réelle, on dit que f est
une fonction a valeurs complezes.
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Exemples. Dans le chapitre précédent, nous avons déja introduit quelques
fonctions remarquables, a savoir

[, : R - R r — |z,
1 : R - R T
+ + R — [0,40] = +— x4,
— R — [0,400] 7 +— a_

Voici quelques exemples supplémentaires:

a) 0: R — R z +— 0. On utilise le méme symbole 0 pour désigner le nombre
complexe zéro et cette fonction; cela ne crée pas de confusion, la signification a
donner a 0 étant rendue claire par le contexte.

b) xgn: R" =Rz 1.

¢) Etant donné un nombre réel et non nul r, la loi qui, a tout point (zg,y) de
I'ensemble A = R?\ { (z,y) : 2? + y* = r?} associe le nombre 1/(r?* — 23 — y3) est
une fonction définie sur A. C’est en fait la fonction

1
r2 = (1) = ([2)?

mais on préfere bien sur recourir a la remarque précédente et parler tout simplement
de la fonction

1

r2_x2_y2'

Définition. Si f est une fonction définie sur A C R", le graphe de f est
I’ensemble

G(f) ={(@,Rf(z),3f(x)) - v € A};

c’est donc une partie de R"™2. Si f est une fonction réelle définie sur A C R™ on
appelle plutot graphe de f la partie suivante de R+

G(f) =A{(z, f(x)) - x € A}.

Remarque. 1l s’agit de ne pas confondre graphe de f avec graphique de f. La donnée
du graphe de f est équivalente a la donnée de la fonction f elle-méme. La représentation
géométrique, appelée graphique d’une fonction réelle f définie sur une partie A de R
(parfois de R?), peut étre tres instructive dans 'étude de f mais présente deux écueils:

a) il existe des fonctions définies sur R pour lesquelles il est impossible de tracer un
graphique. Il en est ainsi pour la fonction f définie sur R par

flz) =

0  six est rationnel,
1 si x est irrationnel,
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b) il est impossible d’obtenir une représentation graphique pour une fonction réelle définie
sur A C R3 ou pour une fonction (& valeurs complexes) définie sur A C R2.

C’est pourquoi on ne peut recourir a cette notion de graphique, tres intuitive et tres
utile dans de nombreux exemples pratiques, dans une étude générale des fonctions.

3.1.2 Opérations entre fonctions

a) Relations de comparaison. Deux fonctions f et g sont égales si elles sont
définies sur une méme partie A de R” et si on a f(z) = g(x) pour tout = € A; on
écrit f = g.

Si ce n’est pas le cas, on dit que f et g sont différents, ce qu'on note f # g.
Cela signifie donc que leurs ensembles de définition ne sont pas égaux ou qu’ils sont
égaux a une méme partie A de R” mais qu'il existe x € A tel que f(x) # g(x).

Si les fonctions f et g sont définies et réelles sur A C R”, on peut les comparer
davantage:

i) f majore ou est supérieur ou égal a g, ce qu’on note

f=zg oug</
sion a f(x) > g(x) pour tout = € A;
ii) f minore ou est inférieur ou égal a g sion a f < g.

En particulier, une fonction f est positive (resp. négative) sur A C R™ si on a
f >0 (resp. f<0) sur A.

b) Prolongement, restriction. Soient f et f’ des fonctions définies respec-
tivement sur des parties A et A’ de R™. Alors f est la restriction de f' sur A si on
aAC A et f(xr) = f'(x) pour tout x € A; on écrit f = f'|4 et on dit également
que f’ est un prolongement de f sur A’

c) Opérations algébriques. Soient f, g, f1, ..., f; des fonctions définies sur
A CR” ou J est un élément de Ny, et soient ¢y, ..., ¢; des nombres complexes.
On définit alors les opérations algébriques élémentaires suivantes:
i) la combinaison linéaire correspondant auz f; et auxr c; notée Z;}:l c;f; est la
fonction définie en tout point x de A par (ijl cifi)x) = Z;.Izl cifi(x),

ii) le produit des f; noté H;.Izl f; est la fonction définie en tout point = de A par

(H}]:1 fi)(z) = H}]:1 fi(@),

iii) si g(z) differe de 0 pour tout = € A, le quotient de f par g, noté f/g est la
fonction définie en tout point = de A par (f/g)(z) = f(z)/g(x).

Une opération algébrique est une opération entre fonctions qu’on peut écrire
explicitement au moyen d’un nombre fini d’opérations algébriques élémentaires entre
ces fonctions.
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C’est ainsi que
J
i n Zj:1 ¢jf;
7
g f - Hj:l f]
est une opération algébrique portant sur ces fonctions si on a g(z) # 0 et f(x) —
H;.le fi(x) # 0 pour tout = € A.
Comme cas particulier du produit fini, introduisons le concept de fonction sépa-

rée. Une fonction f définie sur l'intervalle I de R™ est séparée s’il existe des fonctions
fi, ..., fp définies sur des parties adéquates telles que

f@) = filzuy, - o)) - - So(Tuko-1)11)s - - > Tuhip)))s VT €1,

avec k(p) = n et v(j) # v(k) si j # k. Ainsi une fonction qui ne dépend que d’une
partie des composantes de la variable est une fonction séparée car elle peut étre
considérée comme étant le produit d’elle-méme avec la fonction qui, aux autres com-
posantes de la variable, associe la valeur 1. En particulier, la fonction f est a vari-
ables séparées s’il existe des fonctions fi, ..., f, définies sur des parties adéquates
de R telles que

flz) = fi(x) ... fulzn), Vzel

d) Fonction composée, fonction de fonction. Soit J un élément de Ny et
soient f1, ..., f; des fonctions réelles définies sur une méme partie A de R™. Pour
tout x € A, (fi(x),..., fs(x)) est alors un point de R’. Cela étant, si f est une
fonction définie sur une partie £ de R contenant I’ensemble de variation des fi,
..., [y, cest-a-~dire si on a

ES{(Ax),.... [s(x)) sz € A},

le nombre f(fi(z),..., fs(z)) est défini pour tout x € A. Sous ces conditions, la
fonction

f(fla'-wa):A_)C $'_>f(fl<x)7>ff(x))

est appelée fonction composée de f et des fi, ..., f;. Clest donc la composition
fo(fi,...,fs) des applications f: E — Cet (f1,...,f;): A— E.

Comme exemple, notons que la fonction
g R* =R 2 21+ (1)

peut étre interprétée comme étant une fonction composée. Il suffit pour cela de
remarquer que les fonctions f; = []; et fo = [/]3 sont définies sur R?, d’introduire
la fonction f(-) = []; + []2 sur R? puis de vérifier que f(fi, f2) = g. Cet exemple
trivial montre bien la raison pour laquelle on introduit cette notion: elle permet de
décrire une fonction g au moyen d’opérations plus élémentaires.

Une fonction de fonction est une fonction composée pour laquelle J = 1.
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3.1.3 Fonctions associées

a) Fonctions associées a une fonction. Une fonction a été définie comme
é¢tant une application a valeurs complexes; en général, elle n’est pas réelle et en-
core moins positive. Cependant on peut toujours 'exprimer sous la forme d’une
combinaison linéaire remarquable de fonctions positives particulieres.

Etant donné une fonction f: A — C et une application ¢: C — C, la composition
po f: A— C est une fonction définie sur A qui est bien souvent notée p(f).
Cela étant, a une fonction f: A — C, on associe

i) la partie réelle de f, a savoir R o f, qu’on note plutdt Rf,
ii) la partie imaginaire de f, a savoir S o f, qu’on note plutot If,
iii) le module de f, a savoir |-| o f, qu’on note plutot | f],
iv) la fonction conjuguée de f, a savoir ~o f, qu’on note plutot f.
Il est clair que Rf et Sf sont des fonctions réelles, que |f| est une fonction

positive et que f est une fonction a valeurs complexes sur A.
De la sorte, nous avons déja 1’égalité

F=Rf+iSf

qui décrit f comme combinaison linéaire spéciale de deux fonctions réelles partic-
ulieres définies sur A.

A une fonction réelle f: A — R, on associe
i) la partie positive de f, a savoir la fonction (-); o f, notée plutot f,,
ii) la partie négative de f, & savoir la fonction (-)_ o f, notée plutdt f_.
Il s’agit bien sur de deux fonctions positives sur A telles que

f=fHh—-f, = fo=EHe et |fl=f+ [

Remarquons que la premiere de ces égalités procure f au moyen d’'une combi-
naison linéaire spéciale de fonctions positives particulieres.

Au total, si f est une fonction définie sur A C R”, on a l'identité

f=M®R)s = R)-+i(Sf)s —i(Sf)-
qui répond bien str a l'objectif visé.

b) Fonctions associées & un nombre fini de fonctions. Si J appartient a
Ny et si fi, ..., f; sont des fonctions réelles définies sur une méme partie A de R,
on leur associe leur enveloppe supérieure

sup{fir- s fr}: A= R o sup{fila)..... ()}
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et leur enveloppe inférieure

inf{f1,....f;}: A=R z—inf{fi(z),..., fs(x)}.

On obtient alors immédiatement le théoréme de structure suivant.

Théoreme 3.1.3.1 Si J appartient a Ny et si f1, ..., f; sont des fonctions
réelles définies sur la partie A de R™, on peut obtenir les fonctions sup{fi,..., fs}
et inf{f1,..., fs} au moyen d’un nombre fini de combinaisons linéaires et de recours
aux parties positives, aux parties négatives ou aux modules de fonctions.y

Ainsi, par exemple, si J est égal a 2, on a

sup{fi, o} = fi+ (o= f)y, =hi+ (= fo) =5 i+ fot 1 — f2)

et

nf{fi, o} =fi—(fo—f)_=h—-(h—f), =35+ o= /L= f2).

c) Fonctions associées a un ensemble de fonctions. Si F est un en-
semble de fonctions réelles définies sur une méme partie A de R™ et si, pour tout
x € A, l'ensemble { f(z) : f € F} est majoré (resp. minoré), on définit 1’enveloppe
supérieure de F (resp. I'enveloppe inférieure de F ) notée

supF ou sup f (resp. inf F ou inf f)
fer fer

comme étant la fonction définie sur A par

(sup F)(x) =sup{ f(x): f € F} (resp. (inf F)(z) =inf{ f(z): f € F})

pour tout x € A.
Il convient de remarquer que, dans ce cas, on n’a plus en général de théoreme de
structure.

3.1.4 Fonctions bornées

Définitions.  Une fonction f définie sur A C R" est bornée sur A C A s’il
existe C' > 0 tel que |f(z)| < C pour tout = € A’; il revient au méme de dire que
{f(z):z e A’} est un borné de C. Si A" est égal a A, on dit que f est borné.

Une fonction réelle f définie sur A C R"™ est majorée sur A" C A (resp. minorée
sur A’ C A) ¢’il existe un nombre réel M (resp. m) tel que f(z) < M (resp.
f(z) > m) pour tout z € A’; il revient au méme de dire que { f(x):x € A’} est
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une partie majorée (resp. minorée) de R. On définit alors la borne supérieure (resp.
inférieure) de f sur A’ comme étant la borne supérieure (resp. inférieure) de cet
ensemble { f(z) : x € A’} et on la note

sup f(z) (resp. inf f(z)).
zE A’ zeA’

Si A’ est égal & A, on dit plus simplement que f est majoré (resp. minoré).

Remarque.  Une fonction réelle f définie sur A C R™ et majorée (resp. minorée) sur
A’ C A peut ne pas réaliser sa borne supérieure (resp. inférieure) sur A’, c’est-a-dire qu’il
n’existe pas nécessairement un point 2’ € A’ tel que

) = sup ) (vesp. 1) = 3t f(0)).

zeA’ zeA’

Ezxercice.  Si f et g sont des fonctions réelles et bornées sur A C R", établir que la
fonction f — g est bornée sur A et que

< igglf(w) —g(x)].

sup f(x) — sup g(z)
z€A T€A

Suggestion.  D’une part, f — g est borné sur A car, pour tout x € A, on a
évidemment

|f(z) = g(@)| < sup|f(y)] +suplg(y)].
yeA yeA
D’autre part, établissons I'inégalité. Bien sur, pour tout x € A,

f(x) —g(x) <|f(z) —g(z)] < sup 1f(y) —9(y)|

donc

f(x) - iggg(Z) < sup 1f(y) — 9yl

De la, on tire

sup f(z) —sup g(z) < sup|f(z) — g(z)].
TEA z€A T€A

Comme on peut permuter les roles de f et g, on conclut aussitot.

Ezercice.  Soient A' et A" des parties de R™ et R™" respectivement. Si la fonction
f définie sur A= A" x A" est réelle et bornée, établir les relations

sup f(z) = sup sup f(y,z)
€A yeA ze A"
inf — inf inf
inf f(z) Jnf, inf, f(y,2)

sup inf f(y,z) < inf sup f(y,2).
2 A YyeA’ yeA’ zeAn
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Suggestion.  Etablissons la relation relative aux bornes supérieures. Bien str,
pour tousy € A’ et z € A", f(y, z) est majoré par sup,. 4 f(x). De lasorte, pour tout
y € A, sup,c 4 f(y, 2) est majoré par sup,.4 f() et ainsi on a déja la majoration

sup f(x) > sup sup f(y, 2).
€A yeA ze A"

Inversement, pour tout = € A, on a évidemment

f(x) < sup sup f(y, 2),
yeA! ze A
d’ou l'autre majoration et par conséquent la conclusion.
La relation relative aux bornes inférieures s’établit de méme.
Passons a I'inégalité. Pour tous y € A’ et z € A”, on a évidemment

fly,2) < sup f(y,2"),

Z//eA//

d’ott on tire de suite que, pour tout z € A”, on a

inf f(y',z) < inf sup f(y,z2").
y'eA’ Y €A g AN

La conclusion est alors directe.

Remarque.  On ne peut pas améliorer 'inégalité dans I'exercice précédent. Ainsi la

fonction
0 sixz>y

. 2
f:R* =R (a;,y)»—>{1 siz<y
est telle que

sup inf f(xz,y) =0 et inf sup f(z,y) = 1.
z€RYER YER zeR

3.1.5 Zéros d’une fonction

Définitions.  Soit f une fonction définie sur R”.
Un zéro de f est un point x de R” tel que f(x) = 0. L’ensemble d’annulation de
f est 'ensemble
O ={zeR": f(z) =0}.
Un zéro de [ est identique s’il appartient a O}, c’est-a-dire s’il est le centre
d’une boule dont tous les éléments sont des zéros de f. Un zéro non identique est
dit accidentel. Le support de f est I’ensemble

supp(f) = {z € R": f(z) # 0} .
On a donc
supp(f) = R"\ O}.
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Des lors, si J appartient a Ny, si fi, ..., f; sont des fonctions définies sur R" et
si ¢, ..., cy appartiennent a C,

J J J J
supp (Z cjfj> C U supp(f;) et supp (H fj> C ﬂsupp(fj).
J=1 Jj=1 Jj=1 j=1

Quelques exemples simples montrent qu’on ne peut pas améliorer ces inclusions.
Considérons les fonctions f et g définies sur R par

0 s <0 1 st 2<0
f(x):{l six>0} et g(x)—{o six>0.}
On a alors
supp(f) = [0, +oo[ et supp(g) = |—o0,0]
ainsi que

supp(f +g) =R, supp(f — f) =0 et supp(fg) =0.

3.1.6 Fonctions caractéristiques

Définition. La fonction caractéristique d’une partie A de R™ est la fonction

xa:R"— R x|—>{1 &xGA}.

0 siaxgA

Si A et A’ sont des parties de R™, on vérifie de suite que

xe = 0, Xr\A = XR* — XA,
AcCcA & XA < xar, A=A & XA = XA,
supp(xa) = A~
De plus, si J appartient a Ny et si Ay, ..., Ay sont des parties de R",

J
Xﬂj:l Aj = H XA]‘ = inf{XAu e 7XAJ}7
7=1

XUj']:1 Aj = Sup{XAU s 7XAJ}'
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3.2 Limite des valeurs d’une fonction

3.2.1 Définition

Définitions.  Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R™.

Désignons par £ un point o de A~ ou oo, cette derniere possibilité n’étant en-
visagée que si A n’est pas borné. Il s’ensuit que tout voisinage de £ est d’intersection
non vide avec A.

Désignons par v un nombre complexe ou oc.

Alors f converge vers v si x converge vers £ (on dit aussi “tend” en lieu et place
de “converge”) si, pour tout voisinage U de 7, il existe un voisinage V' de £ tel que
f(VNA)CU. On dit aussi que 7 est la limite de f pour x — & et on écrit

li_)rréf(x):’y ou f(x)—vy si x— &

Cette notion est fondamentale, aussi nous allons expliciter les différents cas qui
peuvent se présenter. A cet effet, rappelons que

a) une partie A de R"™ est un voisinage de xzy € R” si et seulement si elle contient
une boule centrée en xg, c’est-a-dire si et seulement s’il existe un rayon r > 0 tel
que tout z € R" vérifiant |x — 2| < r appartienne a A.

b) une partie A de R™ est un voisinage de oo si et seulement si elle contient le
complémentaire d'une boule centrée en 0, c’est-a-dire si et seulement s’il existe un
rayon R > 0 tel que tout = € R" vérifiant |z| > R appartienne a A.

Des lors, suivant que & est le point zy de R™ ou oo, et que v est le nombre
complexe ¢ ou oo, la définition s’explicite de la maniere suivante:

lim f(z) =c < Ve >0,3n> 0 tel que, Vo € A vérifiant I'inégalité
o |z — x| <, ona[f(x) —cf <e,

lim f(zx) =00 < VN >0,3n > 0tel que, Vo € A vérifiant I'inégalité
o |z — x| <, ona[f(z)] = N,

lim f(zr)=c < Ve>0,3M > 0 tel que, Vx € A vérifiant I'inégali-
e té |z| > M,on a |f(x) — | <e,

lim f(x) =00 < VN >0,3M > 0 tel que, Vo € A vérifiant I'inéga-
e lité |x| > M, on a |f(z)| > N.

Le cas ou la fonction f est réelle, est particulier.

D’une part, dans R, nous avons introduit les concepts de 400 et —oo, et nous en
avons défini la notion de voisinage: une partie de R est un voisinage de +oo (resp.
—00) si et seulement si elle contient un intervalle du type [V, +00| (resp. |—o0, N])



3.2. Limite des valeurs d’une fonction 95

avec N > 0. Des lors, si f est une fonction réelle sur A, suivant que £ est le point
xo de R™ ou oo, et que v désigne 400 ou —oo, la définition s’explicite selon:

lim f(z) =400 < VN >0,3n > 0tel que, Vo € A vérifiant I'inégalité
o ]m—x0|§77,onaf(x)2]\f,

lim f(x) = —00 < VN >0,3n > 0tel que, Vo € A vérifiant I'inégalité
o | — x| <7, ona f(z) < —N,

lim f(z) =400 < VN >0,3M > 0 tel que, Vx € A vérifiant 'inéga-
e lité || > M, on a f(xz) > N,

lim f(x) =—0c0 < VN >0,3IM > 0 tel que, Vz € A vérifiant 'inéga-
e lité || > M, on a f(x) < —N.

D’autre part, on peut préciser la maniere suivant laquelle la fonction réelle f
converge si x tend vers £: si f est une fonction réelle sur A et si r est un nombre
réel, f tend (ou converge) vers r* (resp. r~) si x tend (ou converge) vers & si les
deux conditions suivantes sont réalisées:

a) f tend vers r si x tend vers &,
b) il existe un voisinage V' de & tel que f(ANV) C [r,+o00| (resp. |—o0,r]).
On écrit alors
lim f(z) =r" (resp. lim f(x) =7r")
r—¢ z—¢
et on dit que r* (resp. r7) est la limite de f en £. Suivant que £ est un point zq de
R™ ou oo, on a donc explicitement:

lim f(z) =7r" < Ve > 0,3n > 0 tel que, Vo € A vérifiant I'inégalité
e |z — x| <myonal< flz)—r<e,

lim f(x) =r" < Ve > 0,3n > 0 tel que, Vo € A vérifiant l'inégalité
e |z — x| <myonal<r— f(z) <e,

lim f(z) =r" < Ve>0,dIM > 0 tel que, Vz € A vérifiant I'inégalité
e || > M,ona0< f(z)—r<e,

lim f(z)=r" < Ve>0,IM > 0 tel que, Vx € A vérifiant I'inégalité
e |z] > M,ona0<r— f(zx)<e.

On introduit aussi la notion de limite restreinte.

Définitions.  Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R". Soit
A’ une partie non vide de A. Soit £ un point de (A")~ ou oo, cette derniere possibilité
n’étant envisagée que si A’ n’est pas borné. Soit enfin @ un nombre complexe ¢ ou
0o. Si f est une fonction réelle, on introduit aussi les valeurs o = r*, a = r—,
a=+00 et a = —o0 avec r € R.
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Alors f tend vers « si x tend vers £ dans A’ si la restriction de f a A’ tend vers
a si x tend vers &, c’est-a~dire si, pour tout voisinage U de o dans C (resp. dans R
sionaa=7r" a=r",a=400 oua=—00), i existe un voisinage V' de £ dans
R™ tel que f(A'NV) C U. On écrit

xﬂlgl,ra?eA/ f(-fE) -«

En particulier, si n est égal a 1 et si & = xy appartient a 'adhérence de I’ensemble
AN]zg, +o00[ (resp. AN]—o0, z[), on introduit I'expression “f tend vers a si x tend
vers xo par la droite” pour “f tend vers a si z tend vers xy dans A N |z, +oo[”
(resp. “f tend vers v si x tend vers xqy par la gauche” pour “f tend vers a si z tend
vers xy dans A N ]—o0, zo[”). On écrit

lim f(z)=a (resp. lim f(x) = a)

T T—T(

et on dit que f admet une limite a droite (resp. a gauche) en x.

De méme, si n est égal a 1 et si, pour tout N > 0, 'ensemble AN]N, +oo] (resp.
AN]—oo, N[) n’est pas vide, on introduit 'expression “f tend vers a si x tend vers
+00” pour “f tend vers «a si x tend vers oo dans ANJ0, 4+o00[” (resp. “f tend vers «
si x tend vers —oo” pour “f tend vers « si x tend vers oo dans A N ]—o0,0["). On
écrit

lim f(z)=a (resp. lim f(x)= ).

T—+00 T——00

FExercice.  FEtablir que
x3 + y3
im =
(@.)—(0,0) 22 + y?

0.

Suggestion.  On remarque tout d’abord que (23 +y?)/(2%+y?) est une fonction
définie sur R? \ {(0,0)}. Deés lors, le point (0,0) peut étre considéré comme étant
un point € car il appartient & Padhérence de cet ensemble R? \ {(0,0)}. Cela étant,
les majorations |z3| < |(x, ), [v*| < |(z,y)]® et 22 + 42 = |(x,y)|* permettent
d’affirmer que, pour tout € > 0, il existe n = /2 > 0 tel que, pour tout (x,y) €
R%\ {(0,0)} vérifiant |(z,y)| <7, on a

x3+y3
x? + 12

<2[(z,y) <e.

3.2.2 Critere par les suites

Critere 3.2.2.1 (par les suites) Soit f une fonction définie sur une partie
non vide A de R™. Soit & un point de A~ ou 0o, cette derniere possibilité n’étant
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envisagée que si A n’est pas borné. Soit enfin v un nombre complexe ou co. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) f tend vers vy si x tend vers &,

(b) pour toute suite x,, de A qui tend vers £, la suite f(x,,) tend vers 7.

Preuve.  Nous allons établir ’énoncé dans le cas ou £ est un point o de A~ et
~ un nombre complexe c. Tous les autres cas se démontrent de maniere analogue.
(a) = (b). Vu (a), pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

(x €A, lx—o| <m) = |f(@) | <e.

Comme il existe un entier M tel que m > M entraine |z, — x| < 1, il vient donc
|f(zm) — ¢| < e et on conclut aussitot.

(b) = (a). Si ce n’est pas le cas, il existe € > 0 tel que, pour tout n > 0, il existe
x € A tel que |x — x| < net|f(x)—c| >e. Des lors, pour tout m € Ny, il existe
T, € A tel que |z, —xo| < 1/m et |f(x,) —c| > e. D’ou une contradiction car
cette suite z,, est une suite de A qui converge vers x, alors que la suite f(z,,) ne
converge pas vers c.g

Proposition 3.2.2.2 Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de
R"™ et soit & un point de A~ ou 00, cette derniere possibilité n'étant envisagée que si
A n’est pas borné.

a) Il existe une suite x,, de A qui converge vers &.

b) Si & appartient a A et si f admet une limite si x tend vers &, cette limite est
égale a f(§).

c) Si, pour toute suite x,, de A qui converge vers £, la suite f(x,,) converge ou
converge vers linfini, alors toutes ces limites sont €qgales et [ tend vers cette valeur
st x tend vers &.

Preuve.  a) est immédiat et connu.

b) De fait, la suite z,, définie par x,, = £ pour tout m € Ny est une suite de A
qui converge vers £ et on a évidemment f(x,,) — f(§).

c) De fait, si les suites 2/, et 2/ de A convergent vers £ et si les suites f(z/,) et
f(z) convergent respectivement vers 7' et +”, alors la suite x,, définie par

/ 1
Tom—1 =T, €t Toy =x,, Vm € Ny,

est une suite de A qui converge vers £. Cela étant, la suite f(z,,) converge alors que
les suites f(z! ) et f(x!) en sont des sous-suites, ce qui suffit.y
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Remarque.  Le critere par les suites fournit des moyens commodes pour prouver que
f n’admet pas de limite en &: il suffit pour cela de trouver

a) soit une suite x,, de A qui converge vers ¢ et telle que la suite f(x,,) ne converge pas,

b) soit deux suites z, et y,, de A qui convergent vers £ et telles que les suites f(z,,) et
f(ym) convergent vers des limites différentes.

Ainsi la fonction Xjg oo n'admet pas de limite en 0. En effet, la suite (—1)"/m
converge vers 0 alors que la suite x)o yoo[((—1)™/m) ne converge pas.

Exercice.  Etablir que la fonction xy/(x? + y?) n’admet pas de limite a Uorigine.

Suggestion.  On remarque tout d’abord que xy/(z*+y?) est une fonction définie
sur A = R?\ {(0,0)}. Comme le point (0, 0) appartient & ’'adhérence de A, 1’énoncé
a un sens. De plus, pour toute suite r,, € R\ {0} convergeant vers 0 et tout r > 0,
la suite (7, 77,) est une suite de A qui converge vers (0,0) et telle que

T T, T
2 2.2 2"
re S+ rers, 1+7r

D’ou la conclusion en considérant deux valeurs différentes de r.

3.2.3 Critere par les limites restreintes

Proposition 3.2.3.1 Si f est une fonction définie sur la partie non vide A de
R™, si {Ay,..., A} est une partition finie de A et si, pour tout j € {1,...,J}, la
restriction de f a A; converge vers v si x tend vers &, alors f converge vers 7y si x
tend vers .

Preuve.  Etablissons le cas ou & est un point xy de R™ et v un nombre complexe
c; les autres cas se démontrent de maniere analogue.
Pour tout € > 0, il existe 1y, ..., n; > 0 tels que

(v € Agy ool S1y) = | (@) — cl < &
Des lors, en posant n = inf{n;,...,ns}, il vient

(€A [z -zl <n)=|flz) - <e
D’ou la conclusion.g

Corollaire 3.2.3.2 S f est une fonction définie sur A C R, si xg n’appartient
pas a A et siy est a la fois limite a droite et a gauche de f en xq, alors f converge
vers v si x tend vers xg.
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Preuve.  De fait, les ensembles
Aj={zxeA:x>x} et Ao={z€A:x <o}

constituent une partition de A et dire que f converge vers v a droite ou a gauche de
xg revient a dire que la restriction de f a A; ou a A, respectivement converge vers

T

Corollaire 3.2.3.3 Si f est une fonction définie sur A C R, si xg appartient a
A et si f(xg) est a la fois limite a droite et a gauche de f en xq, alors f converge
vers f(xg) si x tend vers xq.y

3.2.4 Critere de Cauchy

Dans les applications, la fonction f, son ensemble de définition et le point &
sont toujours donnés. Mais, en général, il n’en est pas de méme pour 7. Nous
nous retrouvons donc en présence d'un probleme comparable a celui posé par la
convergence des suites.

Critere 3.2.4.1 (Cauchy) Soit f une fonction définie sur la partie non vide
A de R"™ et soit & un point de A~ ou oo, cette derniére possibilité n’étant envisagée
que si A n’est pas borné. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(a) lim,_.¢ f(z) existe et est fini,

(b) pour toutes suites ., et y,, de A qui convergent vers &,

|f(@m) = f(Ym)] = 0,

(c) pour tout € > 0, il existe un voisinage V de & tel que

sup |f(z) = fly)l <e.

z,yeVNA

Preuve.  (a) = (b). Supposons que f converge vers ¢ € C si x tend vers £&. Vu
le critere par les suites, on a |f(x,,) —c| — 0 et | f(ym) — ¢| — 0, ce qui suffit.

(b) = (c) s’établit comme (b) = (a) dans le critere par les suites.

(¢) = (a). De fait, si la suite z,, de A converge vers &, 'assertion (c) établit
que la suite f(z,,) est de Cauchy, donc converge. D’ou la conclusion a partir de la
proposition 3.2.2.24
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3.2.5 Propriétés de la limite

Les propriétés de la limite des valeurs d'une fonction dépendent bien sir des
fonctions considérées et des propriétés des limites des suites convergentes.
Formulons I’hypothese générale suivante, valable dans tout ce paragraphe.

Hypothese. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire,
a) J désigne un élément de Ny,
b) f, g, fi, ..., f; sont des fonctions définies sur une méme partie A non vide de
R™,
c) € est un élément de A~ ou oo, cette derniere possibilité n’étant envisagée que si
A n’est pas borné,

d) on a
lin% f(z) = a, lin% glx) =10
et
ii_}n%fj(m):aj, VJ€{1,7J}
Théoréme 3.2.5.1 a) Sicy, ..., ¢y, a1, ..., ay sont des nombres complezes, il
vient
J J
lim Y oafi@) =) ca
Jj=1 Jj=1
Sici, ..., cy,ay, ..., aj_q1 sont des nombres complexes, si ay est égal a oo et

si cy différe de 0, alors il vient

J
li : =
an%ZC]fJ (x) = o0
7=1
b) Si ay, ..., ay sont des nombres complexes, il vient
J J
li (z) = ;.
;_% H fi(x) H a;
7j=1 7j=1
Si les a; different tous de 0 et si ['un au moins est égal a oo, il vient
J
lim () =00
%jﬂl fi(x)

c) Si a est un nombre complexe, si b différe de 0 et si g ne s’annule en aucun
point de A, on a
x a
lim /() =

z—¢ g(x) b
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sutvant que b est un nombre complexe ou oco.

Preuve.  Cela résulte immédiatement des propriétés correspondantes des suites
convergentes.g

Théoreme 3.2.5.2 SiJ appartient a Ny, si f1, ..., f; sont des fonctions réelles
sur A C R"™, si f est une fonction définie sur une partie A’ de R’ contenant
I’ensemble de variation des fi, ..., f; et si on a

lim f(y)=c ou lim fy)=c

y—(ai,...,ay)

suivant que les a; sont tous des nombres réels ou non, alors il vient
lin (o), fol@) = e

Preuve.  Si la suite z,, de A converge vers &, la suite (f1(zn), ..., fi(Tm)) est
en effet une suite de A’ qui converge vers (ay,...,a,) ou oo suivant que les a; sont
tous des nombres réels ou non.g

Proposition 3.2.5.3 On a

.= a sia€C,
glﬂ:n%f(x) N { 00 §i a = 00,
la| siaeC,

ii“%'fl(’”) - { 00 St a4 = 00,

glg:n%{i}f(x) = {g}asiaec

De plus, si f, fi, ..., f; sont des fonctions réelles et si les a, ay, ..., ay sont

des nombres réels, il vient
: I+ _ A
i { b = {0 ]

ym{ Sup }{fl(x),...,fm)} = { Sub }{al,...,aj}..

Z¢ | inf inf
Proposition 3.2.5.4 Si a differe de b, il existe un voisinage V de & tel que
reVNA= f(x)#g(x).

En particulier, si a difféere du nombre complexe c, il existe un voisinage V de £ tel
quec g f(VNA).
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St f et g sont des fonctions réelles et si a < b, il existe un voisinage V de & tel
que
reVNA= f(z) < g(x).
En particulier, si f est une fonction réelle et sir € R vérifie a < r (resp. a > r), il
existe un voisinage V' de £ tel que f(V N A) C]—oo,r[ (resp. |r,+00[).4

Proposition 3.2.5.5 Si, pour tout voisinage V' de &, il existe x € VN A tel que
f(x)=¢c, onaa=c.

Si f est une fonction réelle et si, pour tout voisinage V' de &, il existe un point
x de VN Atel que f(x) <c, onaa<cy



Chapitre 4

Continuité

4.1 Deéfinition

4.1.1 Généralités

Définitions.  Soit f une fonction définie sur une partie non vide A de R™.

Cette fonction f est continue en zo € A si lim, .., f(z) existe et vaut, par
conséquent, f(xg). Un tel point zo € A est appelé point de continuité de f.

Si f n’est pas continu en xg € A, on dit que f est discontinu en xy ou que xg est
un point de discontinuité de f.

On peut aussi, en recourant aux limites restreintes, introduire des notions de
continuité partielle; il s’agit alors de bien spécifier les parties A’ de A considérées.
Ici, nous n’allons introduire que les notions suivantes: une fonction f définie sur une
partie non vide A de R est

continue a droite en xg € A si lim, ., , f(x) existe et vaut f(z),
continue a gauche en xg € A si lim, ., _ f(x) existe et vaut f(wo).

Cela étant, le critere par les limites restreintes donne le résultat suivant: la fonction
f définie sur A C R est continue en xy € A si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche en xg.

Définition. La fonction f est continue sur A si elle est définie sur A et con-
tinue en tout point de A.
L’ensemble des fonctions continues sur A est noté Cy(A).

Par définition, on a donc les criteres suivants.

Critere 4.1.1.1 (en “c,n”) Une fonction f définie sur A C R™ est continue
sur A si et seulement si, pour tout x € A et tout € > 0, il existe n > 0 tel que

(ye A, |z —y[<n)=|f(z) - fy)] <ca
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Critére 4.1.1.2 (par les suites) Une fonction f définie sur A C R™ est con-
tinue sur A si et seulement si, pour tout x € A et toute suite x,, de A qui converge
vers x, on a f(x,) — f(x)a

Définition. On est aussi amené a considérer la notion suivante: une fonction
f définie sur A C R" est uniformément continue sur A si, pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que

(zyeA |z —yl<n)=|flz) - flyl <e
Bien str, on a alors le résultat que voici.

Proposition 4.1.1.3 Toute fonction uniformément continue sur A C R" est
continue sur A.g

Remarques.  a) La réciproque de cette proposition est fausse. Ainsi, on vérifie
aisément que la fonction f: ]0,+00o[ — R x +— 1/x est continue. Cependant f n’est
pas uniformément continu sur ]0, +oo[ car on a

[f(1/m) = f(1/(m+1))] =1, Vm € N,

alors que la suite 1/m — 1/(m + 1) converge vers 0.

b) Nous en établirons cependant une réciproque partielle fort importante au para-
graphe 4.2.3.

c¢) Ceci nous permet d’insister sur le fait qu’on ne peut permuter impunément les
quantificateurs 3 et V. A cet égard, remarquons qu’'une permutation supplémentaire de
ces quantificateurs conduirait aux fonctions f définies sur R pour lesquelles il existe n > 0
tel que, pour tout € > 0, on aurait

(z,y € R, |z —y[ <n) = [f(z) - f(y)| <e.

Cependant cette notion ne présente aucun intérét car on a tot fait d’établir qu’il s’agit 1a
d’une fonction constante sur R".

Remarque.  Soient n, n’ et n” des éléments de Ny tels que n = n' +n”. Si v est une
permutation de {1,...,n}, alors, a tout € R™, on associe les points

i

= (a:l,(l), .. ,x,,(n,)) S Rnl, T = (xl,(n/+1), R ,x,j(n)) S Rn”.

Inversement, & y € R et z € R, on peut associer un point z de R™ tel que 2/ = y et
2’ =z

De plus, si I est un intervalle de R™, on vérifie aisément que les ensembles I’ =
{2/ :xel}etI"={a":2 eI} sont des intervalles de R” et R™ respectivement.

Il s’ensuit que si f est une fonction définie sur I, on peut lui associer une fonction F

définie sur I’ x I"” par F(a',2") = f(z) pour tout z € I.
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Cela étant, on vérifie de suite que, si f est continu sur I, on a

. . . . . /
lim f(z) = lim lim F(2/,2")= lim lim F(a2/,2")
T—T0 x' —x( z' —x| z! —xy o' —xf)
pour tout zg € I°. Remarquons bien que la continuité de f sur I est essentielle, ne serait-ce
que pour assurer un sens aux limites

lim F(z/,2") et lim F(a',2")

1 " / /
x —>x0 x —>x0

pour tout 2’ € I'° et tout 2 € I"° respectivement. La continuité de f en xg ne suffit pas!

4.1.2 Exemples fondamentaux

Voici tout d’abord un exemple pathologique qui montre bien que la continuité
d’une fonction est en fait une propriété tres spéciale.

Exemple.  La fonction [ définie sur]0,1[ par

f(z) =0 si x est irrationnel,

f(x) =1/q si x est égal a p/q avec p, q € Ny premiers entre eux,

est continue en tout point irrationnel de |0, 1] et discontinue en tout point rationnel
de 10,1[. Pour tout € > 0, il existe N € Ny tel que ¢ > 1/N. Cela étant, il existe
au plus 1 4+ --- + N points rationnels = de |0, 1] tels que f(z) > e. Des lors, si
xo est un point irrationnel de |0, 1[, il existe bien sir un nombre r > 0 tel que
I'intervalle [zg — r, 2o + 7| ne contienne aucun de ces points rationnels, donc tel que
|f(z) — f(xp)] < e pour tout x € ]0,1] tel que |xg — x| < r et ainsi f est continu
en xo. Par contre, si yo est un point rationnel de |0, 1], on a f(yo) > 0 bien qu’il
existe une suite y,,, de nombres irrationnels appartenant & ]0,1[ qui converge vers
Yo, donc tels que la suite f(y,,) = 0 converge vers 0. Cela étant, y, est un point de
discontinuité de la fonction f.

Il convient de pouvoir décider rapidement si une fonction est continue ou non.
Pour ce faire, nous allons procéder en deux étapes:

a) nous allons d’abord donner des exemples fondamentaux de fonctions continues
(cette liste sera augmentée au chapitre 6, lors de 1’étude des fonctions élémentaires),

b) nous allons ensuite établir des théoremes qui permettent d’engendrer des fonctions
continues a partir de fonctions continues.

Exemples fondamentaux. a) La fonction 0 est continue sur R™.
b) La fonction xgn est continue sur R™.

¢) Pour tout j € {1,...,n}, la fonction [-]; est continue sur R". Cela résulte
aussitot de
!l’]—yﬂﬁfﬂf—y’, vx?Z/ERnavje{l?"'?n}'
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d) Pour toute partie non vide A de R™, la fonction d(-, A) est continue sur R".
En particulier la fonction |-| est continue sur R™. Cela résulte aussitot de

Remarque.  On vérifie de suite que ces exemples fondamentaux de fonctions continues
sont aussi des exemples de fonctions uniformément continues sur R"™.

4.1.3 Critere
Le résultat qui suit peut étre fortement généralisé.

Proposition 4.1.3.1 Si f est une fonction définie sur R", les assertions suiv-
antes sont équivalentes:

(a) f est continu sur R™,
(b) limage inverse par f de tout ouvert de C est ouverte,
(c) Uimage inverse par f de tout fermé de C est fermée.

Preuve.  (a) = (b). Soit © un ouvert de C. Pour tout z € f~1(Q), on a
f(z) € Q et il existe 7 > 0 tel que la boule {z € C: |z — f(x)| <7} soit incluse
dans €). Cela étant, vu la continuité de f, il existe n > 0 tel que

(y R, |z —y| <n) = |f(z) - fly)| <7
D’ou la conclusion car ceci entraine que la boule {y € R"™ : |z — y| < n} est incluse
dans f~1(Q).

(b) = (a). Pour tout x € R" et tout ¢ > 0, Q@ = {ce€ C:|c— f(x)] <&} est
un ouvert de C. Son image inverse étant ouverte et contenant z, il existe n > 0 tel
que la boule { y € R" : |z — y| < n} soit incluse dans f~1(Q2). D’ou la conclusion car
ceci entraine

(y e R |z =yl <n) = [f(x) = fy) <7

(b) < (c) résulte aussitot de la formule

FHA) =R"\ f1(C\ A), VACCq

4.2 Propriétés

4.2.1 Théoremes de génération

Les résultats obtenus lors de I’étude de la limite d'une fonction en un point et la
définition de la continuité d’une fonction permettent d’établir aussitot les propriétés
suivantes.
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Théoréme 4.2.1.1 (opérations algébriques) Soit A une partie non vide de
R™.

a) Toute combinaison linéaire de fonctions continues sur A est une fonction
continue sur A.

b) Tout produit fini de fonctions continues sur A est une fonction continue sur
A.

c) Tout quotient de deux fonctions continues sur A est une fonction continue sur
A pour autant que le dénominateur ne s’annule en aucun point de A.x

Ezercice.  Etablir que si Fy et F sont deux fermés non vides et disjoints de R™, alors
il existe une fonction f continue sur R™, a valeurs dans [0, 1] et telle que f(Fp) = {0} et
f(F1) ={1}. On dit que R™ est un espace normal.

Suggestion.  Les fonctions d(-, Fy) et d(-, F}) sont réelles, positives et contin-
ues sur R™. De plus, comme Fy et F; sont disjoints, on a évidemment d(x, Fpy) +
d(z, F1) > 0 pour tout z € R™. Cela étant, la fonction

d(z, Fy)

- R™ R
JRE= R GG Ry + d(e, )

convient.

Théoreme 4.2.1.2 (fonctions composées) Si J appartient a Ny, si fi, ...,
fr sont des fonctions réelles et continues sur la partie non vide A de R™ et si f est
une fonction continue sur une partie de R’ contenant ’ensemble de variation des
fonctions fi, ..., f;, alors la fonction composée f(fi,..., fr) est continue sur A,y

Le cas particulier ou J est égal a 1 donne le résultat relatif aux fonctions de
fonction.

Théoréme 4.2.1.3 (fonctions de fonction) Si f est une fonction réelle et
continue sur la partie non vide A de R™ et si g est une fonction continue sur une
partie de R contenant { f(x) : x € A}, alors la fonction de fonction g(f) est continue
sur A.g

Proposition 4.2.1.4 (fonctions associées) Soit A une partie non vide de R".

a) Si f est une fonction continue sur A, alors les fonctions f, Rf, Sf et |f]
sont continues sur A.

b) Si f est une fonction réelle et continue sur A, alors les fonctions fi et f_
sont continues sur A.

c) Si J appartient a Ngy et si les fonctions fi1, ..., f; sont réelles et continues
sur A, alors les fonctions sup{ fi,..., fs} et inf{f1,..., f;} sont continues sur Ay
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Proposition 4.2.1.5 Si f est une fonction continue sur la partie A de R™ et si
A’ est une partie non vide de A, alors la restriction f|a de f a A’ est une fonction
continue sur A’y

4.2.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

On pourrait justifier I'introduction de la notion de la continuité d’une fonction
par le résultat suivant et ses généralisations, tant ses conséquences aussi bien pra-
tiques que théoriques sont importantes.

Théoréme 4.2.2.1 (valeurs intermédiaires) Si la fonction [ est réelle et
continue sur l'intervalle ouvert (borné ou non) |, B[ de R et si les limites
A= lim f(z) et B= hrg, f(x)
(ot ot = —00 si @« = —00 et f7 = 400 si f = +o0) existent (A et B pouvant
étre égauxr a +00 ou a —oo) et différent, alors, pour tout nombre réel R compris
strictement entre A et B, il existe r € |o, 3] tel que f(r) = R.

Preuve.  Nous allons établir ce résultat dans le cas A < R < B; le cas A >
R > B s’établit de méme ou en appliquant I'autre cas a la fonction —f.

Considérons l'ensemble E = {z € |, 5[ : f(x) < R}.

D’une part, £ n’est pas vide. De fait, s'il était vide, on aurait f(z) > R pour
tout = € |a, B et dés lors, on devrait avoir A > R.

D’autre part, E est majoré et sa borne supérieure z( est telle que o < 3. De
fait, si £ n’est pas majoré par un nombre strictement inférieur a 3, il existe une
suite x,,, € E qui converge vers 3: des lors, on devrait avoir B < R car la suite
f(z,;,) converge vers B.

Cela étant, pour conclure, il suffit de prouver que f(zo) = R. D’une part, il
existe une suite x,, € F qui converge vers xy car xy est la borne supérieure de E;
on en déduit aussitot 'inégalité f(xg) < R. D’autre part, il existe évidemment une
suite ¥, € |a, ] qui décroit strictement vers xy car on a xy < [3; on en déduit
aussitot l'inégalité f(zo) > R.

D’ou la conclusion.g

Ezxercice.  Etablir que toute fonction réelle, continue et injective sur un intervalle I
de R est strictement monotone sur I.

Suggestion. 1l suffit bien str d’établir que, pour tous a, b € I tel que a < b,
une telle fonction f est strictement monotone sur [a,b]. Or U'injectivité de f donne
f(a) < f(b) ou f(b) < f(a). Supposons avoir f(a) < f(b); autre cas se traite de
méme. Le théoreme des valeurs intermédiaires donne alors f(a) < f(c) < f(b) pour
tout ¢ € ]a, b[, ce qui suffit.
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Ezercice.  Si f € Co([0,1]) est réel et tel que f(0) = f(1), établir que, pour tout
m € Ny, il ezxiste T, ym € [0,1] tels que Yy — T, = 1/m et f(xm) = f(Ym)-

Suggestion.  Posons I = [0,1 — 1/m)] et introduisons la fonction
g: I =R z— fx+1/m)— f(x).
Il suffit de prouver qu’il existe = € I tel que g(z) = 0. Comme g est réel et continu
sur I, si ce n'est pas le cas, le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que g

garde un signe constant sur /. Cela étant, si, par exemple, on a g(z) > 0 pour tout
x € 1,1l vient

f) = £(0) = g(0) + g(1/m) + - -- + g((m —1)/m) > 0,

d’ou une contradiction.

Remarque. + — Cependant, pour tout r € ]0,1[\ {1/m:m € No}, il existe une

fonction réelle f € Co([0,1]) telle que f(0) = f(1) mais pour laquelle il n'existe pas de
points x, y € [0,1] tels que y —x =r et f(y) = f(x). Remarquons que la fonction réelle
L2
G RoR o 51'n 2(7737/7“)
sin®(m/r)

# 0. Cela étant, la
|telsquey —xz =7

est continue sur R, périodique de période r et telle que g(0) = 0 et g(1
fonction f(z) = g(z) — g(1)x convient: s’il existe des points z, y € [0,
et f(y) = f(z), il vient y = x + r et

)
1

g(x) =gz =g(z + 1) — g(L)x — g(L)r.

Dot la contradiction r = 0. (Cet exemple est di & P. R. Halmos.) « =

Ezercice.  Etablir que toute fonction réelle f € Co([a,b]) a valeurs dans [a,b] a un
point fire — c’est-a-dire qu’il existe = € [a, b] tel que f(x) = x. (Théoreme de Brouwer,
casn = 1.)

Suggestion.  Si f n’a pas de point fixe, la fonction g définie sur [a, b] par g(z) =
f(z) — x est continue, & valeurs réelles, telle que g(a) > 0 et n’a pas de zéro. Vu le
théoreme des valeurs intermédiaires, g est donc a valeurs strictement positives et on
doit avoir f(b) — b > 0, ce qui est impossible.O]



110 4. Continuité

4.2.3 Fonctions continues sur un compact

Les fonctions continues sur un compact jouissent de propriétés fort intéressantes.

Lemme 4.2.3.1 St [ est une fonction continue sur le compact non vide K de
R™, alors, de toute suite c,, de f(K), on peut extraire une sous-suite convergente
vers un élément de f(K).

Preuve.  Pour tout m € Ny, il existe un point x,, € K tel que f(x,,) = ¢;,. De
la suite z,,, du compact K, on peut alors extraire une sous-suite convergeant vers un
point de K, soit @y, — x. Cela étant, il suffit de remarquer que cim) = f(Trm))
est une sous-suite de la suite ¢,,, qui converge vers f(x).y

Théoréeme 4.2.3.2 (image continue d’un compact) Si une fonction f est
continue sur le compact non vide K de R", alors son image f(K) est compacte dans

C.

Preuve.  Vu le lemme, il est clair que f(K) est fermé car il doit contenir la
limite de toutes ses suites convergentes. Vu le lemme, f(K') est borné: sinon f(K)
contiendrait une suite ¢, telle que |¢,,| > m pour tout m € Ny, dont on ne pourrait
pas extraire une sous-suite convergeant vers un élément de f(K) C Cy

Ezxercice.  Si f est une fonction réelle, injective et continue sur l'ouvert (resp. le
compact) A de R, alors la fonction inverse f~1 est continue sur f(A).

Suggestion.  Si A est ouvert et si r appartient a f(A), il existe un point = de
A tel que f(z) =7 et e > 0 tel que le compact [z — &, x + £] soit inclus dans A. On
est ainsi ramené au cas ou A est compact. Si A est compact, il suffit de noter que
tout fermé I de A est compact et tel que (f~1)71(F) = f(F) est compact.

Théoréme 4.2.3.3 (limites atteintes) a) Si la fonction f est continue sur le
compact non vide K de R™ et sil existe une suite x,, de K telle que la suite f(x,,)
converge vers ¢ € C, alors il existe xg € K tel que f(xg) = c.

b) Si la fonction f est réelle et continue sur le compact non vide K de R™, alors
il existe xq, yo € K tels que

flzo) =inf{ f(z):x € K} et f(yo) =sup{ f(x):ze€ K}.
Preuve.  C’est une conséquence directe du lemme.g

Théoréme 4.2.3.4 (continuité uniforme) Toute fonction continue
sur un compact est uniformément continue sur ce compact.
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Preuve.  Soit f une fonction continue sur le compact K de R™. Si f n’est pas
uniformément continu sur K, il existe € > 0 tel que, pour tout m € Ny, il existe x,,,
UYm € K tels que

[ = ym| < 1/m et |f(2m) = fym)| = €.

Cela étant, de la suite x,, du compact K, on peut extraire une sous-suite ) qui
converge dans K; soit xy sa limite. Comme on a

‘yk(m> - %\ < ‘yk(m) - l‘k(m)\ + |xk(m) —x0|, Vm € Ny,

la sous-suite () converge également vers xy. Cela étant, il vient

f(xk(m)) - f(yk(m)) = (f(fck(m)) - f(l'o)) - (f(yk(m))) - f(fco)) — 0,

ce qui est contradictoire.y
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Chapitre 5

Dérivabilité et différentiabilité

5.1 Dérivabilité

5.1.1 Casn=1

Rappelons qu’une fonction f définie sur un intervalle ouvert I de R est dérivable

en x € I sila limite i B — ()
. x + — 7z
Dfle=, Hm )

existe et est finie, auquel cas cette limite est appelée dérivée de f en x et est aussi
notée [Df](x) ou Df(x). Cette fonction est dérivable sur I si elle est dérivable en
tout point x de I; Df apparait alors comme une fonction définie sur I, appelée
dérivée de f sur I.

Une fonction f définie sur un intervalle fermé [a,b] de R est dérivable en a™
(resp. en b7) si la limite

h) — b—h)— f(b
hlg)f%>0 fla+ })L f(a) [resp. hlg{%» i —)h 1)

]

existe et est finie, auquel cas cette limite est appelée dérivée de f en a™ (resp. enb™)
et est notée [D fl,+ (resp. [D f]p-) mais on trouve aussi la notation [D f], (resp.[D f],)
si aucune ambiguité ne peut en résulter. Cette fonction est dérivable sur [a,b] si elle
est dérivable sur ]a,b[, en a™ et en b™; dans ce cas, D f est une fonction sur [a,d],
appelée dérivée de f sur [a,b].

Remarques.  a) Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. La continuité
de f en x € I exprime que le reste R(h) = f(x + h) — f(z) tend vers 0 si h tend vers 0 et
vérifie x + h € I. La dérivabilité de f en x s’interpréte comme suit: le reste

r(h) = f(x+h) = f(z) = h-[Dfl
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non seulement tend vers 0 si h — 0 avec  + h € I, mais encore on a r(h)/h — 0. On
a donc une meilleure approximation de f(z + h) a partir de f(x) et de [D f], pour une
fonction dérivable en x, qu’a partir de f(x) pour une fonction continue en x.

b) Le nombre (f(z+h)— f(x))/h est le coefficient angulaire de la droite déterminée par
les points (x, f(x)) et (x + h, f(x + h)) dans le cas d’une fonction réelle. L’interprétation
graphique est la suivante.

5.1.2 Fonctions dérivables

Définitions.  Fixons k € {1,...,n}. Une fonction f définie sur 'ouvert €2 de
R™ est dérivable par rapport a xj en x €  si la limite

L f(x+ he) — f(x)
Defle = h—>101,ri?eRo h

existe et est finie, auquel cas cette limite est appelée dérivée de f par rapport a xj
en x et est aussi notée

DA, Dafl Dafie) | } {g—f]

Cette fonction est dérivable par rapport a xy, sur € si elle est dérivable par rapport
a x, en tout x € ); D, f apparait alors comme une fonction sur €2, appelée dérivée
de f par rapport a xy.

Une fonction f définie sur un ouvert €2 de R™ est dérivable sur ) si, pour tout
k € {1,...,n}, elle est dérivable par rapport a z; sur €. Elle est continiment
dérivable sur € si elle est dérivable sur et si, pour tout k € {1,...,n}, D.f est
une fonction continue sur 2.

Remarque.  Soient f une fonction définie sur 'ouvert 2 de R™, z un point de Q2 et k
un élément de {1,...,n}. On vérifie de suite que

Q:I:,k = {yeR:(:L‘l,...,xk,l,y,xkﬂ,...,xn) GQ}
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est un ouvert de R qui contient zj. Si on pose

g(y) = f(x17"‘7xk—17y7xk+17"‘ ,I‘n)

pour tout y € €2, 1, il est clair que g est une fonction définie sur €2, 1, que f est dérivable par
rapport a xj en x si et seulement si g est dérivable en z, et qu’on a alors [D f], = [Dgls, -

La liaison entre la continuité et la dérivabilité est assez complexe.

a) La continuité n’entraine pas la dérivabilité. Ainsi |-| est une fonction continue
sur R™ qui n’est pas dérivable a l’origine. * — On peut méme construire une fonction
continue sur R qui n’est dérivable en aucun point de R. « x

b) Si la fonction f est dérivable sur l'ouvert Q@ de R", alors, pour tout x € Q) et
tout k € {1,...,n}, on a

otz + hey) = f(2).

De fait, il existe r > 0 tel que la boule de centre x et de rayon r soit incluse dans
Q. Cela étant, pour tout h € |—r,0[U]0,r[, on a

[z + hey) — f(2)
h

flx+ heg) — f(z) =h-

et, si h # 0 converge vers 0, cette expression converge vers 0 - [D, f], = 0, ce qui
suffit.
En particulier, nous avons établi le résultat suivant.

Théoreme 5.1.2.1 Toute fonction dérivable sur un ouvert de R est continue
sur cet ouvert.y

c) Cependant si n est strictement supérieur a 1, la dérivabilité d’une fonction
sur un ouvert de R™ n’entraine pas sa continuité sur cet ouvert. Ainsi la fonction

= (0,0)
7 (0,0)

est dérivable sur R? (& vérifier directement) mais n’est pas continue & l'origine (cf.
p. 98).

d) * — La dérivabilité d’une fonction sur un ouvert de R"™ n’entraine pas que
cette fonction soit continument dérivable sur cet ouvert. Ainsi la fonction

f3R2_>R (x’y)’_){gy/(xQ—l—yz) :i

~—~

L,y
T,y

)
)

0 stz =0
JiR—=R xH{ x?-sin(1/z) siz #0
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est dérivable sur R: sur R\ {0}, on a bien sur
[Dfl. = 2x - sin(1/x) — cos(1/z)
et, en 0, il vient

Dflo= lim %M-mmum:o.

h—0, heRy
Cependant sa dérivée D f n’est pas continue en 0 car la suite

[Df]l/(mw) = % -sin(mm) — cos(mm) = (_1>m+1

ne converge pas. «— *

e) * — Au paragraphe 5.1.7, nous établissons que toute fonction continiment
dérivable sur un ouvert de R™ est continue sur cet ouvert. <« x

Exercice.  Etablir qu'il n’existe pas de fonction réelle f € Co(R?) qui ne s’annule
qu’en (0,0) et dont la dérivée [D, f]o existe et differe de 0.

Suggestion.  Vu le théoreme des valeurs intermédiaires, une telle fonction f
garde un signe constant sur { (z,0) : 2 > 0} et sur {(z,0) : 2 <0}. De plus, ces
signes doivent différer car [D, flo existe et differe de 0. Cela étant, la fonction g
définie sur [0, 7] par g: 6 — f(cos(f),sin(#)) est continue et telle que g(0)g(m) < 0.
Vu le théoreme des valeurs intermédiaires a nouveau, il existe alors 6y € |0, 7[ ou ¢
s’annule, ce qui constitue une contradiction.

5.1.3 Exemples fondamentaux

a) Fonctions constantes. La fonction xrn est dérivable sur R™ et, pour tout
ke{l,...,n}, on a D, xg» = 0.

b) Fonctions composantes. Pour tout j € {1,...,n}, la fonction [-]; est
dériwable sur R™ et telle que

Db ={ . 515
Il suffit de noter que, pour tout x € R"™ et tout h € Ry, on a
[z + heg; — [x]; { 0 sik#j,
h 1 sik=j.
Remarque.  Par contre, si A est une partie non vide de R™, on ne peut affirmer que la

fonction d(-, A) soit dérivable sur R™. Ainsi pour A = {0}, on obtient |-| et cette fonction
n’est pas dérivable en 0 car

|0+ hex| — |0| . |0+ heg| — 0]
— =1 et hm —_— =
h—0,h>0 h h—0, h<0 h

-1
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5.1.4 Théoremes de génération

Convention. Dans ce paragraphe, J désigne un entier supérieur ou égal a 1;
fs a9, fi, ..., [; sont des fonctions dérivables sur un méme ouvert ) de R™ et ¢y,
.., ¢y sont des nombres complezes.
Vis-a-vis des opérations algébriques, on a les résultats suivants.

Théoreme 5.1.4.1 Toute combinaison linéaire de fonctions dérivables sur un
ouvert Q de R™ est dérivable sur § et, pour tout k € {1,...,n},

J J
D, (Z ijj) = ¢Dyf
o j=1

Preuve.  Cela résulte directement de la propriété relative a la limite des com-
binaisons linéaires de fonctions.g

Théoreme 5.1.4.2 Tout produit fini de fonctions dérivables sur un ouvert €2 de
R™ est dérivable sur Q et, pour tout k € {1,...,n},

Dilfiefo) = (Dufi)-fore Syt et fioe fin - (Dufy) - fronee fo
_|_..._|_f1...fJ71.(Dka)_

En particulier, si les f; different de O en tout point de 2, alors, pour tout entier
ke{l,...,n},
Dk(fl . fJ) o Dkfl IS Dka

fioefs A fr

Preuve.  Un raisonnement par récurrence montre aisément qu’il suffit de prou-
ver ce théoreme pour J = 2. Or on a

filz + heg) - folz + hey) — fi(z) - folz)
h
x + hep) — fi(x x + hep) — fo(x
pour tout h de module suffisamment petit et on voit aisément que le second membre

de cette égalité converge vers (D, f1) - fa+ fi - (Dyf2) si b — 0, ce qui suffit.y

Théoreme 5.1.4.3 Le quotient de deuz fonctions dérivables sur un ouvert () de
R™ dont le dénominateur ne s’annule en aucun point de £ est une fonction dérivable
sur §) et telle que, pour tout k € {1,...,n},

I (Dy.f) -9 —f - (Dyg)
D]C - — ) .
g g
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Preuve.  Vu le théoréme précédent, il suffit évidemment d’établir que 1/g est
dérivable sur € et tel que, pour tout k € {1,...,n},
I Dy

D, - =
g 9>

Or, pour tout h # 0 de module suffisamment petit, il vient

%(( 1 1 ):_g(:erhek)—g(x)' 1 1
g

x+ hey)  g(z)

h 9(@)  g(w + hey)’

la conclusion s’ensuit aussitot.g
Ces trois énoncés donnent lieu au résultat suivant.

Théoréme 5.1.4.4 (opérations algébriques) Toute opération algébrique ef-
fectuée sur des fonctions dérivables sur un ouvert ) de R" est une fonction dérivable
sur €2 pour autant que les dénominateurs éventuels ne s’annulent en aucun point de
Q. De plus, sa dérivée par rapport a xy est donnée par une opération algébrique ot
n’interviennent que les fonctions et leurs dérivées par rapport a xj.x

FEzxercice.  Si A est une matrice de dimension J x J dont les éléments sont des fonc-
tions dérivables sur 'ouvert Q2 de R™, établir que dtm(A) est dérivable sur Q et tel que

D,dtm(A) = dtm(Dycr,co,...,c5)+ ... +dtm(er, ..., c-1,Drer)

J
= > Aji-Dyajy

=1

pour tout k € {1,...,n}, en désignant par c¢; la j—eme colonne de A, par a;; 1’élément
(4,1) de A et par A;; le mineur de a;;.

Ezercice.  Si f1, ..., fn sont des fonctions dérivables sur I'ouvert €2 de R" et si g1,

.., gp sont des fonctions dérivables sur € qui ne s’annulent en aucun point de §2, établir

que (f1--- fn)/(g1 - gn) est une fonction dérivable sur € et que, pour tout k € {1,...,n},
on a

N M
p JtIn _fi N D fj D9,
k = ’ Z . _Z .
g g9\ S o9

Les propriétés de dérivabilité relatives aux fonctions associées a une fonction
dérivable sont assez pauvres.
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Théoréme 5.1.4.5 (fonctions associées) Une fonction f définie sur 'ouvert
Q de R™ est dérivable sur ) si et seulement si f est dérivable sur ), ce qui a lieu si
et seulement si Rf et Sf sont dérivables sur 2; de plus, on a alors

Dif =Dif, Dy(Rf) =R(D.f) et Di(Sf) =3I(Dyf)a

Remarque.  Insistons sur le fait que la proposition “si f est dérivable sur 'ouvert €2,
alors | f| est dérivable sur 2" est fausse comme le montre le contre-exemple de la fonction ||
sur R. De la, les propositions “si f est une fonction réelle et dérivable sur I'ouvert 2, alors
f+ et f— sont dérivables sur 27 et “si f1, ..., f; sont des fonctions réelles et dérivables
sur 'ouvert €2, alors les fonctions sup{ fi,..., fs} et inf{f1,..., fs} sont dérivables sur Q”
sont également fausses.

Théoreme 5.1.4.6 Si f est une fonction dérivable sur 'ouvert €0 de R™, alors
la restriction de f a tout ouvert €' de R™ inclus dans Q est une fonction dérivable
sur Q) et, pour tout k € {1,...,n}, D,(flar) est égal a la restriction de D, f a .y

Dans le cadre des théoremes de génération des fonctions dérivables, il nous reste
a examiner le cas des fonctions composées et des fonctions de fonction. A cet effet,
nous allons d’abord établir le théoreme des accroissements finis.

5.1.5 Théoreme des accroissements finis

Présentons d’abord un résultat qui sera nettement généralisé plus tard au para-
graphe 7.2.2 relatif aux extrema d’une fonction.

Lemme 5.1.5.1 Si f est une fonction réelle et dérivable sur l'intervalle ]a,b| de
R et si xg € |a,b] est tel que f(xo) > f(z) (resp. f(xg) < f(x)) pour tout x € ]a,b],
alors on a [D f],, = 0.

Preuve.  De fait, comme 'expression (f(zg + h) — f(zo))/h est définie pour
tout h € Ja — x0,0[U]0,b — x| et change de signe suivant que h > 0 ou h < 0, sa
limite pour A — 0 doit étre 0.5

Voici ensuite un résultat qui apparaitra comme étant un cas particulier du
théoreme des accroissements finis dans R.

Théoréme 5.1.5.2 (Rolle) Si la fonction f est réelle et continue sur l'inter-
valle compact [a,b] de R, dérivable sur |a,b| et vérifie f(a) = f(b), alors il existe
xg € |a,b[ tel que [D fl,, = 0.
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Preuve.  Bien sir, si f est constant sur [a, b], tout point de ]a, b] convient.

Si f n’est pas constant sur [a,b], la borne supérieure ou la borne inférieure de
la fonction réelle et continue f sur le compact [a,b] differe de f(a) = f(b) et est
réalisée en un point zq € |a,b[. D’ou la conclusion par le lemme précédent .y

Remarque.  En procédant par I’absurde, on déduit directement du théoreme de Rolle
le résultat suivant: si f est une fonction réelle et dérivable sur un intervalle ouvert de R
et si Df ne s’annule en aucun point de cet intervalle, alors, pour tout nombre réel r,
Iéquation f(x) = r n’admet qu’une solution au plus dans cet intervalle.

Théoréeme 5.1.5.3 (accroissements finis dans R) Si la fonction f est réelle
et continue sur l'intervalle [a,b] de R et est dérivable sur |a,b[, alors il existe h €
10,6 — al tel que

f(b) = f(a) + (b= a)[D flatn.

Preuve.  Considérons la fonction
F:lab] =R zw f(z) - fla) = R-(z —a)

ou R est le coefficient angulaire de la droite déterminée par les points (a, f(a)) et
(b, £(b)), c’est-a-dire que R = (f(b) — f(a))/(b — a). On vérifie de suite que cette
fonction F' est réelle et continue sur [a, b], dérivable sur |a,b| et de dérivée égale a
Df—R. Comme on a aussi F'(a) = 0 = F(b), le théoreme de Rolle affirme 'existence
d’un point zy € |a,b[ tel que [DF],, = 0, c’est-a-dire qu’il existe h € ]0,b — a] tel
que xg = a + h donc tel que [D f],+n — R = 0. D’ou la conclusion.y

Remarque.  La droite d’équation y = f(a)+ R(x — a) est en fait la droite déterminée
par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). De la sorte, l'interprétation géométrique de F' est
claire. De plus, le théoreme des accroissements finis revient a dire qu’il existe un point de
la,b[ ou D f est égal & R.




5.1. Dérivabilité 121

Corollaire 5.1.5.4 S la fonction [ est réelle et dérivable sur lintervalle I de
R, alors, pour tout x € I et tout accroissement h € R\ {0} tel que x + h € I, il
existe un accroissement auziliaire h' compris strictement entre 0 et h tel que

f@+h) = f(x)+ D flepw.

Preuve.  Comme f est dérivable sur I, f est continu sur I.
Cela étant, si on a h > 0, c’est trivial en considérant les points a = z et b = x+h.
Si, par contre, on a h < 0, on considére les points a = = + h et b = z; il existe alors
h" €10, —h[ tel que
f(x) = f(x+h) = h[Dflepnin,
c’est-a-dire b’ = h+ h" € |h,0] tel que f(z+ h) = f(z) + h[D flotn

Ezercice.  Etablir que Uhypothése “f réel” est indispensable dans [’énoncé du théo-
réeme des accroissements finis.

Suggestion.  Un contre-exemple est donné par la fonction f: z — 1/(z —1) qui
est dérivable sur R et telle que

1
1) — f(0) = et [Df],=———"7—
FO) = 10) = 75 ot PAl= =
alors que les solutions de 1’équation 22 — 2ix — 1 = —1 — ¢ ne sont pas des nombres
réels.
Ezercice.  Si la fonction f est dérivable sur lintervalle |0,7] et si sa dérivée est

bornée sur cet intervalle, établir que lim,_,g+ f(x) existe et est fini.

Suggestion.  Remarquer qu’il suffit d’établir cette propriété dans le cas ou f est
une fonction réelle. Poser C' = sup { |D f(x)| : € ]0,r[} puis remarquer que, pour
toute suite x,,, € |0, r[ convergeant vers 0, la suite f(x,,) est de Cauchy car, pour
tous r, s € Ny, le théoreme des accroissements finis fournit un point z, ; compris
strictement entre x, et x, tel que

|f(x7") - f(xs)| = |(xr - xs)[Df]xya

Ezercice.  Soit xg un point de lintervalle I de R. Si f est une fonction continue
sur I et dérivable sur I\ {xo} et silimg .., Df existe, est fini et vaut a, établir que f est
dérivable en g et que [D ]y, = a.

< Clz, — x4

Suggestion.  Se ramener d’abord au cas d’une fonction réelle puis appliquer le
théoreme des accroissements finis dans R pour justifier les égalités

li = (fa+ )~ f(a0) = Tim VD flyn =

h—0,Re€Ry h h—0, heRo
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Théoréme 5.1.5.5 (accroissements finis dans R™) Si une fonction f est ré-
elle et dérivable sur un ouvert Q) de R™, alors, pour tout x € Q et tout accroissement
h € R™ tel que la boule { y : |x — y| < |h|} soit incluse dans S, il existe des accroisse-
ments auziliaires Y, ..., h™ € R tels que |hV|, ..., |nt| < |h| et

fle+h)=f(z)+ Z hiD; flagno-

Preuve.  Comme, pour tout j € {1,...,n},
(151,...,{[]‘_1,1‘]‘+hj,...,l‘n+hn)

est un point de €2, nous pouvons écrire

flx+h)—f(x) = flzr+h,...;¢0+hy) — f(z1,...,2,)
= flxr4+hy,...,xn+ hy) — f(x, 20+ hoy ooy + hy)
+...
+f(z1,...,xj_1, 25+ hy, oo 2y + hy)
— f(@1, oy, T+ Ry, o T+ hy)
+...
+f(T1,. 1, T+ ) — f(T1, .. 2.

Considérons le j-éme terme du second membre. Si h; est égal a 0, ce terme est

égal a 0 et peut s’écrire
hi[D; flasno
avec hU) = (0,...,0,hj, hji1,...,hy,). Sih; differe de 0, on vérifie de suite que la
fonction
F}(y) = f(xla <. 7‘/1:]'7173/7 in+1 + hj+17 vy Ty + hn)

est définie, réelle et continue sur l'intervalle compact [z; — |h;|, x; + |h;|] qui con-
tient les points x; et x; + hj, et que cette fonction F} est dérivable sur I'intervalle

Jzj — |h|,x; + |h|[. Vule théoreme des accroissements finis dans R, il existe alors A
strictement compris entre 0 et h; tel que

Fj(zj + hy) = Fj(z;) = hj[DFj]o;n
donc tel que ce j—eme terme du second membre soit égal a

hi[D; flepne avee WY =(0,...,0,h; by, ..., hy).

1T

D’ou la conclusion.g
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5.1.6 Fonctions composées, fonctions de fonction

Théoreme 5.1.6.1 (fonctions composées) Si J appartient a Ny, si fi, ...,
f7 sont des fonctions réelles et dérivables sur l’ouvert ) de R™ et si f est une fonction
continiment dérivable sur un ouvert w de R? contenant { (fi(z),..., f;(x)) : z € Q},
alors f(f1,...,fs) est une fonction dérivable sur ) et, pour tout k € {1,...,n},

[Dkf(fla--->fJ ZD f (f1(z),..., fJ(w))[Dkf]]:c

Preuve.  Etablissons tout d’abord ce résultat sous ’hypothese supplémentai-
re que f soit réel sur w. Soit x un point de 2. Le point X = (fi(z),..., fs(z))
appartient a w; il est donc le centre d’une boule b incluse dans w: il existe R > 0
tel que b = {Y :|X =Y | < R} C w. Pour tout j € {1,...,n}, nous savons que
fi(x + hey) — fij(x) si h € R tend vers 0. Il existe donc r > 0 tel que, pour tout
h € R\ {0} vérifiant |h| <7, on a |f;(z + hey) — f;(z)| < R/J. Des lors, pour tout
h € R\ {0} tel que |h| < r, le point

X+ H = (filx+ heg), ..., fi(z+ hey))

vérifie |[H| < R. Des lors, le théoréme des accroissements finis dans R’ procure des

accroissements auxiliaires HV, ..., HY) € R’  de module majoré par |H| et tels
que
J
f(X -+ H ZH] D f X4+HG) -
7j=1

Pour h — 0, on a HY — 0 pour tout j < J. Il s’ensuit que

fUfi(z + hey), ..., fo(x + hey)) — f(fi(z),. .., f1(2))

J h
Z a:—irhe;z) fi(z) [D f] o s O
converge vers
J
2;[ wfila - [D f](fl(x ..... f1(@))
=

si h — 0, vu la continuité des dérivées de f sur w.
Déduisons-en la propriété dans le cas général ou f est une fonction a valeurs
complexes. Les fonctions Rf et Sf sont alors des fonctions réelles et contintiment
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dérivables sur w et on peut leur appliquer la premiere partie de cette preuve. Il vient
ainsi successivement

flfi, - fr) = RO, fr) Hi(SH(frs -0 1)

et

= Z[ SR 01tste - DTl +1 D D5 (S50t - Dl
J
= Z[ iR+ (1@), 5@ - DiSile-

D’ou la conclusion.g

En considérant la valeur J = 1, le résultat précédent s’applique bien str aux
fonctions de fonction mais il ne s’appelle pas théoreme de dérivation des fonctions
de fonction car il est possible d’affaiblir sensiblement I’hypotheése portant sur f.

Théoréme 5.1.6.2 (fonctions de fonction) Si la fonction f est réelle et dé-
rivable sur ouvert Q) de R™ et si g est une fonction dérivable sur un ouvert w de R
contenant { f(x) : x € Q}, alors la fonction de fonction g(f) est dérivable sur Q et

[Drg(N)]z = [Dgls@) - [Difle-

Preuve.  Si z est un point de €, il existe r > 0 tel que {y: |z —y| < r} soit
inclus dans . Cela étant, pour tout h € R\ {0} vérifiant |h| < r, on peut écrire

g(f(x + her)) — g(f(x) St her) — f(=)

L = ®(h) h
si on définit ®(h) par
g(f(x + her)) — g(f(2))
R S TR e B R
[Dg]f(x) sinon.

Remarquons alors que, pour & — 0, la fonction ®(h) converge vers [Dg] ). De
fait, dans I'ensemble 0y = {h # 0 : f(z + hey) # f(x)}, cela est vrai si 0 appartient
a (1) et,dans Qo = {h #0: f(z + hex) = f(x)}, cela est encore vrai pour autant
que 0 € (Qg) . La conclusion s’ensuit aisément.y
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Voici deux applications intéressantes du théoreme de dérivation des fonctions
composées.

Application. Le théoreme de dérivation des fonctions composées permet de
calculer les dérivées d’une fonction réelle f sur un ouvert €2 de R", sans la connaitre
explicitement, si on sait qu’elle vérifie une identité du type g(z, f(x)) = 0 sur €.

En effet, si on sait qu’on peut appliquer le théoreme de dérivation des fonctions
composées a g(z, f(z)) sur €, il vient

n+1
0=Dyg(z, f(x)) = > _[D;9)@.s) - [Pz
j=1
en posant f;(z) =x; pour j=1,...,net foy1 = f. On a donc
[Dy9l@ s

[Dn+1g] (z,f ()

pour autant que cette division puisse se faire.

Application. Si f est une fonction réelle et dérivable sur 'ouvert 2 de R, si
g est une fonction dérivable sur un ouvert ' de R contenant { f(z) : x € Q} et si
on a g(f(x)) = x pour tout x € €2, on obtient que [Dgly) - [Dflo =1 sur Q.

Notons encore que le méme procédé fonctionnne pour un systeme d’équations de

la forme
gl(fl(w),...,fJ(x)) =0

9s(fi(x), .. fs(x)) = 0
sur un ouvert {2 de R”. Dans un tel cas, on détermine simultanément D, f1, ..., D, f;

en dérivant chacune des équations de ce systeme par rapport a xj et en résolvant le
nouveau systeme obtenu, qui est un systeme de J équations linéaires en les inconnues

Dk;fl? ey Dka

Ezercice.  * — Sachant que [ est une fonction continue sur [—1,1] et dérivable sur
]—1,1[, de dérivée donnée par [Df], = (1 — 22)~Y2 sur ]—1,1[, ot la fonction g: x —
f(2z/(1 + 2?)) est-elle définie? continue? dérivable? Que vaut sa dérivée?

Suggestion.  On sait que /- est une fonction continue sur [0, +-o00[ et dérivable
sur |0, +o00[, de dérivée donnée par [D+/"], = 1/(2y/x) sur ]0, +o0.
a) Ensemble de définition. L’ensemble de définition A de g est donné par

A={zeR:-1<2z/(1+2%) <1} =R.
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b) Le théoréme de continuité des fonctions de fonction donne aussitot la conti-
nuité de g sur R.
c¢) Ensemble de dérivabilité. La fonction g est alors dérivable sur

A={zeR:-1<2z/(1+2%) <1} =]-00,—1[U]-1,1[U]1, +o0|.

d) Calcul de la dérivée de g. Il vient successivement

1 2 1 2(1 — a2
SN I N ——
11—z 22/ (1+22) 1+x (1—1‘2)2 1+
e sur |—1, 1],
1_’__ 5 sur ]—oo, —1[U]1, +oo[. « *
T

Ezercice.  Si f est une fonction réelle et dérivable sur l'intervalle ouvert |c, 3] (borné
ou non) de R et si les limites lim,_,,+ Df et lim,_,3- Df eristent et sont égales respec-
tivement a A et B (les cas A, B € {—o0, +00} n’étant pas exclus), alors, pour tout nombre
réel R compris strictement entre A et B, il existe r € |a, 3] tel que [D f], = R.

Suggestion.  Résolvons le cas A < R < B, I'autre s’établit de maniere analogue.
Il existe alors a, b € Ja, §[ tels que [Df], < R < [Df]y, puis b > 0 tel que a + h,

b+ h € la, [ et
flath)~ fla) _ b+ 1)~ )
h h '

Cela étant, comme la fonction

flx+h) - f(x)
h

est continue et réelle sur [a,b], et dérivable sur ]a,b[, le théoreme des valeurs in-
termédiaires donne l'existence d’un point x¢ € ]a, b] tel que g(xy) = R. On a donc
f(zo + h) — f(xo) = hR alors que le théoreme des accroissements finis procure
'existence de b’ € 0, h[ tel que f(zo+ h) — f(x0) = h[D flug+n, ce qui suffit.

g: [a,b] = R z

5.1.7 Continuité des fonctions continiment dérivables

Théoreme 5.1.7.1 Toute fonction continiment dérivable sur un ouvert de R"
Yy est continue.

Preuve.  Soit f une fonction contintiment dérivable sur I'ouvert {2 de R™.
Etablissons tout d’abord I’énoncé sous I’hypotheése supplémentaire que f soit
réel. Soit x un point de 2. Pour tout h € R" tel que la boule {y : |z —y| < |h|}
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soit incluse dans €2, le théoreme des accroissements finis procure des accroissements
auxiliaires M), ..., AW € R" tels que |A™| < |h| pour tout k € {1,...,n} et

fle+h)— f(z) = Z i[Dyeflanom-

k=1

Si h tend vers 0, les accroissements A*) tendent aussi vers 0 et ainsi, vu la continuité
des dérivées de f sur Q, les [D, f], . tendent vers [D, f],. Des lors, on obtient

fle+h) = f@) =Y 0-[Dyfl. =0

si h — 0; d’ou la conclusion.

Le cas général d'une fonction a valeurs complexes est alors immédiat car on vérifie
directement que Rf et Sf sont des fonctions réelles et continiment dérivables sur
Q) donc continues sur €, et ainsi f = Rf + i3 f est continu sur 2.y

Théoréeme 5.1.7.2 (dérivabilité uniforme) Sila fonction f est continiment
dérivable sur l'ouvert Q de R", alors, pour tout k € {1,...,n} et tout compact
K cCQ, ona

sup f(x+ hey) — f(x)
rzeK h

— [Dyflel = 0 si h— 0.

Preuve.  Bien sur, nous pouvons supposer f réel, quitte a considérer R f et S f
séparément.

Cela étant, soit » un nombre réel strictement positif, quelconque si €2 est égal a
R™ et vérifiant 0 < r < d(K,R™\ Q) si Q differe de R". Pour tout z € K et tout
h € R tel que 0 < |h| < r, le théoreme des accroissement finis dans R procure un
accroissement auxiliaire 2 (z) € R tels que | (z)| < |h| et

sup f(x 4+ hey) — f(2)

h — [Dflz| = sup ‘[Dkf]x—i—h(k)(w)ek - [Dk.ﬂx‘
zeK reK

< sup |[Dkf]y - [Dkf]x| .

zeK, |z—y|<|h|

Pour conclure, il suffit alors de noter que, vu la continuité donc la continuité uniforme
de chacune des dérivées de f sur le compact { z : d(z, K) < r}, cette majorante tend
vers 0 si h tend vers 0.y
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5.1.8 Théoréme de ’ouvert connexe

Définition. Un ouvert 2 de R"™ est conneze s’il n’existe pas de partition de
) en deux ouverts non vides.

La notion d’ouvert connexe est assez malaisée a manipuler; aussi, dans une
premiere étude, nous allons admettre les exemples suivants: ils sont établis dans
le cours de deuxieme candidature.

Exemples. a) Un ouvert de R est connexe si et seulement s’il est égal a un
intervalle ouvert ou a ().

b) Dans R™, tout intervalle ouvert est un ouvert conneze.
c) Dans R", toute boule ouverte est un ouvert conneze.

Théoreme 5.1.8.1 (ouvert connexe) Deux fonctions dérivables sur un ou-
vert connexe de R™ sont égales a une constante additive prés si et seulement si leurs
dérivées sont égales chacune a chacune.

Explicitement, st f et g sont deux fonctions dérivables sur un ouvert connexe €2
de R", alors il existe c € C tel que f — g = cxq st et seulement st on a D, f =D, g
sur §) pour tout k € {1,...,n}.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire et ne nécessite d’ailleurs pas
que l'ouvert €2 soit connexe.

La condition est suffisante. En considérant la différence f — ¢ des deux fonctions,
on est ramené a prouver que si la fonction f est dérivable sur un ouvert connexe
Q de R" et vérifie D,.f = 0 pour tout k € {1,...,n}, alors il existe c € C tel que
[ =cxa.

Quitte a considérer Rf et Sf séparément, nous pouvons supposer f réel.

Etant donné = € €, considérons 1’ensemble

we ={y €Q: fly) = fz)}.

Bien str, w, n’est pas vide car il contient x. De plus, w, est ouvert: de fait, si y
appartient a w,, il appartient a € et il existe doncr > O tel que { z : |z — y| < r} C Q.
Pour conclure que w, est ouvert, il suffit alors de prouver que w, contient la boule
fermée de centre y et de rayon r. Or, pour tout h € R™ tel que |h| < r, le théoréeme
des accroissements finis peut étre appliqué: il existe des points M, ... A" € R»
tels que |A™| < |h| pour tout k € {1,...,n} et

Fly+h) = f(y) = he[Dyflysno0 = 0.
k=1
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Cela étant, soit zy un point de 2. Si w,, n’est pas égal a 2, I’ensemble

S ={reQ: fl@) # )y = | w

Q?EQ\WZO

est un ouvert non vide, disjoint de w,, et tel que w,, Uw’ = Q.
D’ou une contradiction.y

5.1.9 Espace C,()

Définitions. a) Etant donné une fonction f définie sur un ouvert de R™ et
un entier p € Ny, on appelle dérivée partielle d’ordre p de f, toute expression de la
forme

D, ...D, f avec vi,...,vp€{l,...,n}

si elle existe. Ce symbole est a comprendre comme suit: l'existence de D, D, f
signifie que f est dérivable par rapport a x,, et que D, f est dérivable par rapport
a 1,,; cela étant, D, D, f est égal a la dérivée par rapport a z,, de D, f.

Les fonctions dérivables sur un ouvert €2 de R™ coincident donc avec les fonctions
qui admettent toutes les dérivées partielles d’ordre 1.

b) Soient p un élément de Ny et © un ouvert de R™. Une fonction est p fois
continiment dérivable sur Q (on dit aussi qu’elle est C,, sur Q) si elle est définie sur
Q, si elle admet toutes les dérivées partielles d’ordre ¢ < p sur €2 et si chacune de
ces dérivées est continue sur ).

Les fonctions continiment dérivables sur un ouvert {2 de R coincident donc avec
les fonctions une fois continiment dérivables sur €.

c¢) Une fonction f est infiniment continiment dérivable sur un ouvert ) de R™
(on dit aussi quelle est Co, sur ) si elle est p fois continiment dérivable sur € quel
que soit p € Np.

Notations. a) Pour tout p € Ny et tout ouvert 2 de R", C,(£2) désigne
I’ensemble des fonctions p fois continiment dérivables sur 2.

b) Pour tout ouvert 2 de R", C,(Q2) désigne I'ensemble des fonctions infiniment
continument dérivables sur €2.

Remarques.  Soit Q un ouvert de R™.

a) Si f appartient & Cp(2), on a évidemment f € C,4(£2) pour tout entier ¢ < p.

b) Si f appartient a C,(€2), D®f appartient a C,_4(£2) pour toute dérivée D* d’ordre
q=p.

¢) On a bien str

Coo() = ) Cp().

p€Np
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Voici & présent un critere d’appartenance a l'espace C,(§2).

Critere 5.1.9.1 FEtant donné p € Ny et un ouvert ) de R", une fonction f
définie sur Q0 appartient a C,(Q2) si et seulement si toutes ses dérivées partielles
d’ordre q < p existent, les dérivées partielles d’ordre p étant continues sur ).

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Si g désigne une dérivée partielle de f d’ordre p — 1,
g est une fonction continiment dérivable donc continue sur §2. D’ou la conclusion
au moyen d’un nombre fini d’applications successsives de ce raisonnement.g

Le cas n = 1 est particulier. D’une part, ce qui précede s’applique bien sur si €2
est un ouvert de R; on omet cependant le qualificatif “partiel” dans ce cas. D’autre
part, on peut aussi considérer le cas d'un intervalle fermé.

Définitions. Etant donné p € Ny, une fonction f définie sur I'intervalle fermé
I =a,b] de R est
a) p fois dérivable sur I si f, Df, ..., DPf existent sur I, o on a bien sir posé
D'f =Df et D*1f = D(D*f) pour tout k > 1,
b) p fois continiment dérivable sur I si elle est p fois dérivable sur I et telle que f,
Df,...,DPf e Co(I),
c) infiniment continument dérivable sur I si elle est g fois continiment dérivable sur
I pour tout ¢ € Nj.

Notations. Etant donné un intervalle fermé [a, b] de R et p € Ny,
Cp(la;b]) et Coo([a, b])

désignent respectivement les ensembles des fonctions p fois continument dérivables
sur [a,b] d’une part et infiniment contintiment dérivables sur [a, b] d’autre part.

Théoréme 5.1.9.2 (structure) Une fonction f définie sur 'intervalle fermé
la,b] de R appartient a C,([a,b]) avec p € Ny si et seulement si c¢’est la restriction
a [a,b] d’un élément de C,(R).

Preuve.  La condition est nécessaire. Il suffit de vérifier que la fonction

4

'[Dkf}a(a: —a)f sizr<a

o~
i M@
<)
?T‘lp—\

F-R—-C z+— sia<x<b

=
5
S~—

'[Dkf}b(x bk sivb<a

]+
W‘lp—\

,
il
o
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convient, ce qui est direct.
La condition est évidemment suffisante.g

Remarque.  Le résultat précédent est aussi valable dans le cas p = oo (cf. le cours
de deuxiéme candidature).

5.1.10 Théoréme d’interversion des dérivées

Les dérivées partielles d'un élément de C,(€2) sont tres aisées a manipuler grace
au théoreme qui va suivre et dont le lemme suivant constitue une version améliorée
dans le cas des dérivées partielles d’ordre 2.

Lemme 5.1.10.1 Soit f une fonction définie sur louvert 0 de R™ avec n > 2.
Si les dérivées D, f, Dy f et D, D;f existent sur Q2 et si DD, f est continu sur €,
alors D;Dy [ existe sur ) et est égal a DD, f.

Preuve.  Bien siir, nous pouvons supposer f réel, quitte a considérer séparément
Rf et Sf, puis f =Rf +iSS.

Etant donné zy € €, il existe r > 0 tel que zo +Ee; +nex € 2 pour tous {, n € R
tels que [€], n] < .

Pour tous &, n € R tels que [£], |n| < r, introduisons I’expression

A(§,m) = (f (o + Se; + nex) — f(xo + &ej)) — (f (w0 + nex) — f(x0)) -
Remarquons que la fonction F' définie sur |—r, r[ par
F(t) = f(xo +tej +neg) — f(xo + tej)

est réelle et dérivable. Des lors, pour tous £ € |—r,0[ U |0, 7], une application du
théoreme des accroissements finis donne 'existence de £ € R tel que |£'| < |£] et

A(fﬂ]) = é ([Djf]270+§’6j+776k - [Djf]ro-l-ﬁ’ej) :
Comme la fonction G définie sur |—r, r| par
G<t) = [Djf]mo+§/€j+t€k

est réelle et dérivable, une deuxieme application du théoreme des accroissements
finis donne 'existence de " € R tel que |1/| < |n| et

A(ga 77) = gn[Dijf]fE0+§’€j+77/€k'
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Cela étant, vu la continuité de D, D, f sur 2, nous obtenons

1
lim  — A& ) = DD, flu.
E,T]H(l)?fl,n#o é&n (f?ﬁ) [ k jf]

Pour tout € > 0, il existe donc ¢ > 0 tel que
1
A6~ DD, <

pour tous &, n € R\ {0} tels que [£], |n] < 6. On en déduit que

‘% ([Dkf]mo—i-éej - [Dkf]mo) - [Dijf]:Jco S €

pour tout £ € R\ {0} tel que |£] < §, ce qui permet de conclure aussitot.y

Théoréme 5.1.10.2 (interversion des dérivées) Si une fonction appartient
a Cy(Q), alors toutes ses dérivées partielles d’ordre ¢ < p qui ne différent que par
l'ordre dans lequel on dérive, sont égales.

Preuve.  Cela résulte aussitot du lemme précédent car toute permutation est
égale au produit d'un nombre fini de transpositions.g

Notations. a) Ce théoreme permet d’alléger considérablement la notation des
dérivées partielles d’ordre ¢ < p des éléments de C,(€2). En effet, si f appartient a
C,(Q) et sion a g < p, une dérivée partielle d’ordre ¢ de f, a savoir D, .. .D,, f ot
apparait a; fois Dy, ..., o, fois D,,, peut s’écrire

DI*...Do»f ou méme D<f

s’il n’est pas nécessaire de spécifier les aq, ..., o, € N.
b) Parfois, afin d’unifier les notations, on pose D°f = f pour tout f € C, ().

Remarque.  Dans le lemme, la continuité de la dérivée d’ordre 2 est indispensable.
Considérons la fonction
2_ .2

x [——
f($7y) = yx2+y2

Bien str, elle est dérivable sur R?, avec

ahy + 4x2yB — o

[le](x,y) - (1‘2 + y2)2 Sl (:L'ay) 7& 0,0 s
0 si (z,y) = (0,0),
4 3,2 5
—xy” — 4y  +
[DQf](m,y) = (.’E2 + y2>2 s1 (a:,y) 7& 070 )

0 si (z,y) = (0,0).



5.1. Dérivabilité 133

Cela étant, D, f est dérivable par rapport a y et D,f est dérivable par rapport a = sur
R2\ {(0,0)} et méme en (0,0) vu que

Dy flom — 0 -

D,D = lm —=—— = lm -z = -1

[D2Dy fli0,0) B £ h h—0.h0 D ’
Dy fln0) = 0 n

D,D = lim ——=— = lm — = L

[D1D5 f10,0) h—>[1),rrilz7£0 h hﬁ(l)fl}%;éo hb

D’on la nécessité de la continuité portant sur la dérivée d’ordre deux.

Remarque. % — On peut établir que la fonction f définie sur R? par

z? =2y g

e siy>0
CU’ = Y

f(z,y) {0 Sy <0

est telle que f(-,y) € Co(R) pour tout y € R ainsi que f(z,-) € Cs(R) pour tout = € R.
Cependant elle n’est pas continue sur R?. « x

5.1.11 Génération des éléments de C,(2)

Voici tout d’abord des exemples fondamentaux d’éléments de C,(R"). Ils sont
immédiats. Nous introduisons d’autres exemples fondamentaux au chapitre suivant.

Exemples fondamentaux. a) Pour tout ¢ € C, cxrn appartient a Coo(R™).
b) Pour tout j € {1,...,n}, [|; appartient a Coo(R™).

Théoréme 5.1.11.1 (génération) Soient p un élément de No U {oo} et Q un
ouvert de R™.

a) Toute combinaison linéaire d’éléments de C,(§2) appartient a C,(€2).

b) Tout produit fini d’éléments de C,(S2) appartient a C,(€2).

c¢) Tout quotient de deux éléments de C,(S2) appartient a C,(§2) pour autant que
le dénominateur ne s’annule en aucun point de €2.

d) Si f appartient a C,(Q), alors f, Rf et Sf appartiennent a C,(Q).

e) Si J appartient a Ny, si fi, ..., f; sont réels et appartiennent a C,(2), et si
[ appartient a C,(w) ot w est un ouvert de R? contenant ’ensemble de variation
de (f1,..., fr) sur Q, alors la fonction composée f(f1,..., fs) appartient a C,(£2).

f) Si f appartient a C,(Q2), alors la restriction de f a tout ouvert ' de R™ inclus
dans Q appartient a C,(').

Preuve.  Cela résulte directement des théoremes de génération des fonctions
dérivables et des fonctions continues, en procédant par récurrence.
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Etablissons par exemple 1’énoncé relatif aux fonctions composées, connu sous le
nom de théoréme de dérivation multiple des fonctions composées.

Sion ap = 1, le théoreme de dérivation des fonctions composées affirme que
f(f1,-.., fs) est une fonction dérivable et que, pour tout k < n,

J
Dpf(fir )l = D> Diflih@nnts@y - [Drfila
7j=1

I
Mk

[(D; )(f1,- - f)lz - D file-

J=1

Des lors le théoreme de continuité des fonctions composées permet de conclure.

Supposons 1’énoncé établi pour p = 1, ..., p’ et passons au cas p =p' + 1. Vu
ce qui précede, f(fi,...,fs) appartient déja a C;(Q2) et, vu les égalités que nous
venons d’établir dans le cas p = 1, ses dérivées partielles d’ordre 1 se présentent
sous la forme d’'une somme de produits de fonctions appartenant a C,(2), donc
appartiennent a C, (), ce qui suffit.y

Remarque. Il n’est guere possible de donner des formules aisées & manipuler, donnant
les dérivées partielles d’ordre ¢ < p des éléments de C,(€2) engendrés par des éléments de
Cp(£2), au moyen des dérivées partielles de ces dernieres fonctions. On a cependant les
résultats suivants.

Proposition 5.1.11.2 Pour toute combinaison linéaire ijl c;f; d’éléments de
C,(Q2) et toute dérivée D* d’ordre ¢ < p, on a

J J
D (Z ijj) =Y D

Théoréme 5.1.11.3 (formule de Leibniz) Si () est un ouvert de R et si f et
g appartiennent a C,(Q2), on a

p
= CEDFf Dty

k=0

Preuve.  Procédons par récurrence sur p. Bien sur la formule est correcte pour
p = 1. Pour conclure, il suffit alors de prouver que, si elle est vraie pour p, elle
I'est encore pour p + 1. Or, si f et g appartiennent a C,41(€2), ils appartiennent
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notamment a C,(£2) et on peut écrire
P
D" (fg) = D(D"(fg)) = D (Z CyD*f - DP—’fg)
k=0
P P
- Sy Sty

k=0 k=0

p
= COD°f-DPg 4+ " (Ch 4 Cp7Y) DR f - DPHRg 4 CoDPLF DY,
k=1

d’otu la conclusion vu la formule du triangle de Pascal
Cl;_l + C’; = C/;H, Vke{l,....p}a

Regle pratique. Pour utiliser aisément la formule de Leibniz, on procede
comme suit: on construit le tableau

c) C, 5 .. O
f Df Df ... Dvf
Drg DP-lg DP2g ... g

La regle est alors d’“effectuer les produits dans les colonnes et sommer les fonctions
obtenues de la sorte”.

Proposition 5.1.11.4 Si (2 est un ouvert de R, si f et g appartiennent a C,(§2)
et si g difféere de 0 en tout point de §2, alors on a

ped _ F
g o gp-‘rl

ou F désigne le déterminant de la matrice obtenue en remplacant dans la matrice

g
Dg g
D?*g CiDg ¢

D?g C;Dp_lg Cf,Dp_zg g

la derniére colonne par le vecteur (f,Df,... DPf).
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Prewve.  Posons h = f/g. 1l vient f = gh avec f, g, h € C,(2) et la formule
de Leibniz donne

k
"f=> CiD/h-D"g

§=0

pour tout k € {0,...,p}. Cela se met aisément sous forme matricielle
f g h
Df Dg g Dh
D’f | = D?¢ CiDg g D2y |,
D?f DPg C},Dp_lg CgDp_gg o g D?h

d’out la conclusion par la regle de Cramer.y
Proposition 5.1.11.5 Si f appartient a C,(2), il vient
D*f=Dof, D*Rf)=R(Df) et D(If) =3I (Df)
pour toute dérivée d’ordre q < p.a

En ce qui concerne les dérivées partielles des fonctions composées, les formules
se compliquent tres rapidement. Ainsi, si I’hypothese du théoréeme de dérivation
multiple des fonctions composées est vérifiée pour p = 2, il vient successivement

J

D f(fro o )le = D D1y F)e - Dyl

j=1

et

B
Fgg

[Dlef(flv - 7fJ)]x = Djf)(fla ceey fJ)]x ’ [lei]a: ’ [Dkfj]x

-
Il
—

M~

1

+ > D )(f1 o f)la - DDy S

1

J

5.1.12 Exercices

FEzercice. St §) est un ouvert de R et si les fonctions f, g appartiennent a C,(€2),
établir la formule

g-DPf = Z 1) CEDP*(fDFg).
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Suggestion.  De fait on a successivement

p p

D (—1FCEDPR(fDEg) = > (—1)FCy ZC . DP g
k=0 k=0
ZDﬂf DFig. ( nkCkes ZC; DIf-DP g6,
k=0 Jj=0

Pour obtenir la deuxieme égalité, on a permuté les deux sommes selon

0<j<p
SRS At
Pour obtenir la troisieme égalité, il suffit de noter que
. | — !
= T TG~ %

donc

p— J . ; p—j | sij—

k:O CpCpk CPZ; —j {O Sl]?ép}

Exercice.  Si f appartient a Cp(R\ {0}), établir que
a P DPflyyp = (~1)PDP (a1 f(1/2)), Vo e R\ {0}.

Suggestion.  Procédons par récurrence sur p. Pour p = 1, on vérifie directement
que la formule proposée est correcte. Supposons a présent qu’elle est correcte pour
p et établissons qu’elle 'est encore pour p + 1. Il vient successivement

(=D)PHDPH (2P f(1/x))
= (—1)p+1Dp(pxp_1f(1/a7) — xp_Q[Df]l/x)
= —p(=1)PDP(z"" f(1/z)) + (—1)?D?(a*'[zD fl1/.)
= —pz P DPfy e + 2P DP (2D f))1 e
Pl [Dp+1f]1/:c>

ce qui suffit. Pour établir la derniere égalité, on a utilisé la formule de Leibniz selon
[D?(@D /e = [2D" fli/z + p[D? flia

Ezercices.  * — a) Vérifier que Aln(z? +3?)Y/2 = 0 sur R? \ {0}.
b) Vérifier que A(z? +y? + 22) 712 = 0 sur R3\ {0}. « *
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5.1.13 Formule de Taylor limitée

Théoréme 5.1.13.1 (Taylor limité dans R) Si la fonction f est réelle et ap-
partient a C,_1([a, b)) N Cp(la,b]), alors il existe r € Ja, b| tel que

b—a (b—a)P™?

fb) = fla) + —=IDfla+--- + D) D~ fla + [D? f],.

(b—a)”
|

En particulier, on a ’énoncé suivant, connu lui aussi sous le nom de formule de
Taylor limitée dans R: si f € C,(]a,b]) est réel, alors, pour tout x € ]a,b| et tout
accroissement h € R tel que © + h € |a, b[, il existe 6 € 10, 1] tel que

p—1 p
!

flz+h) :f(f)+%[Df]x+“-+ (p_l)![Dp_lf]x+}; [D” fla-+on-

Preuve.  Tout revient a déterminer le nombre R défini par

1) = fa)+° D], e %[Dplﬂa N p!@ o
Pour ce faire, considérons la fonction F' définie sur [a, b] par
b— b — )L bh— )P
Fly) = f(b) = f(y) = —7[Dfl, =+ = %[Dplﬂy ( p!y) P

On vérifie de suite que cette fonction F est réelle et continue sur [a, b], dérivable sur
la,b[ et que sa dérivée est donnée par

b=y

PE =

(R —[D"fy) .

Comme on a de plus F(a) = F(b) = 0, le théoreme de Rolle procure 'existence de
r € la, b[ tel que [DF), =0, ce qui suffit.
Le cas particulier est immédiat.y

Passons au cas de ’espace R™.

Théoréme 5.1.13.2 (Taylor limité dans R") Si Q2 est un ouvert de R™, si
f e Cy(Q) est réel et si le segment d’extrémités x et x + h (a savoir l’ensemble
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{x+th:tel0,1]}) est inclus dans 2, alors il existe 6 € 10, 1] tel que
1 n
fle+h) = f@)+5D mDpfl
k=1

1 n n
+ 5 Z Z P, Py [Dlesz]x +

T ki=1 kgﬂ

-1 Z Z Py = Py [Dyy -+~ Dy, fla

ki=1  kp_1=1

wE: }:% hio, [Dy, -+ Dy, flason-

k1=1 kp=1

Preuve.  Comme le segment {x +th:t € [0,1]} est un compact inclus dans
), on vérifie de suite qu’il existe € > 0 tel que x + th appartienne a 2 pour tout
t € ]—e,1+¢[. Cela étant, la fonction

F:l-e14¢[—=R tw f(xy+thy,...,x, +thy)

est réelle et appartient a C,(]—e, 1+ ¢[). Des lors, vu la formule de Taylor limitée
dans R, il existe 6 € ]0, 1] tel que

F(1) = F(0) + 5[DFlo+ -+ mpwb+[mm

(p—1)!

Pour conclure, il suffit alors de prouver que, pour tout [ < p, on a

D Ft = Z Z hkl hkz 'Dklf]x+th

k=1 k=1

pour tout ¢ € |0, 1[. Procédons par récurrence. Pour [ = 1, cela résulte directement
du théoreme de dérivation des fonctions composées. De plus, si cette formule est
correcte pour j = 1, ..., [ avec [ < p, elle est correcte également pour [ + 1 car,
pour tous ki, ..., ky € {1,...,n} fixés, on a

Dt [Dkl T Dkl f]x+th = Z hkl+1 [Dkl T Dkl+1 f]x'i'th

kii1=1

vu le théoreme de dérivation des fonctions composées.
D’ou la conclusion.g
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Remarques.  a) Dans le cas p = 1, on introduit la notion de gradient d’une fonction
f € Cp(2): c’est 'application

grad: C,(Q) — Cp1 ()" f— (Dyf,....D,f).
Au moyen du gradient, la formule de Taylor limitée s’écrit

f(z+h) = f(x) + (h [grad(f)]eron) -

b) Dans le cas p = 2, on introduit la notion de matrice hessienne d’une fonction
f € Ca(f): cest la matrice Hy de dimension n x n définie sur {2 par

(Hyf)je = D;Dyf.
Au moyen du gradient et de la matrice hessienne, la formule de Taylor limitée s’écrit

1

fla+h) = f(@) + (b, [grad(f)]z) + 5 (b, [Heloronh)

Ezercice.  Si f est une fonction continiment dérivable sur lintervalle ouvert I de
R"™ et si toutes ses dérivées d’ordre 1 sont bornées sur I, établir que f est uniformément
continu sur 1.

Suggestion. 11 existe C' > 0 tel que |[D,f].] < C pour tout z € I et tout
ke {l,...,n}. Pour tous x, y € I, le segment d’extrémités x et y étant inclus dans
I, la formule de Taylor limitée a I'ordre 1 donne de suite | f(z) — f(y)| < nC'|x — y|,
ce qui suffit.

Ezercice.  Si f € Cpy1(]a,b]) est réel et si [DPTLf], différe de 0 en x € la,b|, établir
que le 0 € 10,1 qui figure dans la formule de Taylor limitée a lordre p en x tend vers
1/(p+1) sih—0.

Suggestion.  Comme la fonction D? f appartient a Cy (]a, b[) et est réelle, il existe
0" €10, 1] tel que
[Dpf]x-i-Oh = [Dpf]x + eh[Dp+1f]x+99’h-

Il vient donc

p p+1
Flat ) = J(@) + DS+ o+ P+ D e,

d’ou on tire
O 1074 flusan = ——
P! o (p+1)!

si 0" correspond au développement de Taylor limité a p + 1. D’ou la conclusion en
faisant tendre h vers 0, vu la continuité de D! f sur ]a, b|.

(D7 flavorn
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Proposition 5.1.13.3 Si la fonction f € C,(Q2) est telle que f(z,,) — 0 et
D f(x,,) — 0 pour toute suite x,, de S) qui converge vers un point de Q°* ou oo, et
toute dérivée D d’ordre < p, alors la fonction F définie sur R™ par

[ f@), VeeQ,
F(@{o, Vo e R\ Q,

appartient a C,(R™).
Un résultat analogue pour Coo(R™) s’en déduit aussitot.

Preuve.  Par une récurrence aisée, on se ramene directement au cas de C1(12).
En fait, nous avons déja les appartenances suivantes

F € Co(R™) N C(Q) N CLR™\ Q7).

Il n’y a donc un probleme qu’aux points de €2°. Soit xg un point de €2® et soit k un
élément de {1,...,n}. Calculons

lim F(xo+ hey) — F(xo)'
h—0, heRy h

Comme D, F' est identiquement nul sur R™ \ ©Q~, il suffit d’établir que cette limite
existe et vaut 0. Or F(xg) est égal a 0 et

a) si xg + hey n’appartient pas a , F(xq + hey) vaut 0,

b) si x¢ + hey appartient a et si, par exemple, h est strictement positif, soit hg
la borne inférieure des r > 0 tels que le segment ouvert d’extrémités xy + re; et
xo + hey soit inclus dans 2. Il existe alors 6 € |0, 1] tel que

F(xo+ hey) — F(xg) = F(xo+ her) = F(xg+ hey) — F(xo + hoex)
= (h - hO)[DkF]on+h06k+9(h*ho)€k'

D’ou la conclusion en passant a la limite car h — 0 entraine bien str hyg — 0 vu que

ho € [0, h[.4

5.2 Fonctions réelles sur un intervalle de R

5.2.1 Variation

Remarques.  a) Si f est une fonction strictement monotone sur A C Retsiz, y € A
sont tels que f(x) = f(y), on a nécessairement x = y.

b) Soit A une partie de R. Si f € Co(A™) est réel et si f est monotone sur A, alors f
est aussi monotone sur A~, vu le théoreme de passage a la limite dans les inégalités.
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Les limites des valeurs d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert de R
(borné ou non) sont régies par le résultat suivant.

Théoréme 5.2.1.1 Si f est une fonction réelle et croissante sur |a,b[ C R, les
limites lim,_,,~ f(x) et lim,_,,+ f(x) existent pour tout y € |a,b| et sont finies. Si
elles sont éqgales, f est continu en y.

De plus, les limites lim,_ .+ f(x) et lim, ;- f(x) existent et sont finies ou égales
a4 —00 0ou +00.

Enfin, on a

lim f(x) < lim f(z) < f(y) < lim f(z) < lim f(x)

z—a™t Ty~ z—yt T—b~
pour tout y € |a,b[ et méme

lim f() < lim f(x) < f(y) < lim f() < lim f(z)

x—at Ty~ x—yt x—b—

pour tout y € |a,b] si f est strictement croissant sur |a, b|.
Il y a évidemment un énoncé analogue pour les fonctions (strictement) décrois-
santes.

Preuve.  Supposons, par exemple, f croissant sur |a,b[. Si f est décroissant
sur Ja, b[, il suffit de procéder de méme ou de considérer la fonction croissante — f.

Etablissons le cas relatif & y~. Soit y,,, une suite de |a, b[ qui converge en croissant
strictement vers y. Bien sur, la suite f(y,,) est croissante et majorée par f(y): elle
converge donc et sa limite « est majorée par f(y). Cela étant, soit x,, une suite
de ]a,y[ qui converge vers y. Pour tout ¢ > 0, il existe d’abord my € Ny tel que
f(Ymy) +€ > a puis M € N tel que yp,, < x,, <y pour tout m > M. Mais, pour
tout m > M, il existe m’ € N tel que x,, < y,,v. Au total, nous avons

m>M=a—¢c< f(Yn) < f@m) < flym) < a < fy).

De ce qui précede, on déduit aussitot que

lim f(2) = a < /().
Etablissons le cas relatif & b~. Soit y,, une suite de ]a, b[ qui converge en croissant
strictement vers b. Bien str, la suite f(y,,) est croissante. Si elle est majorée, elle
converge vers une limite finie « et le raisonnement du cas y~ permet de conclure. Si
elle n’est pas majorée, elle converge vers +oo et un raisonnement analogue a celui
du cas y~ permet de conclure.
Pour les cas y™ et a™, il suffit de procéder de méme.
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De la sorte, nous avons établi I’énoncé relatif au cas d’une fonction croissante. Si
f est strictement croissant, la considération de points ¢’ € Ja, y[ et y” € ]y, b permet
immédiatement d’écrire

lim+ flz) < fy) < lim f(x) et lim+ flx) < fly") < hril, f(z).
Enfin, si les limites
lim f(z) et lim f(x)

Ty~ r—yt

sont égales, elles valent f(y) et nous savons qu’alors y est un point de continuité de

fa

La considération de la dérivée des fonctions réelles et dérivables sur un intervalle
de R permet de déduire la monotonie de la fonction sur cet intervalle.

Théoreme 5.2.1.2 Si f est une fonction réelle et dérivable sur lintervalle |a, b|
de R (borné ou non), alors f est croissant (resp. décroissant) sur]a,b[ si et seule-
ment si on a Df >0 (resp. Df <0) sur]a,b|.

Preuve.  Etablissons le cas d’une fonction croissante; pour une fonction dé-
croissante f, on procede de méme ou on considere — f.

La condition est nécessaire. De fait, si f est une fonction réelle et croissante sur
la, b[, alors, pour tout = € ]a, b[, on a

>0

DAl — g LEEh @)

h—0, heRg h

puisque f(x + h) — f(x) > 0 pour tout h € ]0,b — x|.

La condition est suffisante. De fait, pour tous z, y € ]a, b[ tel que x < y, il existe
r € |z, y[ tel que f(y) — f(x) = (y — ) - [Df],, vu le théoreme des accroissements
ﬁIliS..

Théoreme 5.2.1.3 Si f est une fonction réelle et dérivable sur lintervalle
la,b[ de R (borné ou non), alors f est strictement croissant (resp. strictement
décroissant) sur |a,b| si et seulement si Df est > 0 (resp. < 0) sur |a,b] et sans
zéro identique dans |a,bl.

Preuve.  Ici également, établissons le cas relatif a la croissance. Pour une fonc-
tion décroissante f, on procede de méme ou on considere — f.

La condition est nécessaire. Comme f est notamment croissant, nous avons déja
Df > 0sur |a,b[. De plus, si zy € ]a, b] est un zéro identique de D f, il existe bien str
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e > 0tel que Df =0 sur |xg — €, ¢ + ¢[; il s’ensuit que f est constant sur 'ouvert
connexe |xg — €,y + €. D’ou la conclusion.

La condition est suffisante. Comme nous avons D f > 0 sur |a, b[, nous savons
déja que f est croissant sur |a, b[. De plus, nous ne pouvons pas avoir f(x;) = f(z2)
avec x1, Ta € |a, b[ tels que x; < x9 car alors nous devrions avoir f(z) = f(z;) pour
tout = € |z, xo[, donc Df = 0 sur |z1, z2[. D’ou la conclusion.y

5.2.2 Théoreme de la fonction inverse

Le résultat suivant donne de tres bons renseignements sur les bijections entre
intervalles de R.

Théoréme 5.2.2.1 (fonction inverse) Toute fonction [ réelle, continue et
strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur un intervalle ouvert |a, b|
de R (borné ou non) est une bijection entre |a,b| et

I'=| lim f(z), lim f(x)[ (resp. ] lim f(z), im f(x) D
z—a™t z—b~ x—b~ z—a™t

Preuve.  Le premier théoreme du paragraphe précédent permet d’affirmer que
f est une application de ]a, b[ dans I'. Il s’agit d’une injection car f est strictement
monotone sur |a,b[. Il s’agit aussi d’une surjection, vu le théoreme des valeurs
intermédiaires. D’ou la conclusion.g

La bijection inverse associée a la fonction f de I’énoncé précédent est alors donnée
par la fonction g définie sur I’ par g(z') = z si et seulement si f(x) = 2’. Cette
fonction g est appelée fonction inverse de f et jouit des propriétés suivantes qui font
partie du théoreme de la fonction inverse et utilisent les notations de son énoncé.
Les démonstrations sont établies dans le cas d'une fonction f strictement croissante;
pour 'autre cas, on procede de méme ou on considere —f.

a) Le graphe de g est celui de f ou on permute les réles de la variable et de la
valeur de la fonction.

Preuve.  De fait, on a bien str
{(«',9(a") 2" € I't = {(f(2),2) : 2 €a,b[} a

b) La fonction g est strictement croissante (resp. strictement décroissante) sur
I'.

Preuve.  De fait, si 2/, y' € I’ sont tels que 2’ < ¥/, on ne peut avoir g(z') >
g(y') car cela entrainerait ' = f(g(z)) > f(9(¢')) = v »



5.2. Fonctions réelles sur un intervalle de R 145

¢) La fonction g est continue sur I'.

Preuve. 11 suffit de prouver qu’étant donné un point =’ € I’ et des suites

x! et 9/ qui convergent respectivement vers ' et 2’7, on a g(x!) — g(z') et

m
g(yh,) — g(a’). Vub) et le premier théoreme du paragraphe précédent, nous savons
déja que les suites g(x],) et g(y.,) convergent; soient v et 3 leurs limites respectives.

Bien sir, on a «, 3 € ]a, b[. De plus, vu la continuité de f sur |a, b[, il vient

T = flg(ar,)) = fla) et yp, = fg(yp)) — [(B).
Ceci entraine évidemment les égalités f(a) = 2/ = f(f), donc la relation a = f.
D’ou la conclusion.g

d) On a
lim ¥)=a" et lim 2)=0b"
' —(lim,_ .+ f(2))* (=) o/ —(lim,_,— f(z))~ 9(@)
resp. lim ¥)=a" et lim 7)) = b) .
< /= (lim, 4 f(z))” 9(@) o/ —(lim,_, - f(z))* 9

Preuve.  Soit x,, une suite de |a, b qui converge vers a. On sait alors que la
suite f(z,,) appartient a I’ et converge vers lim, .+ f(z) donc que la suite g(f(x,,))
appartient a |a, b| et converge vers

lim g(z").

o/ —(lim,_ + f(z))*
Or c’est la suite g(f(2,)) = . D’ol la conclusion g

e) Si, en outre, f est dérivable sur |a,b| (resp. appartient a C,(]a,b[)) et si Df
différe de 0 en tout point de |a,b[, alors g est dérivable sur I' (resp. appartient a
Co(I')) et est tel que

1
Dl = =
[Df]g(w’)
Preuve.  Pour tout 2’ € I’, on a
9@+ b)) —g(@) 1
h'ﬁ%{%eﬂ&o n - h’—})l,rilw}eRo flx+h)— f(x)’

h
d’ou la conclusion car h = g(2' + ') — g(2’) tend vers 0 si A’ — 0.4

f) La fonction f est la fonction inverse de g.g

Remarque.  Le théoreme de la fonction inverse s’étend sans probléme au cas des
fonctions réelles, continues et strictement monotones sur un intervalle d’un des types
[a,b], Ja,b] ou [a, B[
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5.2.3 Fonctions convexes et fonctions concaves

Définitions.  Une fonction réelle f sur A C R est conveze (resp. concave) sur
I'intervalle I C A si, pour tous a, b € I et tout r € ]0, 1],

fra+ (1 —r)b) <rf(a)+ (1 —r)f(b)
(resp. f(ra+ (1 —r)b) = rf(a)+ (1 —r)f(b)).

L’interprétation géométrique est claire si on note que
a) les points ra + (1 — r)b avec r € [0, 1] décrivent le segment d’extrémités a et b,
b) la droite déterminée par les points (a, f(a)) et (b, f(b)) a pour équation

y—fb) == ———(~0)

et a donc rf(a) 4+ (1 — r) f(b) pour ordonnée en ra + (1 — r)b.

(a, f(a))

(b, f (b))

\
!
!
|
|
\
\
! \
! !
! \ !
! ! !
! ! !
I I I
1 1 1

a ra+(1l-r)b b

Remarquons aussi que la fonction réelle f sur 'intervalle I de R est concave si
et seulement si la fonction — f est convexe sur I. Ceci permet d’obtenir directement
les propriétés des fonctions concaves a partir de celles des fonctions convexes.

Proposition 5.2.3.1 Si la fonction réelle f sur l'intervalle I de R est conveze,
alors, pour tout J € Ny, tous x1, ..., xy € I et tous ry, ..., ry > 0 tels que
ijl r;=1,ona ijl rix; €1 et

f (Zw%) < erf(xj).

j=1

Enoncé analogue si on remplace “convexre” par “concave” et “< 7 par “>7.
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Preuve.  Procédons par récurrence. Pour J = 2, on retrouve la définition de la

convexité. Si la propriété est vraie pour J = 2, ..., K, il suffit alors de noter que
K+1 vr .
>_jon Tz s'écrit aussi
K
rj
(ri+...+rg) g ————— %+ 1Ty €1
oy rn+...+7rK

et de recourir a la convexité de f.g

Critere 5.2.3.2 Si f est une fonction réelle sur lintervalle I de R, les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

(1) f est convexe sur I,
(2) pour tout z, y, z € I tels que x <y < z, on a

@) =) _ 1)~ Fa) _

y—x Z—x z2—y

f(z) = fy)

Y

(3) pour tout x € I, la fonction (f(-) — f(z)/(- — x) est croissante sur I \ {x}.

Preuve. (1) = (2). Dey=0x+ (1 —0)z avec 0 = (2 —y)/(z — z) € |0, 1], on
tire

fy) < L@+ LZ2),

c’est-a-dire
(z—2)f(y) <z —y)f(x) +(y —2)f(2)
donc

(z = 2)(f(y) = () < (y —2)(f(2) = f(=)),

c’est-a-dire la premiere inégalité. La seconde inégalité quant a elle a lieu si et
seulement si

(z =) (f(2) = f(2)) < (z = 2)(f(2) = [(¥)),

c’est-a-dire si et seulement si I'avant derniere inégalité a lieu, ce qui suffit.
(2) = (3) est direct (on considéreralescasy < z <z, y <z <zetx <y < z).
(3) = (1). Pour tous z, y € [ et r €]0,1[,on a x < rx + (1 —r)y < y donc

flx) = flra+ (1=7)y) _ fly) = frz+(1—1)y)
(1=r)(z—y) r(y — x)

<

Y

ce qui suffit.g
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Remarques.  a) L’interprétation de (f(y) — f(z))/(y — z) comme étant le coefficient
angulaire de la droite passant par les points (z, f(z)) et (y, f(y)) rend cet énoncé bien plus
parlant.

b) On a bien sir un énoncé analogue avec “concave” au lieu de “convexe”, “>” au lieu
de “<” et “décroissante” au lieu de “croissante”.

Théoreme 5.2.3.3 Toute fonction réelle et convexe (resp. concave) sur un
intervalle ouvert de R est continue sur cet intervalle.

Preuve. 11 suffit bien sur de traiter le cas de la convexité.
Soit f une fonction réelle et convexe sur l'intervalle ouvert I de R. Pour tout
a € I et tous xg, x, y, yo € I tels que 29 < x < a < y < ¥, le critere précédent

donne

(y—wigggggzSf@%"ﬂwg(y_wi%%gggz
et

(x—a)wgf@)—f(a)é (I_Q)W’

donc respectivement

lim f(y) = f(a) et lim f(z) = f(a),

y—a't T—a~
ce qui suffit.g

Remarque.  Le résultat précédent ne s’étend pas au cas d’un intervalle non ouvert
de R. Pour s’en convaincre, il suffit, par exemple, de considérer la fonction

1 siz=0
f01[—R WH{Osm<x<1

qui est convexe sur [0, 1[ mais non continue en 0.

Théoreme 5.2.3.4 Une fonction réelle et dérivable f sur un intervalle ouvert
I de R est convezxe (resp. concave) sur I si et seulement si sa dérivée est croissante
(resp. décroissante) sur I.

Preuve. 11 suffit bien sur de traiter le cas de la convexité.

La condition est nécessaire. De fait, pour tous z, y € I tels que x < y, il existe
une suite h,, > 0 convergeant vers 0 et telle que z+ h,,, <y et y+ h,, € I pour tout
m € Ny. Vu le critere, il vient alors

f@+hp) = fla) _ fly+h) = fy)
B = o ’

Vm € No,
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donc [Df], < [Df], par passage a la limite sur m.
La condition est suffisante. Pour tous x, y € I tels que x < y et tout r € ]0, 1],

flre+ 1 =r)y) —rf(z) = (1 -7)f(y)

est égal a

r(fle+ A =r)(y—=)) = f(@) + A =r)(fly +r(z—y)) = [Y))

Cela étant, vu le théoreme des accroissements finis, il existe 0, u € |0, 1] tels que
cette expression soit égale a

T(l - T)(y - ZE) [Df]x-l—Q(l—r)(y—x) + (1 - T)T(x - y)[Df]y-i-w"(x—y)
= r(l—r)(y—x) ([Df]x+9(1—7")(y—w) - [Df]erW(x—y))

avec £ +60(1 —r)(y —x) <y + pr(z —y), ce qui suffit.y

Corollaire 5.2.3.5 Une fonction réelle et deux fois dérivable sur un intervalle
ouvert I de R est conveze (resp. concave) sur I si et seulement si sa dérivée seconde
est une fonction positive (resp. négative) sur I g

Proposition 5.2.3.6 Si f est une fonction réelle et convexe sur lintervalle ou-
vert |a,b| de R, alors 'ensemble A des points de ]a,b] ot f n’est pas dérivable est
dénombrable et Df est continu sur ]a,b]\ A.

En fait,

a) [ admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche en tout point de ]a,b],

b) les deux fonctions “dérivée a droite” et “dérivée a gauche” sont respectivement
continues a droite et a gauche,

c) A est l'ensemble des points de |a,b| ot cette dérivée a droite n’est pas continue;
c’est aussi [’ensemble des points ou la dérivée a gauche n’est pas continue,

d) surla,b[\ A, les dérivées a gauche et a droite coincident.
Preuve.  Vu le critere, pour tout x € |a, b, les limites

fla) = tm LEENZI@ gy gy, [N T@)

h—0, k>0 h h—0, h<0 h

existent et sont finies. De plus, comme pour tous nombres réels ¢, d et x tels que
a<c<zxr<d<b ona

fLle) < file)

IN
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les fonctions f’ et f’ ainsi définies sur ]a, b sont croissantes et telles que f/ < f7.
(Ce sont les fonctions appelées dérivée a droite et dérivée a gauche, dans I’énoncé.)

Etablissons & présent que f) est une fonction continue a droite sur |a,b[. Vu la
croissance de la fonction (f(-) — f(x))/(- —x) sur |a, z[U]x, b quel que soit x € ]a, b],
on a bien sur

fly) — f(z)

a<c<z<y<b= fi(x) < 1

et, comme f est continu sur |a, b,

a<c<z<y<b= lim+f’+(x)§w

donc

a<c<b= lim fi(x) < fie),
r—cC
ce qui suffit car f/ est une fonction croissante.
On établit de méme que f’ est continu a gauche sur Ja, b|.

Enfin on déduit de suite des premieres inégalités établies que f’ est continu en
tout point de continuité de f’ et inversement, avec égalité de ces deux fonctions en
tous ces points. D’ott la conclusion car étant une fonction croissante sur |a, b, f a
une partie dénombrable de |a, b[ pour ensemble de points de discontinuité.g

5.2.4 Asymptote au graphe

Définition.  Une asymptote au graphe d’une fonction réelle f sur un intervalle
I non majoré (resp. non minoré) de R est une droite d’équation y = mz + n telle
que

hff |f(x) —mxz—n|=0 (resp. lim |f(z)—mz—n|=0).

L’interprétation géométrique est claire.
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Proposition 5.2.4.1 Une fonction f réelle sur un intervalle I non majoré
(resp. non minoré) de R admet la droite d’équation y = mx + n pour asymptote en
+00 (resp. en —oo) si et seulement si

(resp. EIEl @ =m et EIEl (f(z) —mx) =n).

En particulier, si f admet une asymptote en +o0o (resp. —o0), elle est unique.y

5.3 Applications

5.3.1 Applications continues

Soit A une partie de RP. Une application f: A — R? est bien sur caractérisée
par ¢ fonctions réelles f;: A — R, a savoir les fonctions définies sur A par f;(z) =
[f(z)]; pour tout j € {1,...,p} et tout x € A; f; est évidemment appelé la j-éme
composante de f.

Définition.  Une application f de A C RP dans R? est continue en z € A si,
pour tout voisinage V' de f(x) dans RY, il existe un voisinage U de z dans R? tel
que f(UNA) C V. Elle est continue sur A si elle est continue en tout point de A.
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Critere 5.3.1.1 Une application f de A C RP dans R? est continue en x € A
(resp. continue sur A) si et seulement si chacune de ses composantes est une fonction
continue en x (resp. continue sur A).

Preuve.  C’est une conséquence directe des inégalités

n
i) < o] < fa
k=1

valables pour tout x € R™ et tout j € {1,...,n}.4

Corollaire 5.3.1.2 Une application f de A C RP dans R? est continue en x € A
si et seulement si on a f(x,,) — f(x) pour toute suite x,, de A qui converge vers x.

Elle est continue sur A si et seulement si, pour toute suite x,, de A qui converge
vers un point x de A, on a f(x,,) — f(z)a

Théoréme 5.3.1.3 (applications composées) Soient f une application con-
tinue de A C RP dans R? et g une application continue de B C R? dans R". Si B
contient { f(x) : x € A}, alors go [ est une application continue de A dans R".

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme de continuité des fonctions com-
posées, appliqué aux composantes de g o f.

Cela résulte aussi directement de la définition: soient x un point de A et W un
voisinage de g o f(x) dans R". Vu la continuité de g en f(x), il existe un voisinage
V de f(x) dans R? tel que g(V N B) C W. Vu la continuité de f en z, il existe
ensuite un voisinage U de z dans R? tel que f(U N A) C V. Au total, on a alors
go f(UNA)Cg(VNnB)CW, ce quisuffity

5.3.2 Applications différentiables

Remarque.  Rappelons qu’une fonction f définie sur un ouvert 2 de R est dérivable
en x € () si et seulement si la limite

S h) = @)

h—0, h£0 h

existe et est finie, auquel cas elle est appelée dérivée de f en z et notée [D f], ou D f(x).
En fait, le nombre [D f], peut aussi étre considéré comme étant un opérateur linéaire T
de C dans C tel que

lim flx+h)—f(x)—T-h _

0.
h—0, h£0 h

Ce point de vue débouche sur une autre généralisation de la notion de dérivabilité.
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Définition.  Une application f de 'ouvert €2 de R? dans R? est différentiable
en x € (2 §’il existe un opérateur linéaire 7': RP — R tel que

i @)~ f@) -T-hl _
h—0, h£0 ||

0.

Elle est différentiable sur € si elle est différentiable en tout point de €2.

Théoréme 5.3.2.1 (unicité) Si Uapplication f de l'ouvert Q0 de RP dans RY
est différentiable en x € €2, il existe un et un seul opérateur linéaire T: RP — RY tel
que

h) — —T-h
o G = f@) =T bl

0.
h—0, h#0 |h

Preuve.  De fait, si I'opérateur linéaire S: RP — R? est aussi tel que

e+ h) — fl@)—S b _

.
ha(lJl,Thl;éO || 0,
alors, pour tout y € RP\ {0}, on a bien str
Ty — S T(ty) — S(t
Ty =Syl _ 1 Ty) =Sl _
|| t—0, teRo tyl

donc Ty = Sy. La conclusion s’ensuit aussitot.g

Notation. Sil’application f de 'ouvert (2 de R? dans RY est différentiable en
x € (), 'opérateur linéaire unique 7: RP — RY vérifiant 1’égalité

iy @)~ f@)-T-h| _

h—0, h;ﬁo ‘h| O

est appelé différentielle de f en x et est noté [Df],, Df(z) ou fi,. Si f est
différentiable sur €, la différentielle de f est 'application D f, notée aussi f,.

Théoreme 5.3.2.2 Toute application différentiable d’un ouvert 0 de RP dans
RY est continue.

Preuve.  De fait, si f est une telle application, on a

lim | f(x + 1) = f()]

< i |p|. @R = F@) — DAL
= 0

+lim (D] - [h] = 0

en tout x € (2, ce qui suffity
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Critere 5.3.2.3 L’application f de l'ouvert ) de RP dans R? est différentiable
sur €2 si et seulement si chacune de ses composantes est différentiable sur ), auquel
cas D f est le vecteur colonne (D f1,---,Df,).

Preuve.  La condition est nécessaire. Cela résulte aussitot de la majoration
[fi(x +h) = fi(z)= <l h > < [f(x+h) = f(x) = [Df]A]

valable pour tout j € {1,---,¢} et tout h € R? de module suffisamment petit si [,
désigne la j-eme ligne de la matrice [Df],.
La condition est suffisante. Cela résulte aussitot de la majoration

@@+ h) = f(@) = Th] < Y| fie +h) = fi(x) = [Dflh|

j=1
valable pour tout A € RP de module suffisamment petit si 7" désigne la matrice dont

[D f;]. est la j-eme ligne pour tout j € {1,...,¢}a

La différentiabilité d’une application est assez intimement liée a la (continue)
dérivabilité de chacune de ses composantes.

Théoreme 5.3.2.4 Si lapplication f de Uouvert €2 de RP dans R? est différen-
tiable, chacune de ses composantes est dérivable sur 2 et on a

[Df]:(:,j,k = [Dkfj]xa Vj € {17 e aQ}a Vk € {17 s 7p}7 Vo € Q.

Preuve.  Pour tout z € , il existe r > 0 tel que laboule {y € R? : |z — y| < r}
soit incluse dans 2. Des lors, pour tout h € RP \ {0} tel que |h| < 7 et tout

jE{l,"' 7Q}7 on a

fi(z + hex) — f;(x)
h

[f(z+ H) — f(z) - [Df]H]
|H|

- [ij]x,k S
si on pose H = hey, ce qui permet de conclure aussitot.y

Théoreme 5.3.2.5 S0 l'application f de l'ouvert 2 de RP dans R? a toutes ses
composantes qui appartiennent o Cq(£2)—(on dit alors que f est une application
Cy)—, alors f est différentiable sur €.

Preuve.  Etant donné x € (2, soient 1" la matrice réelle de dimension ¢ x p dont
I'élément (7, k) est égal a [D, f;], et {y € RP : |x — y| < r} une boule incluse dans 2.
Cela étant, pour tout h € R? \ {0} tel que |h| < r et tout élément j de {1,--- ,q},
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le théoreme des accroissements finis procure pour tout & < p un accroissement
auxiliaire h;j tel que |hjx| < |h] et

filx +h) = fi(x) = éhk (D filutn -
Dés lors, il vient 7
f e+ ) il o) = Th ,—,;Z fila+ h) — fi(z) - éhkmkm
< Zkz Il |[DfiJasnys — [Dufile]

ou la majorante tend vers 0 si h — 0. D’ou la conclusion.g

Remarques.  Soit f une application de 'ouvert 2 de RP dans RY.

a) Le dernier théoreme donne une condition suffisante, tres aisée a vérifier, pour
déterminer si f est différentiable sur €2. Il ne donne pas une condition nécessaire car
nous savons qu’il existe une fonction réelle dérivable sur R, dont la dérivée n’est pas
continue sur R.

b) L’avant dernier théoréeme permet de calculer trés aisément la différentielle d’une
application différentiable..

Exemples fondamentaux. a) Toute application constante f: RP — RY est
différentiable et telle que [D f], = 0 pour tout x € RP.

b) Toute application linéaire f : RP — RY est différentiable et telle que [D f], = f
pour tout x € RP.
En particulier, [’application

s:R? >R (r,y)—z+y

est différentiable et telle que [Ds] ;) = s pour tout (z,y) € R
c¢) L’application
p:R* =R (z,y) — zy

est différentiable et telle que [Dp|,,) = (y,x) pour tout (z,y) € R

Théoréeme 5.3.2.6 (applications composées) Si f et g sont des applications
différentiables de 'ouvert ) de RP dans RY et de l'ouvert w de RY dans R" respec-
tivement et si on a f(Q2) C w, alors Uapplication composée h = go f: Q — R” est
différentiable et telle que Dh = ((Dg) o f)Df.
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Preuve. 1l suffit d’établir que, pour tout x € €2, on a

1

im o g0 f(z+h) —go f(x) = [Dglsw[Dfloh| =0.

Pour tout = € €, il existe > 0 tel que {y € R?: |z — y| < r} C Q. Cela étant,
pour tout h € R™ tel que |h| < r, posons

p(h) = f(z +h) = f(z) = [Dflzh.
L’expression
A=g(f(x+n)) = g(f(x)) — Dyl [Dflh|

est alors majorée par

|9(f(z + 1)) = g(f(2)) = [Dglsa) (f(z + h) = f(2))] + [[Dgl s e(h)] -

Fixons ¢ > 0. Comme 'application g est différentiable en f(z), il existe n > 0 tel
que |f(x 4+ h) — f(z)| < n entraine

9(f(x +h)) = g(f(2)) = [Dgls) (f(z +h) = f(2))] < e|f(z+h) — f(z)].
Or il existe 6 € |0, [ tel que
h| <6 =[f(z+h)— flz) <n
car 'application f est continue en x. Des lors, pour h € R? tel que 0 < |h| < 4, il

vient 4 | (h)|
€ 2
i < 0 |f(z+h) = f(z)| + ||[Dgl )] B

Comme on a |[p(h)|/|h| — 0si h — 0 car f est différentiable en z, il suffit, pour
conclure, de noter que

T |f(z+h) — f(2)] < 0] lp(h)] + T 1D fLall 1Al 0

Théoréme 5.3.2.7 (génération) Soient f et g deux applications différentia-
bles de louvert Q2 de RP dans R? et soit r un nombre réel.

a) L’application rf est différentiable et on a D(rf) =rDf.
b) L’application f + g est différentiable et on a D(f 4+ g) =D f + Dg.
c) Siq est égal a1, Uapplication fg est différentiable et on a D(fg) = gD f+ fDg.

d) Si g est égal a 1 et si f ne s’annule en aucun point de ), alors 1/f est

différentiable et on a D(1/f) = —(1/f)*D f 4



Chapitre 6

Fonctions élémentaires

6.1 Puissances entieres

6.1.1 Définition

Définitions. Etant donné un entier m € N, on introduit la puissance entiére
de z de degré m comme étant la fonction 2™ définie sur C par

XLX=1 VzeC

et
ZM=z.2"1 VzeCsimeN.

La restriction a R de cette fonction z™ est appelée puissance entiére de x de
degré m et est notée x™. On peut aussi dire que 2" est un prolongement de x™ a

C.

Les propriétés de ces fonctions sont aisées a établir.

Théoréme 6.1.1.1 a) On a z™ = Z™ pour tout z € C et tout m € N.

En particulier, x™ est une fonction réelle sur R pour tout m € N. De plus, ™
est supérieur ou égal a O st m est pair, et a le signe de x st m est impair.

b) On a |2™| = |z|™ pour tous z € C et m € N.

c) On a 2™2"™ = 2™ pour tous z € C et m,m’ € N.

d) Pour tout m € N, on a 2™ € C(R?) et, pour tout m € Ny,

D, 2™ =mz™""! et D, 2" = imz™

e) Pour tout m € Ny, on a 2™ — 00 si z — 00.
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Plus particulierement, on a
™ — 400 st x — F+oo et si me Ny est pair,

et
2™ — too st x — +oo et si m € Ny est impairy

Notations. Si f est une fonction dérivable sur un ouvert €2 de C, on introduit
les opérateurs de dérivation

D, =3[, —iD,) et D;=3(D,+1iD,).

z 2

Cela étant, les formules relatives aux dérivées de 2 donnent lieu a
-1 . m m
D, 2™ =mz"™"" =D, 2" = —iD, 2™ et D2™ =0
sur C pour tout m € N.

Remarque. 11 est possible de mettre les formules de dérivation sous la forme plus
symétrique suivante:
om »,M—=Dp »m M
premZ_=_"_ _ D" -=1 et D" =0.
m!  (m—p)! m! m!

6.1.2 Formule de Newton

Théoréme 6.1.2.1 (Newton généralisé) Pour tout entier p € Ny, tous nom-
bres complexes z1, ..., z, et tout m € Ny, on a

m

(1. +2)" Z A
m! my! T my!
mi1+...+mp=m

En particulier, pour tout m € Ny, on a la formule de Newton
(21 + 2)™ = Z Ck vk,
k=0

Preuve.  On peut procéder par récurrence, mais cela n’est pas aussi rapide
que la méthode suivante. Si on effectue les produits dans l'expression (z; + ... +
2,)™/(ml!), on obtient bien sir une somme du type suivant

m1 mp
E Crny,omp 21 ez
mi+...+mp=m

et tout revient a déterminer la valeur des coefficients Cp,, . ... Le calcul de la
dérivée
mi m —
DIt ...DJF avec my+...+my =m,

de ces deux expressions identiques donne aussitot le résultat annoncé.y
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6.2 Polynomes

6.2.1 Définition

Définitions. Un polynome de z est une combinaison linéaire a coefficients
complexes de puissances entieres de z.
Sauf dans le cas ou tous les coefficients sont nuls, il s’écrit

co+crz+ .. Fcp?

avec cop, ..., ¢, € C et ¢, # 0; p est alors le degré du polynome et ¢y, ..., ¢, ses
coefficients. Par extension, on dit que la fonction 0 est un polynome de degré 0. Un
polynome de = est une combinaison linéaire a coefficients complexes de puissances
entieres de . Tout polynome de x est donc la restriction a R d'un polynoéme de z
et inversement tout polynome de z est un prolongement a C d'un polynéme de x.

Définition. Si P, est un polynome de z, son polynéome conjugué est le poly-
nome dont les coefficients sont les conjugués des coefficients correspondants de Pp;
il est noté Fp ou (£,)”. On a donc ?p = P, pour tout polynome tandis que 1'égalité
P, = Fp a lieu si et seulement si tous les coefficients de P, sont réels, comme on le
voit de suite.

Les propriétés générales des polynomes se déduisent aisément de celles des puis-
sances.

Théoréme 6.2.1.1 a) Pour tout polynéme P, et tout z € C, on a P,(z) = P,(%).
b) Tout polynome appartient a Co(R?).
Plus précisément, si P,(z) est un polynome de degré p, on a

D,P,=D,P, = —iD, Fy;
toute dérivée de P, est un polynome et, pour ¢ > p, on a méme DIP, = 0.

c¢) Pour tout polynome P, de degré p > 1, on a

lim P,(z) = oc.

Z—00

Preuve.  a) est immédiat.
b) découle de suite des propriétés des dérivées des combinaisons linéaires.
c¢) De fait, pour tout z # 0, on a
Cp—1 Co
Pyz)=2(c, + Z—=+...+ =
() = ey + 2 )

oU ¢y + Cp1/2 + ...+ co /2P tend vers ¢, si z — 0o,y
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6.2.2 Identité de Taylor

Théoréme 6.2.2.1 (identité de Taylor) Pour tout polynome P, de degré p >
1 et tout nombre compleze a, on a

P
1
Py(z) = Y ~DIP(a) - (= — a)".
=0 ¢
q
Preuve.  De
p
P,(z) =P,((z —a)+a) = c((z—a)+a)!, VzeC,
q=0
on déduit de suite qu’il existe des nombres complexes dy, ..., d, tels que
"1
By(z) = adq(z —a)
q=0

et tout revient a déterminer ces coefficients d,. Or, pour tout 7 < p, on a

p

) 1 .

Dipp(Z) = E ﬁdq(z — (I)q_J, VZ € (C,
= I

d’ott on tire de suite la valeur de d; en calculant la valeur des deux membres en a.g

6.2.3 Etude des zéros
Définitions.  Un zéro a d’un polynome P,(z) est a-uple si on a
P,(a)=D,P,(a)=...=D*'P,(a) =0 et D?P,(a) # 0.

On dit aussi que a est un zéro de multiplicité . Ce nombre « est donc un entier
supérieur ou égal a 1. On vérifie de suite que cette notion n’a de sens que si le degré
p du polynome P, est supérieur ou égal a 1.

Proposition 6.2.3.1 Si a est un zéro a-uple du polynome P,, @ est un zéro
a-uple du polynome P,. En particulier, si P, est un polynome a coefficients réels et
st a est un zéro a-uple de P,, alors @ est aussi un zéro a-uple de P,.

Preuve.  Cela résulte aussitot de 'identité
Dqu(E) = Dqu(z),

valable pour tout ¢ € N et tout z € Cy
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Proposition 6.2.3.2 Le nombre a € C est un zéro a-uple du polynome P, de
degré p si et seulement s’il existe un polynome P,_, de degré p — « tel que

P, o(a)#0 et P,(z)=(2—a)*P,_o(2), VzeC.
De plus, les zéros de P, différents de a et les zéros de P,_, sont égauz, avec
meme multiplicité.

Preuve.  La nécessité de la condition résulte aussitot de l'identité de Taylor
exprimée en a.
La condition est suffisante. Pour tout ¢ < p, la formule de Leibniz donne

q
DIP,(z) = 3 CADE(z —a)” - DIH P, (2).
k=0

On en tire de suite que a est un zéro a-uple de P,.
Ces mémes formules permettent immédiatement d’affirmer la derniere partie de
I’énoncé g

Lemme 6.2.3.3 (Gauss) Soient P, un polynome de degré p > 1 et 2 un ouvert
de C. Sia € Q est tel que |Py(a)| = inf,cq |Py(2)|, alors a est un zéro de P,.

Preuve.  Vu l'identité de Taylor, il existe un entier £ > 1, un polynome @) et
un nombre complexe b non nul tels que

Py(2) = Byla) +b(z = a)* + (2 = )" Q(2).
Si P,(a) differe de 0, soit zy un nombre complexe tel que z& = —P,(a)/b. Comme

@ est continu en a, il existe ¢t € |0, 1] tel que a + tzp € Q et
t- |26 Qa + tz0)| < |By(a)].
Des lors, de
P,(a+tz) = Pyla) — t"Py(a) + " 2FQ(a + t20),

on tire
|Py(a+tzo)| < (1= t*)[Py(a)| + " |By(a)| = |Py(a)],

ce qui est impossible.g

Théoréme 6.2.3.4 (fondamental) Tout polynome de degré p > 1 a p zéros si
on compte leurs multiplicités.

Plus précisément, si P, est un polynome de degré p > 1 et st ay, ..., a; sont ses
zéros de multiplicités respectives oy, ..., oy, On a0+ ... +ay=p et

P,(z) =cy(z —a1)™ ... (2 —ay)", VzeC.
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Preuve.  a) Etablissons tout d’abord que P, admet un zéro.
Comme on a P,(z) — oo si z — 00, il existe R > 0 tel que

2l 2 R = |Pp(2)] = [P(0)[ + 1. (%)

Vu le théoreme des bornes atteintes, il existe alors un point zy de la boule compacte
{z:]z| < R} tel que
[P0l = i [P(2)

et, vu la relation (*), on doit avoir |zp| < R. Vu le lemme précédent, z, est un zéro

de P,.
b) Si @y est un zéro du polynome P,, sa multiplicité a; est inférieure ou égale
a p puisqu'on a DPP, = ¢,p!. 1l existe donc ay € {1,...,p} ainsi qu'un polynéme

P,_o, de degré p — o tels que
P,(z) =(z—a1)*" Py_o,(2), VzeC.

Si oy est égal a p, B,_,, est forcément égal a c,. Sinon le degré du polynome
P,_,, est supérieur ou égal a 1. Cela étant, vu la partie a) de cette démonstration, il
admet au moins un zéro as nécessairement différent de a; et, si ap est sa multiplicité,
il vient ap € {1,...,p — a3} et il existe un polynoéme P,_,, 4, tel que

P,(z) =(z—a1)(z — a2)*®Py_n,-as(2), VzeC.

En continuant de la sorte, on finit par obtenir des nombres a4, ..., a, € C et des
entiers aq, ..., ag > 1 telsque ag +... +a, =pet

P(z)=(z—a1)*...(z —ay,)™F, VzeC,

ou Fy est un polynome de degré 0, nécessairement égal a c,,.
c¢) On controle alors de suite que ay, ..., a, sont des zéros de P, de multiplicités
respectives aq, ..., a, et que P, n’a aucun autre zéro.y

Remarque.  Si Py est un polynéme de degré 0, c’est une constante cg. Si ¢ est égal
a 0, tout point a de C est un zéro de Pp; si ¢y differe de 0, Py n’a pas de zéro.

Corollaire 6.2.3.5 Si deuz polynomes P, et P, de méme degré p > 1 ont mémes
z€éros avec mémes multiplicités respectives, il existe un nombre complexe ¢ # 0 tel
que P, = cPy.

Preuwve.  De fait, si ces zéros sont les ay, ..., a, de multiplicités respectives a;,
S, Qg,0na
— aq «
P,(2) = cp(z—a)™...(2 —ay)™
c c
_ P / (e%1 «@ _ /4 /
) cp(z—al) (2 —ay)™ o p(z)|
p p
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Corollaire 6.2.3.6 Si deux polynomes P, et P, de degrés < p sont égauz en
p + 1 points distincts, ils sont égauz.

Preuve.  De fait, P,— P, est alors un polynome de degré inférieur ou égal a p qui
admet au moins p + 1 zéros distincts; vu ce qui précede, P, — P est nécessairement
le polynoéme 0. La conclusion s’ensuit aussitot.g

Remarque.  Insistons sur le fait que nous avons établi que tout polynéme de degré
p > 1 a p zéros si on compte ces zéros avec leurs multiplicités, sans donner de méthode de
calcul explicite de ces zéros. En fait, de telles méthodes sont connues pour les polynomes
de degré 1, 2, 3 ou 4. Par contre, pour obtenir les zéros des polynomes de degré p > 5,
on recourt, en général, a des méthodes de calcul numérique qui donnent ces zéros comme
limites de suites.

6.2.4 Division des polynoémes

Théoreme 6.2.4.1 Si D est un polynome de degré g > 1 et P un polynome de
degré p > q, il existe des polynomes ) de degré p — q et R de degré strictement
inférieur a q tels que P = QD + R. De plus, ces polynomes Q) et R sont uniques.

Preuve.  a) Etablissons d’abord ’existence de tels polynomes @) et R.

Bien sur, pour tout polynoéme P’ de degré p’ > ¢, il existe ¢ € C tel que le
polynéome P’(z) — ¢z’ ~9D(z) soit un polynoéme de degré p’ — 1 au plus. Cela étant,
il existe ¢,—_, € C tel que

Ppo1(2) = P(2) = ¢p—q2" " D(2)

soit un polynome de degré p — 1 au plus, puis successivement des nombres c,_,_1,
..., ¢ € C tels que

Pp%('z) = prl(z) - cpqulzp_q_lD@)

Pq_lzpq—CQD,

ou B, 5, ..., P,_; sont des polynomes de degrés majorés par p — 2, ..., ¢ — 1
respectivement. D’ou la conclusion car au total on a

P(z)=(co+crz+...+cpg2" 1) - D(2) + Pp_1(2).

b) Prouvons 'unicité de @ et R.

De fait, si les polynémes Q' et R’ de degrés p — ¢ et strictement inférieur a
q respectivement sont tels que P = @'D + R’, on obtient (Q — Q@)D = R — R.
Cela étant, on doit avoir ) = ' sinon le degré du premier membre est strictement
supérieur a celui du second. On en déduit de suite ’égalité R = Ry
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Définitions. Les polynomes () et R de I'énoncé précédent sont appelés re-
spectivement quotient et reste de la division de P par D.
De plus, P est divisible par D si on a R = 0.

Remarque.  Siay, ..., ag appartiennent a C et different, si aq, ..., a, appartiennent
a Ny et si le polynome P est divisible par (z —a1)®, ... et (z —aq)*, alors P est divisible
par le produit (z —a1)* ... (2 — aq)®. De fait, pour tout j < g, il existe un polynéme Q;
tel que P(z) = (2 —a;)*Q;(z) car P est divisible par (z —a;)®. De 14, a; est un zéro de
P, de multiplicité au moins égale a a; et la conclusion s’ensuit aussitot.

6.2.5 Plus grand commun diviseur

Définition. Etant donné des polynoémes non identiquement nuls P, ..., P;
en nombre fini, on appelle plus grand commun diviseur (en abrégé PGCD) de Py,
..., Py tout polynome dont les zéros a; sont les zéros communs de P, ..., Py, la

multiplicité du zéro a; étant la borne inférieure des multiplicités de a; comme zéro
de Py, ..., Pj.

Vu un corollaire du paragraphe 6.2.3, le PGCD d’un nombre fini de polynomes
Py, ..., Py n’est pas unique, il n’est défini qu'a une constante multiplicative non
nulle pres.

Lemme 6.2.5.1 (Euler) Si Py, ..., Py sont des polynémes non identiquement
nuls et en nombre fini et si D est un plus grand commun diviseur de ces polynomes,
il existe des polynomes @1, ..., Qy tels que PLQQ1+ ...+ P;Q; = D.

Preuve.  Pour tous polynomes @1, ..., Qy, PLQ1+...+ P;Q; est un polynome
et il existe bien stur des polynomes @)y, ..., Q) tels que cette somme differe de 0. Il
existe donc des polynomes @Y, ..., QY tels que le polynome d = P,QY + ... + P;Q5
differe de 0 et soit de degré minimum.

a) Cela étant, établissons d’abord que, pour tous polynémes @i, ..., @y, le
polynome PiQQ1 + ...+ P;Q; est divisible par d.
Sinon il existe des polynomes @1, ..., Qs tels que PQ1+ ...+ P;Q); ne soit pas

divisible par d. Comme son degré est nécessairement supérieur ou égal a celui de d,
il existe un polynome () et un polynome R non nul et de degré strictement inférieur
a celui de d tels que

PO+ ...+ P;Q;=Qd+ R.

D’ou une contradiction car on a alors

R=P-(Q1—-QQ)) + ...+ P;-(Q; —QQY%).
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b) Prouvons a présent que d est un PGCD de Py, ..., P;. D’une part, vu sa
définition, d est évidemment divisible par D. D’autre part, D est divisible par d car
vu a), chacun des P; est divisible par d puisqu’il s’écrit

Pj=P-0+...4+ P -0+P-1+Py,-0+...4 P;-0.

Il s’ensuit que d et D ont mémes zéros, de mémes multiplicités, ce qui suffit.
D’ou la conclusion.g

Remarque.  Les polynomes @1, ..., s du lemme d’Euler ne sont pas uniques car
on a évidemment

Pl'(Ql+01P2...PJ)+...+PJ'(QJ+CJP1...PJ_1):d

sicy,...,cy€Csonttelsquecy+...+c¢cy=0.

6.3 Fractions rationnelles

6.3.1 Définition

Définition.  Une fraction rationnelle de z est un quotient de deux polynomes
de z, le degré du dénominateur étant supérieur ou égal a 1. Bien stir, son ensemble
de définition est le complémentaire dans C de I’ensemble des zéros du dénominateur.

Remarque. Si R = A/B est une fraction rationnelle, nous savons qu’il existe des
polynomes uniques @ et R tels que A = QB + R/, le degré de R’ étant strictement
inférieur & celui de B; on a donc R(z) = Q(z)+ R'(z)/B(z) pour tout z € C appartenant a
I'ensemble de définition de R. Ici, R'/B est encore une fraction rationnelle, mais le degré
de R’ est strictement inférieur & celui de B. De plus, si D est un plus grand commun
diviseur de R’ et de B, il existe des polynomes R” et B’ tels que R' = DR" et B= DB/,
donc tels que R(z) = Q(z) + R"(z)/B'(z) pour tout z € C appartenant a ’ensemble de
définition de R. Ici, R”/B’ est une fraction rationnelle ou le degré de R” est strictement
inférieur a celui de B’ et o R” et B’ n’ont pas de zéro commun. Cela étant, pour étudier
R, il suffit d’étudier R”/B car nous connaissons déja les propriétés du polynéme Q.

Définition.  Une fraction rationnelle R = A/B est propre si le degré de A est
strictement inférieur a celui de B et si A et B n’ont pas de zéro commun.

La remarque précédente ramene alors I’étude des fractions rationnelles a celle
des polynomes (déja effectuée) et a celle des fractions rationnelles propres.

Remarque.  Soient A/B et A’/B’ deux fractions rationnelles propres. Si ces deux
fonctions sont égales sur I'intersection de leurs ensembles de définition, les polynomes AB’
et A’B prennent les mémes valeurs en une suite de points distincts de C et sont donc
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identiques. On en déduit de suite que B et B’ ont mémes zéros de mémes multiplicités.
Il existe donc un nombre complexe ¢ non nul tel que B = c¢B’ et, par conséquent, aussi
tel que A = cA’. Dés lors, si R = A/B est une fraction rationnelle propre, A et B sont
uniques & une constante multiplicative pres.

Cela étant, on peut introduire les définitions suivantes.

Définition.  On appelle pdole d'une fraction rationnelle propre tout zéro de son
dénominateur, I’ordre d’un pole étant la multiplicité de ce zéro du dénominateur.

Théoréme 6.3.1.1 Soit R = A/B une fraction rationnelle propre et soit P
I’ensemble de ses poles. Alors

a) R est une fonction définie sur C\ P,
b) on a

Ry = 28, |R(z)|:’|;1z)>", V2 e C\ P,

¢) R appartient a Coo(C\ P) et est tel que
D,R(z) = D,R(z) = —iD,R(z), Vze€C\P.

De plus, D, R est une fraction rationnelle propre qui a les mémes poles que R, 'ordre
de chaque pole de D, R étant égal a l'ordre de ce pole de R augmenté de 1.

d) si b est un pole d’ordre 3 de R, on a

A(b)

LEI})(Z —b)’R(z) = ﬁ!D?T%b)

Preuve.  a) et b) sont immédiats

c¢) Bien str, R appartient & Co(C\ P), comme quotient de deux fonctions ap-
partenant & C,.(C \ P), le dénominateur ne s’annulant pas sur C \ P. De plus, on
a alors

p AG) _ BE)-DAER-A-DBE) o\ p
B(z) (B(2))?

et ainsi D, R apparait comme étant une fraction rationnelle. Mais sous cette forme,
elle peut ne pas étre propre: bien sir, le degré du numérateur est strictement
inférieur a celui du dénominateur mais le numérateur et le dénominateur peuvent
avoir un zéro commun. Cela ne peut cependant avoir lieu que si B(z) et D, B(z) ont
un zéro commun, c’est-a-dire si et seulement si B(z) admet un zéro b de multiplicité
B > 2. Dans ce cas, il existe un polynéme B’(z) vérifiant B'(b) # 0 et tel que
B(z) = (2 — b)’ B'(z) pour tout z € C; on obtient alors

Alz) _ =BA()B'(2) + (2 = b)(B'(2)D,A(2) = A(2)D,B'(2))
“B(2) (2 = b)7H1(B'(2))?

D
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pour tout z € C\ P. On en déduit de suite la derniere partie de 1’énoncé.
d) De fait, si B’ est le polynome vérifiant B(z) = (z — b)°B'(2) pour tout z € C,
la formule de Leibniz donne

B—1
D!B(z) = BIB'(z) + Y CEDE(z —b)? - DI*B'(2).
k=0

La conclusion est alors immédiate.y

Remarque. On en déduit directement de nombreuses propriétés des fractions ra-
tionnelles.

Proposition 6.3.1.2 Si R = A/B est une fraction rationnelle et si p est le
degré de A et q celui de B, on a

c o0 sip>(q
lim R(z) = lim L =S ¢,/d, sip=q
? 0 sip<q

ol ¢, est le coefficient de 2P dans A et d, celui de 29 dans B.

Preuve.  De fait, on a successivement

tim 4G _ gy AG)

6.3.2 Décomposition d’une fraction rationnelle propre

Théoréme 6.3.2.1 (fondamental) Soit A/B une fraction rationnelle propre.

SionaB=DBy---By, les By, ..., By étant des polynomes de degré > 1 qui, deux
a deux m’ont pas de zéro commun, alors il existe des polynomes Ay, ..., Ay uniques
tels que

A A Ay

les A;/Bj, étant des fractions rationnelles propres.

De plus, pour tout j < J, A; ne dépend que de A, B el B,.

Enfin, si les coefficients de A et de B sont tous réels et si on a Bj = By, alors
onaA;= Ay. En particulier, dans ce cas, Aj a tous ses coefficients réels sil en est
de méme pour B;.
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Preuve.  Etablissons d’abord que 1 est un PGCD des différents polynomes
By...[Bj|]...Bypour j =1, ..., J ou le facteur entre crochets est omis. De fait,
pour tout j < J, sia est un zéro de By ...[Bj|... By, c¢’est un zéro d'un et d’'un seul
des facteurs, By par exemple, et alors a n’est pas zéro de By ...[By]... By, ce qui
suffit.

Vu le lemme d’Euler, il existe alors des polynomes A}, ..., A} tels que

Par division par B puis multiplication par A, on obtient de suite ’égalité

T AA!
B_Z BJ

J

Si le degré de AA’ est supérieur ou égal a celui de Bj, effectuons la division: pour
tout j < J, il existe des polynomes Q; et A; tels que AA, = Q;B; + Ay, le degré de
A; étant strictement inférieur a celui de B;. Au total, nous obtenons

_iQﬁi

Jj=1 Jj=1

Syl
mbd|u:b

D’une part, on a Z}]:1 Q; = 0 car sinon, apres multiplication par B, il vient

A= ZQJBJrZA By - .- By,

et le degré de A devrait étre supérieur ou égal a celui de B.

D’autre part, chaque fraction rationnelle A;/B; est propre. De fait, le degré de
A; est strictement inférieur a celui de B;, par construction. De plus, A; et B; n’ont
pas de zéro commun: de fait, un tel zéro a devrait étre un zéro de A} vu la relation
AAL = Q;B;j + Aj et alors 1 serait divisible par z — a, vu la relation (*).

De la sorte
J

U:Jltm
U:J|D>

est une décomposition du type indique.
Etablissons son unicité et méme le fait que A; ne dépend que de A, B et B;. De
fait, si B s’écrit aussi B = B, - B} --- By ol les B;, BY, ..., By sont des polynomes
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de degré > 1 qui, deux a deux, n’ont pas de zéro commun et si les polynomes A et
AL, .., Al sont tels que

A A &4,

J

ou Aj /Bj et les A} /B, sont des fractions rationnelles propres, on obtient de suite
(A= 4By [B]- ByBl- - By = B,Q

ou () est un polynome. Cela étant, A; — A7 est égal a 0 car il s’agit d’un polynome
de degré strictement inférieur a celui de B; alors qu’il doit étre divisible par B;.
Enfin, supposons que tous les coefficients de A et de B soient réels et que B; soit
égal a By, (le cas j = k étant exclu). De la décomposition
A A A; Ay Ay

A4Sy ey A
Bl AR FR AR 1

on tire de suite, en conjugant les deux membres et en revenant a z,

A = A + + A_J + + A + + A_J
B B By B, By’
c’est-a-dire A = A, vu I'unicité de la décomposition.
Si tous les coefficients de A, de B et de B; sont réels, de
A Al Aj AJ

on tire de suite, en conjuguant les deux membres et en revenant a z,
A A yp
e et R mpui
BB B; B,

c’est-a-dire A; = A;, vu 'unicité de la décomposition.g

6.3.3 Cas pratiques de décomposition

En pratique, on applique le théoreme fondamental de décomposition des fractions
rationnelles propres pour des factorisations de B bien particulieres.

a) On peut prendre pour Bi, ..., By les polynomes (z — b)? ou b est un zéro
de multiplicité § dans B. On dit qu'on décompose A/B en fractions rationnelles
simples.
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Dans ce cas, le théoreme fondamental donne le résultat suivant: si b est un zéro
de multiplicité 3 dans B, il lui correspond un polynome unique Ag_; de degré 5 —1
au plus dans la décomposition de A/B en fractions rationnelles propres. De plus, si
tous les coefficients de A et de B sont réels et si b est réel, alors les coefficients du
polynome Ag_; sont réels.

Cependant, on préfere préciser ce résultat de la maniere suivante.

En recourant a l'identité de Taylor en b relative au polynome As_;, on obtient
de suite

B-1
Ag 1( Z 1 [DIAs 4]

z—b az—bﬁq

q=

Par conséquent, a tout zéro b de multiplicité 3 du dénominateur de la fraction ra-
tionnelle propre A/B, correspondent les termes univoquement définis

C1 C3

Py P AT

(c1y...,c5 € C),

dans la décomposition de A/B en fractions rationnelles simples.
De plus, si les coefficients de A et de B sont réels et si b est réel, lesci, ..., ca
sont des nombres réels.

b) Si tous les coefficients de B sont réels, on peut prendre pour By, ..., By des
polynomes dun des types:
i) (z — b)? si b € R est un zéro de multiplicité 3 de B;
i) (z — b)%(z — b)? si b € C\ R est un zéro de multiplicité 3 de B car on sait alors
que b est aussi un zéro de multiplicité 3 de B.

Si b € R est un zéro de multiplicité 5 de B, on applique a).

Si b€ C\R est un zéro de multiplicité 8 de B, on remarque que 'on a

(z—=b)P(z—=0)f = (22 = 22- Kb+ |p]*)?

et des lors, le théoreme fondamental de décomposition affirme qu’il lui correspond
un polynome unique Ay de degré 23 — 1 au plus dans la décomposition de A/B
en fractions rationnelles propres. De plus, si tous les coefficients de A et de B sont
réels, alors tous les coefficients de Ajz_; sont réels.

Cependant on préfere préciser ce résultat de la maniere suivante.

Posons

Q(z) = (= = b)(= = b).

En effectuant successivement les divisions suivantes, nous faisons apparaitre des
polynomes A, de degré inférieur ou égal a a et des polynomes L; de degré strictement
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inférieur a 2

Agpr = Q" 'Ly + Agp_s
Agps = Q°2Ly+ Ags s
A3 = QLg 1+ A = QLg_ + Lg.

En additionnant ces relations, nous obtenons
Agp 1 = L1Q ' + LoQ 2 + -+ Ls_1Q + Lg.

Par conséquent, a tout zéro b € C\ R de multiplicité 3 du dénominateur a
coefficients réels de la fraction rationnelle propre A/B, correspondent les termes
univoquement définis

Ly Lg
0 + + 05’
les Ly, ..., Lg étant des polynomes de degré 1 au plus, dans la décomposition de
A/B en fractions rationnelles propres.
De plus, si les coefficients de A et de B sont réels, ceux des Ly, ..., Lg le sont

ausst.

6.3.4 Calcul effectif d’'une décomposition

Soit A/B une fraction rationnelle propre et soit B = By - - - B; une factorisation
de B en polynomes de degrés supérieurs ou égaux a 1 qui, deux a deux, n’ont pas
de zéro commun.

Pour obtenir les polynomes Ay, ..., A; de la décomposition unique

A A Ay

B B B
on écrit la forme générale du développement en recourant a des coefficients indé-
terminés pour les Ay, ..., A;. Ensuite on multiplie les deux membres par B et on
obtient ainsi une identité polynomiale. En identifiant les coefficients des termes de
méme puissance, on obtient un systeme de ¢ équations linéaires a ¢ inconnues si g
est le degré de B.

Il est cependant possible de diminuer sensiblement la difficulté de résolution de

ce systeme dans les deux cas considérés au paragraphe précédent.

St b est un zéro de multiplicité 5 du dénominateur de la fraction rationnelle

propre A/ B, les coefficients c1, ..., cg de la décomposition
A(z) 1 %
— P R R
B(z) z—b+ +(z—b)5+ (2)
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sont solutions du systeme triangulaire d’équations linéaires

AB) = N(b)
[DZA]b = [DZN]b
DA, = [N,

de dimension (3 ou N est le polynome égal au second membre multiplié par B.

De méme, sib € C\R et b sont des zéros de méme multiplicité 3 du dénominateur
de la fraction rationnelle propre A/B, les coefficients des polynomes Ly, ..., Lg de
degrés inférieurs ou égaux a 1 de la décomposition

AD) L, L
5o QT e

sont solutions du systeme linéaire

A(b) = N(b) A(b) = N(b)
DA, = [D.N), DA, = [D.N
DI, = [DFN], (DS, — (DN,

de dimension 23 ou N est le polynome €gal au second membre multiplié par B.

Justifions ces regles pratiques.
Dans le premier cas, on sait qu'il existe un polynome Ag_; de degré § — 1 au

plus tel que
Az) _ Aga(2)
B(z) (z—1b)"
et ainsi l'identité A(z) = N(z) a la forme
A(z) = Ap1(2)Q(2) + (2 = b)°Q'(2)
ou ) et () sont deux polynomes, b n’étant pas zéro de (). Par conséquent,
N<b>7 [DZN]b7 SRR [DgilN]b

ne font intervenir que les coefficients de As_;, ce qui établit que les ¢y, ..., cg sont
bien solutions du systeme indiqué. De plus, il s’agit d’un systeme triangulaire. En
effet, de

+ R(z)

_1(2) 1 c
( — )7 z—b+”'+<z—ﬁb)ﬁ’
(

on tire que l'identité A(z) = N(z) s’écrit
A(z) = (st cpa(z =)+ +ea(z = 0)71) Q(2) + (2 = 1)°Q'(2),

ce qui suffit.
Dans le second cas, on procede de méeme.
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Exemple.  Décomposer la fraction (z—1)"%(2*+1)"2 en fractions rationnelles
propres.
Suggestion.  La décomposition a la forme

“_ b +cz+d ez+ f
z—1 (2—1)2 2241  (22+1)?

oua, b, ¢, d, eet fsont des nombres réels. Sion procede directement a 'identification
des coefficients, on obtient

1=(a(z=1)+b) (> +1)°+ ((cz+ d)(*+ 1) + ez + f) (z — 1)?,

d’ou on tire le systeme

a +c =0 (termes en z°)
—a +b —2¢ +d =0 (termes en z%)
2a +2c —2d +e =0 (termes en 2%)
—2a +20 —2c +2d —2 +f=0 (termesen z?)
a +c¢ —2d +e —2f=0 (termesen z)
| —a +0 +d + f =1 (termes indépendants).

Sa résolution est lente et fastidieuse si on la compare avec la méthode suivante
qui utilise la simplification annoncée.
Pour obtenir a et b, il n’est méme pas nécessaire de calculer N(z), mais seulement
N'(z) = (a(z — 1) + b)(2* 4+ 1)?, puis de résoudre
1=A(1)=N'(1) =4b
0= [D,A], = [D,N’], = 4a + 8b,
d'ouon tireb=1/4 et a = —1/2.
Pour obtenir ¢, d, e et f, il n’est pas nécessaire non plus de calculer N(z), mais
seulement N”(z) = ((cz + d)(2* + 1) + ez + f)(z — 1)?, puis de résoudre
(1 = A(G) = N"(i) = (ei+ f)(i — 1)
1 = A(=i) = N"(—=i) = (—ei+ f)(—i—1)?
0 - [DZA]Z - [DZN”]z'
= 2(ei+ f)(i—1)+e(i —1)*+ 2i(ci +d)(i — 1)?
0 = [DZA]—Z = [DZN”]—i
— —ei+ f)(—i— 1)+ e(—i — 1) + 2i(—ci + d)(—i — 1)2.
Cela étant, remarquons bien que les deux premieres équations ne font intervenir que
e et f. Mais on a méme plus car la premiere équation s’écrit 1 = 2e — 2i f et procure

aussitot e = 1/2 et f = 0 car e et f sont réels: il était inutile d’écrire la deuxieme

équation. Enfin la troisieme équation s’écrit 0 = —1 — 2¢ + 4c¢i + 4d et donne donc
c=1/2etd=1/4.
D’ou la conclusion.

\
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6.4 Fonction exponentielle

6.4.1 Fonction exponentielle de z

On introduit généralement 1’étude de cette fonction en recherchant la forme que
devrait avoir une fonction f dérivable sur C et telle que D, f = f. Remarquons alors
que la suite des polynomes

z 2P 2P
Pp(z):1+ﬁ+§+‘”+ﬁ
donne un espoir de solution car on a
z 22 2Pt
D.P =l4+=+=4+ 4+ —-.
L) =Tt gt T

On est donc amené a étudier la série Y~ *°_ 2™ /ml.

Théoréme 6.4.1.1 La série > -_,2™/m! converge absolument en tout point
z e C.

Preuve.  C’est une conséquence directe du critere du quotient appliqué a la
série des modules car, pour tout z € C\ {0}, la suite

R N

m+1D)! 2" m+1

tend vers 0 si m — 0oy

eXp . C ? C z ? g
m:

est appelée fonction exponentielle. En guise de exp(z), on trouve aussi la notation

e*. On a donc
o0 m

e’ =exp(z) = Z %, vz e C.

m=0

. o (i =00 m

Remarque.  Ce nombre e* = exp(z) est donc la limite de la série > °_ 2™ /m! et
non pas un nombre e (non encore défini) élevé a une puissance complexe (opération non
encore définie).
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Voici les principales propriétés de la fonction e*.

a) e’ =1.

b) Nombre e. Le nombre e est la limite de la série )~ ~_ 1/ml.

On a donc la propriété suivante: e! = exp(1) = e.

c) Pour tout z € C, on a e* = €?.

En particulier, la restriction de la fonction exponentielle a R est une fonction

réelle.
De fait, pour tout entier M, on a

m=0 m=0

Vz € C,

=)

d’ou la conclusion par passage a la limite.
d) Propriété fondamentale. Pour tous z, 2/ € C, on a e
De fait, on a successivement

24z ezez’.

M M, M
() = " 15 m=0

Mo M M m N/
B TR IE SN SOl
(k)  M—oo m! ! m—D 1

m=0 =0 m=0 (=0

- K 1" e 2"
< lim | "' —— + el Z — 1 = 0.
(#ex) M—00 m! m!
m>M/2 m>M/2

En (*), nous avons recouru a la définition de la fonction exponentielle; en (**), nous
avons utilisé la formule du binéme de Newton; en (***), nous remarquons que

MogmE o L& om 2™ 2"
DD DD B Y e D> )
m=0 =0 m=0 =0 m=1 M—-m<I<M
PERE IR YEL 2"
< DT Tl 2

m=0 M/2<I<M 1=0 M/2<m<M

Les conséquences de cette propriété fondamentale sont nombreuses et fort im-
portantes.
e) La fonction exp appartient a Cy(R?) et

z - z z _ Z
D,e” = —iD,e* =D, e* =¢”.
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Etablissons d’abord que la fonction e® est continue sur C = R%. De fait, pour

tout z € C, il vient
lim ’e”h - ez‘ = |e*| lim |eh - 1|
h—0 h—0

alors que

=1 -

>

m= 1

< [n] Z i < |hfel”

ou la derniere majorante est inférieure ou egale a ]h[ e si h est tel que |h| < 1.
Pour conclure, il suffit de prouver que la fonction exp est dérivable et telle que

D,e* = —iD e* = e”. Or, on a méme

= |¢*|] lim
h—0 he(C\{O}

< ] e
—0, he(C\{O}

lim

eh—1—h
h—0, heC\{0}

h

f) Pour tout z € C, on a e’e™* = 1.

C’est immédiat, vu les propriétés d) et a).

g) On a e* # 0 pour tout z € C, ce qu’on énonce souvent sous la forme suivante:
la fonction e* ne s’annule jamais.

C’est immédiat, vu la propriété f).

h) Pour tout z € C, on a e = e"#e’>?,

Cette derniere propriété, conséquence directe de d), va conditionner toute la suite
de I'étude de la fonction e®. En effet, pour connaitre ses propriétés, il suffit de la
considérer comme étant le produit de deux fonctions d’une variable réelle, a savoir
e” et e,

Calcul approché de e*. Pour tout z € C et tout M € Ny vérifiant M >

2(|z| = 1), les sommes partielles de la série définissant e* approchent e* selon
M M+1
2|

(M + 1)

o
m!

()| = <2

m=0
De fait, pour tout m > M + 1, il vient successivement

|Z|m B |Z|M+1 | | —(M+1) _ |Z|M+1 |Z| m—(M+1)
m (M+1)! (M+2)---m~ (M+1)! \(M+2) '

D’ou la conclusion car il vient alors

SN

IS Y Br s iy S

m=M+1
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En particulier, pour z = 1, il vient

Mo Mo
_< _
m! — mzzm M—|—1)

m=0
pour tout M € Ny. Pour M = 20, par exemple, on obtient une approximation de e
comportant 19 décimales exactes.

En fait, e est un nombre * — irrationnel et méme transcendant (cf. p. 178) « =
dont une valeur approximative est donnée par 2, 718.

6.4.2 Fonction exponentielle de =
Définition. La fonction exponentielle de x € R est la restriction de la fonction

exponentielle exp(z) = e* a R.

Il ne s’agit pas a proprement parler d’une nouvelle fonction; nous avons déja les
propriétés suivantes.

a) La fonction exponentielle est définie sur R par

=z
ex =e" = —.
p(z mz —
b) Pour tout x € R, e est réel et différe de 0.
0_
e

)

) —

e) e* EC (R) et De* =e

f) Pour tous z, ' € R, on a e = e%e”

En particulier, pour tout x € R, on a e"e™ = 1.

@]

(o}

T+’

Cette fonction e” jouit en outre des propriétés suivantes.

g) Pour tout x € R, on a e® > 0.
De fait, pour tout x € R, il vient

et — ez/2 . e95/2 _ (ex/2)2 > 0.

h) e” est une fonction strictement croissante.
En particulier, deux points x, x’' de R sont égaux si et seulement si on a e* = e .
De fait, sa dérivée est une fonction positive sans zéro.

i) e” est une fonction conveze sur R.
De fait, sa dérivée seconde est une fonction positive sans zéro.
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Etudions enfin le comportement de la fonction e” aux extrémités de son intervalle
de définition.
j) On a
lim e" =+oc0 et lim e =0.

T——+00 T——00

Pour tout x > 0, il vient

ce qui suffit pour obtenir la premiere limite. La deuxieme s’en déduit de suite: on a
successivement ]
lim ¢*= lim e * = lim — =0.
T——00 x——400 z——+o0 e¥

Cette derniere propriété peut étre sensiblement améliorée.
1) Pour tout p € N, on a

eLE
lim — =400 et lim zPe® = 0.
r—-+oo P T——00
On exprime bien souvent ces formules en disant que [’exponentielle domine toute
puissance entiere antagoniste en +oo et en —oQ.
Pour tout z > 0 et tout p € N, il vient

ZHZ (p+ 1)

m=0

&

ce qui suffit pour obtenir la premiere limite. La deuxieme s’en déduit aussitot vu
que

lim zPe” = lim (—z)Pe™® = (—1)? lim — =0.
T——00 T——400 r—-+o00 e

Exercice.  Etablir que le nombre e est irrationnel.

Suggestion.  Si le nombre e est rationnel, il s’écrit e = p/q avec p, ¢ € Ny.
Posons n = sup{3,¢}. Comme la fonction exponentielle e” est a valeurs réelles et
appartient & C,(R), la formule de Taylor limitée a l'ordre n peut étre appliquée
entre 0 et 1, et procure un accroissement h € |0, 1] tel que

p 1 1 el
=1+1 —+ —
q * +2'+ +n!—'—(nle)! ()

Comme on a

h _ _
1<e <e—1—|—1+n§2n!<2+n§12n—3,
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on obtient directement une contradiction en multipliant les deux membres de 1’égalité
(x) par n!.
* — Au prix d’'une démonstration tres ardue, on peut aussi établir que le nombre

e est transcendant, c¢’est-a-dire qu’il ne peut étre zéro d'un polynome a coefficients
entiers sur R. « x
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6.5 Fonctions hyperboliques

Définition.  Une fonction réelle f définie sur R est
a) paire si on a f(z) = f(—z) pour tout x € R,
b) impaire si on a f(x) = —f(—x) pour tout = € R.

Etant donné une fonction réelle f définie sur R, on vérifie aussitot que
a) g:R—R x I(f(z)+ f(—x)) est une fonction paire; elle est appelée la partie
paire de f,
b) h:R—R =z~ 1(f(z) = f(—x)) est une fonction impaire; elle est appelée la
partie impaire de f.

Comme on a bien stur f = g + h, toute fonction réelle sur R est la somme de ses
parties paire et impaire. L’application de cette idée a la fonction exponentielle est
fort enrichissante.

Définitions. a) Le cosinus hyperbolique, noté ch, est la partie paire de la
fonction exponentielle e”.

b) Le sinus hyperbolique, noté sh, est la partie impaire de la fonction exponentielle

el‘

Les formules suivantes sont donc valables pour tout x € R:

ch(z) = i(e"+e™) sh(z) = L(e*—e™?)
e¢® = ch(z)+ sh(z) e = ch(z)— sh(z).

Comme les séries définissant e* et e™ sont absolument convergentes, on tire

directement les développements en série suivants

2m

ch(z) = Z (gm)!’ sh(z) = Z m

m=0

valables pour tout x € R, ces séries étant absolument convergentes.

Les propriétés de ces fonctions ch et sh découlent directement de celles de la
fonction exponentielle.

a) Les fonctions ch et sh sont définies sur R, sont réelles et sont respectivement
paire et impaire.

b) On a ch(0) =1 et ch(x) > 1 pour tout x € |—o0,0[ U |0, +o0].

On a également sh(0) = 0, sh(x) < 0 pour tout v € |—o00,0[ et sh(x) > 0 pour
tout x € )0, 4o0|.
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c) On a
lim ch(z) =+o00 et lim sh(z)= +oo.

xr—+00 r—+o0

d) On a
ch € C(R) et Dch = sh,
sh € C(R) et Dsh=ch.

e) La fonction ch est strictement décroissante sur |—oo,0[ et strictement crois-

sante sur 0, +o0l.
La fonction sh est strictement croissante sur R.

f) La fonction ch est conveze sur R.
La fonction sh est concave sur |—oo,0[ et convexe sur |0, +o0].
A partir des fonctions ch et sh, on développe le calcul hyperbolique, portant sur
les quatre fonctions principales suivantes, dites fonctions hyperboliques
a) le cosinus hyperbolique: ch;
b) le sinus hyperbolique: sh;
c) la tangente hyperbolique: c’est la fonction réelle th définie sur R par

sh(z)

R.
ch(z)’ v €

th(z) =

Il s’agit donc d’une fonction impaire qui appartient & Cy(R).
d) la cotangente hyperbolique: c’est la fonction réelle coth définie sur R\ {0} par

ch(z)
sh(z)’
Il s’agit donc d’une fonction impaire qui appartient a Co (R \ {0}).
Voici les identités fondamentales du calcul hyperbolique.
a) Formules d’addition et de soustraction. Pour tous x,y € R,

coth(z) = Vr e R\ {0}.

ch(z +y) = ch(z)ch(y) =+ sh(z)sh(y),
sh(z £y) = sh(z)ch(y) + ch(z)sh(y),
th(z) £ th(y)

th(z + )

1+ th(z)th(y)

En ce qui concerne les fonctions ch et sh, les démonstrations sont semblables. Il
suffit, par exemple, de noter que, d’une part,
eas—i—y + e 7Y

ch(z +y) = 5
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et, d’autre part,
e +e® e¥+eV n e* —e " e¥—eY
2 2 2 2

1
— Z(eery +eT7Y 4 e*ery 4+ e %Y

ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) =

+ "V — "7V — 7" 4 e77TY),

Pour les formules relatives a th, on a par exemple

sh(z + y) _ sh(z) ch(y) + ch(zx) sh(y) _ th(z) + th(y)
ch(x +y) ch(x)ch(y) +sh(x)sh(y) 1+ th(x)th(y)

th(z +y) =

b) En prenant la formule exprimant ch(z — y) en y = x, on obtient
1 = ch?(x) —sh?*(z), Vz €R,

d’ou on tire de suite

1 = th? . VzreR,
(@) + ch?(z) !
1
1 = COthQ(ZL') - m, VreR \ {O}

Ces trois formules permettent alors d’exprimer chacune des fonctions ch, sh, th
et coth au moyen d’une expression simple qui ne fait intervenir qu'une des autres
fonctions.

Ainsi, par exemple, on a

ch(z) = \/1+sh*(z), VzeR,

ch?(x) —1, Va >0,
ChQ(iL‘) -1, Va <0.

et

sh(z) =

c¢) En exprimant les formules d’addition en y = x, il vient

ch(2z) = ch*(x) +sh*(z), Vz R,
sh(2z) = 2sh(z)ch(z), VzeR,
2th(z)

th2e) = T

, VreR.
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d) En particulier, en combinant les formules b) et ¢), on obtient

ch(2r) +1 = 2ch*(z), Vz R,
ch(2z) =1 = 2sh*(z), VzeR.

e) Les formules suivantes sont valables pour tous z, y € R:

ch(z +y) +ch(z—y) = 2ch(z)ch(y),
sh(x +y) +sh(z —y) = 2sh(x)ch(y),
ch(z +y) —ch(z —y) = 2sh(z)sh(y);

ce sont des conséquences directes de a).
f) 11 s’ensuit que, pour tous z, y € R, on a

ch(z) +ch(y) = 2 ch? ; Y en? ; i
ch(z) — ch(y) = 2sh” Ty sh™ ; Y
sh(z) +sh(y) = 2sh” ;_ Y en? ; y7
sh(z) —sh(y) = 2sh” ; Y cht ;L Y.

g) Enfin, on peut, pour tout entier m € Ny,

i) exprimer ch(maz) et sh(mx) au moyen des puissances enticres de degré < m de
ch(z) et sh(zx). Il suffit pour cela de sommer et de soustraire les formules

+maz

(ch(z) £sh(z))™ =e = ch(mx) &+ sh(mz),

ii) exprimer ch™(z) et sh™(x) au moyen des fonctions ch(pz) et sh(pz) pour les
valeurs entieres de p telles que 0 < p < m. Il suffit pour cela d’écrire

ch™(z) =27"(e* +e )™ et sh™(x) =2""(e” —e™®)™,

puis de développer les seconds membres au moyen de la formule du binome de
Newton et enfin de grouper les termes deux a deux a partir des extrémes.

Traitons quelques exemples.

Dans le cas ou m est égal a 2, il vient

ch?(z) & 2 ch(z) sh(x) 4 sh?(x) = ch(2z) & sh(27)

et on retrouve les formules c¢) en prenant la demi-somme ou la demi-différence de
ces relations.
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De meéme, de

(eZm + 2 +e—233)
(8236 -9 + 672117),

ch’(z) =
sh?(z) =

(em+e—x)2 —
fx)Q

[l Ll o
PN TSN

(e —e

on tire de suite les formules d).

Revenons a présent aux fonctions th et coth. En fait, nous en avons déja obtenu
de nombreuses propriétés. En outre, les propriétés suivantes sont immeédiates et
permettent de mieux réaliser leur graphique.

2L
cot h(x)
777777 1 - - - —
th(x)
L L L L L
-2 -1 1 2
77777 I
2L

a) th(0) = 0.
b) Dth = 1/ch? sur R et Dcoth = —1/sh?® sur R\ {0}.
¢) La fonction th est strictement croissante.

La fonction coth est strictement décroissante sur |—oo,0[ et sur |0, +oo[ (ce qui
ne signifie pas que coth soit une fonction strictement décroissante sur son ensemble

de définition!).
d) La fonction th est convere sur|—oo,0[ et concave sur |0, +ool.
La fonction coth est concave sur|—o0,0[ et conveze sur |0, 4o00].
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e) On a
. .ooet—e” 1-
Jm th(z) = Im o = { (—1)* }
x —x +
lim coth(z) = lim ere { oo }
z—0+ z—0* e¥ —e™" —0o0

6.6 Fonctions circulaires

6.6.1 Fonction e™*

Le nombre e est défini pour tout x € R par

o0
T
e —_=

(ix)™ L 2 2

m=0

Des lors, € est une fonction (& valeurs complexes) définie sur R.
Pour I’étudier, on examine séparément les propriétés de sa partie réelle et de sa
partie imaginaire. On introduit donc les fonctions suivantes:

a) la fonction cos (on dit cosinus) définie sur R par
cos(z) = Re™ = L(e" +e7), VzeR
b) la fonction sin (on dit sinus) définie sur R par

sin(z) = Qe = L(e” —e™™), VzeR

Ce sont des fonctions réelles sur R; elles sont appelées fonctions circulaires.
Bien stir, pour tout x € R, on a évidemment les formules suivantes

e = cos(z) + isin(x) et e " = cos(w) — isin(x),

appelées formules d’Euler.
Comme les séries qui définissent € et e sont absolument convergentes, on
déduit de suite les développements en série suivants

cos(r) = n;)(—l)m(gm)!
sin(z) = 7;](—1)mm7

valables pour tout = € R; ces séries étant absolument convergentes.
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Remarques.  a) Les fonctions cos et sin sont donc purement et simplement des fonc-
tions élémentaires de I'analyse mathématique. Pour le moment, leur définition ne permet
aucun raccord avec des notions géométriques telles que le “cercle trigonométrique”. Nous
ferons plus loin la liaison avec ces interprétations géométriques.

b) Insistons également sur le fait que toutes les formules établies ici ne sont valables
que si T est exprimé en radians.

6.6.2 Fonctions circulaires

Les propriétés des fonctions cos et sin se déduisent de suite de celles de la fonction
exponentielle.

a) cos et sin sont des fonctions réelles sur R.
b) cos(0) =1 et sin(0) = 0.
11 suffit de noter que € = e? = 1.

c) cos est une fonction paire; sin est une fonction impaire.
d) On a
cos € Co(R) et Dcos = —sin,
sin € Co(R) et Dsin = cos.

Il suffit de noter qu’on a € € Co(R) et De™ = ™.
e) On a A
‘em‘ =1, VzeR,

donc
cos’(x) +sin*(z) =1, Vo €R.

En particulier, pour tout x € R, il vient
—1<cos(z) <1 et —1<sin(z)<1

et les nombres cos(x) et sin(x) ne sont jamais simultanément nuls.
De fait, pour tout = € R, il vient

cos?(x) + sin®(z) = ‘e"”“"|2 =e"e ™ =’ = 1.
Remarquons que les fonctions cos et sin étant continues sur R,
{zx €R:cos(x) =0} et {ze€R:sin(z)=0}

sont des parties fermées de R. Cela étant, a partir des fonctions cos et sin, on
développe le calcul trigonométrique, portant sur les quatre fonctions principales
suivantes, dites fonctions circulaires ou trigonométriques:
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a) le cosinus: cos
b) le sinus: sin
c) la tangente:

sin(z)

tg: Q=R\{z:cos(z) =0} =R =z

cos(x)’

Il s’agit donc d’une fonction impaire appartenant a C..(2).
d) la cotangente:

cotg: Q' =R\ {z:sin(z) =0} > R x> cos(x)/sin(z).

Il s’agit donc d’une fonction impaire appartenant a C..(£').
Voici les identités fondamentales du calcul trigonométrique.
a) Formules d’addition et de soustraction. Pour tous x, y € R,
cos(r £y) = cos(x)cos(y) F sin(x) sin(y),
sin(x £y) = sin(x)cos(y) % cos(x) sin(y),

et, pour autant que tg(z £ vy), tg(z) et tg(y) soient définis,

- tg(z) + tg(y)
1 tg(z)te(y)

tg(x +

D’une part, de e!**¥) = ¢@e*¥ on tire de suite
cos(zr £ y)+isin(x £y) = (cos(z)+isin(z))(cos(y) xisin(y))
= (cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y))
+ i(sin(z) cos(y) % cos(z) sin(y)),
c’est-a-dire les formules relatives aux fonctions cos et sin, en recourant aux parties

réelle et imaginaire respectivement.
D’autre part, il vient

sin(z £ y) _ sin(z) cos(y) = cos(z) sin(y) _ tg(x) + tg(y)
cos(x £y)  cos(z)cos(y) Fsin(z)sin(y) 1 Ftg(x)tg(y)

b) En prenant en y = x la formule obtenue en a) pour décomposer cos(z — y),
on obtient la formule 1 = cos?(z) + sin®(z) pour tout x € R; on en déduit aussitot
les résultats suivants

tg(r £y) =

1
1= —tg*(z), Vo€,

et
1
l=—5— —cotg’(x), Vze.
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Remarque.  Ces trois formules permettrons plus tard d’exprimer chacune des fonc-
tions cos, sin, tg et cotg au moyen d’une expression simple qui ne fait intervenir qu’une
des autres fonctions. Pour le moment, par exemple, pour tout nombre réel x, nous avons
cos(z) = (1 —sin?(x))"/2 ou cos(x) = —(1 — sin®(x))'/? et rien ne permet de choisir entre
ces deux valeurs, sauf le recours aux valeurs explicites, ce qu’on désire éviter.

¢) En exprimant les formules d’addition en y = x, il vient
cos(2z) = cos*(x) —sin®(z), Vr€R,
sin(2x) = 2sin(x)cos(z), Vr€R,
et pour autant que x et 2x appartiennent a €2,

2tg(z)
1 —tg*(z)

d) En particulier, en combinant les formules b) et ¢), on obtient

tg(2z) =

1 +cos(2r) = 2cos’(z), Vz€eR,
1 —cos(2x) = 2sin*(x), Vz€R.

e) Les formules suivantes sont claires a partir de a)

cos(x +y) +cos(z —y) = 2cos(x)cos(y),
sin(z 4+ y) +sin(z —y) = 2sin(x) cos(y),
cos(z +y) —cos(x —y) = —2sin(z)sin(y),

pour tous x, y € R.
f) Il s’ensuit que, pour tous z, y € R, on a

cos(z) 4+ cos(y) = 2cos ’ ;— Y cos 2 ; y’
cos(x) —cos(y) = —2sin ’ ;L Ysin 2 ; y’
sin(z) +sin(y) = 2sin : _2|— Y cos = ; y,
sin(z) —sin(y) = 2sin ’ ; Y cost ;_ Y.

g) Enfin, on peut, pour tout entier m € Ny et tout x € R,

i) exprimer cos(mz) et sin(ma) au moyen des puissances entieres de degré < m de
cos(z) et sin(x). Il suffit pour cela de prendre la partie réelle et la partie imaginaire
de la formule suivante, connue sous le nom de relation de Moivre

imx

(cos(x) +isin(x))™ =e = cos(mx) + isin(mz).
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ii) exprimer cos™(z) et sin™(x) au moyen des fonctions cos(px) et sin(pz) pour les
valeurs entieres de p telles que 0 < p < m. Il suffit pour cela d’écrire

cos"(x) = 27" (e +e )™ et sin™(x) = (20) (e — e )",

puis de développer les seconds membres au moyen de la formule du binome de
Newton et enfin de grouper les termes deux a deux a partir des extrémes.

Traitons quelques exemples.
Dans le cas ou m est égal a 2, il vient

cos?(z) — sin®(x) + i 2sin(x) cos(z) = cos(2x) + i sin(2z)
et on retrouve les formules ¢). De méme, de
COSZ(.T) — zll(em 4 efix)2 — Z_11(821':1: N ef2ix>

et A A
sin(z) = —1(e™ —e )2 = —

% (GZix — 24 e—Qix)7
on tire de suite les formules d).

1
4

Remarque. Nous ne sommes pas encore a méme de donner la forme du graphique
des fonctions circulaires ni méme de caractériser les ouverts Q et ' ot les fonctions tg et
cotg sont définies. Ce probleme est résolu aux deux paragraphes suivants.

6.6.3 Le nombre 7

Lemme 6.6.3.1 Pour tout z € ]0,2[, on a sin(z) > 0.

Preuve.  Pour tout z > 0, il vient

sin(r) N
P S e

ou le second membre est une série alternée dont le terme général tend vers 0 car
cette série converge. En outre, pour tout = € ]0,2[ et tout entier m > 0, on a

$2m+2 $2m

@m+3) = @m 1)

<« 27 < (2m + 3)(2m + 2).

De la, pour tout x € |0, 2[, le critere d’Abel procure la majoration

ce qui suffit.g
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Lemme 6.6.3.2 On a cos(2) < 0.

Preuve. On a

e . 22m
COS(Z) = Z(—l) W
m=0
et cette série alternée dont le terme général tend vers 0 est telle que
22m+2 22m
< ,  Vm e Np.
Cm+2)! = 2m)y TS
Des lors, le critere d’Abel donne
22 2t 2 1
2)<l——=+—=1-24-=—-.
e TR 373"

Proposition 6.6.3.3 Il existe un zéro et un seul de la fonction cos dans |0, 2].

Preuve.  La fonction cos est continue sur R, vaut 1 en 0 et est strictement
négative en 2. Vu le théoreme des valeurs intermédiaires, elle admet donc au moins
un zéro dans ]0,2[. De plus, comme on a Dcos = —sin, le premier lemme signale
que la fonction cos est strictement décroissante sur |0,2[. Au total, cos admet un
zéro et un seul dans |0, 2|y

Définition.  Le nombre 7 est défini comme étant égal a deux fois le zéro unique
de cos(x) dans |0, 2[.
On a donc déja les propriétés suivantes.

Théoreme 6.6.3.4 a) La fonction cos est réelle sur R, appartient a Coo(R) et
vérifie cos(0) = 1 et cos(w/2) = 0. De plus, elle est strictement décroissante et
concave sur [0, m/2].

b) La fonction sin est réelle sur R, appartient a Coo(R) et vérifie sin(0) = 0 et
sin(m/2) = 1. De plus, elle est strictement croissante et concave sur [0,7/2]. Enfin
on a sin(m) =0 et sin(xz) > 0 pour tout x € |0, 7|.

Preuve.  Tout est conséquence directe de ce qui précede si on note que la for-
mule sin(z) = 2sin(z/2) cos(z/2) procure aussitot sin(m) = 0 et sin(z) > 0 pour
tout x € 10, 7[x

Corollaire 6.6.3.5 On a

eO _ 1’ ezﬂ'/2 =, el — _1’ eBMr/Z — —4, e2z¢r _ 1’
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donc

cos(0) =1, cos(m/2) =0, cos(m)=—1, cos(37/2) =0, cos(2m) =1

et

sin(0) =0, sin(7/2) =1, sin(r) =0, sin(37/2) =—1, sin(27) =04

Calcul de 7. Nous ne sommes pas en mesure a présent de donner une méthode
élégante permettant de calculer la valeur de ce nombre 7. De telles méthodes seront
données en deuxieme candidature, au chapitre relatif a la convergence uniforme.
x — Signalons cependant déja que 7 est un nombre irrationnel dont une valeur
approchée est donnée par 3,1416. « *

Remarque.  Nous pouvons des maintenant donner la forme des graphiques des fonc-
tions cos et sin sur l'intervalle |0, 7/2[ et par conséquent celui des fonctions tg et cotg sur
ce méme intervalle. Comme cos est une fonction paire et comme sin, tg et cotg sont des
fonctions impaires, nous les connaissons en fait déja sur l'intervalle |—m /2, 7/2[ pour sin,
cos et tg et sur |—7/2,0[U]0, 7/2[ pour cotg.
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Notre but consiste maintenant a établir que ces renseignements suffisent pour
connaitre parfaitement les fonctions cos, sin, tg et cotg et sont méme surabondants:
en fait, il suffit de connaitre une des deux fonctions cos ou sin sur [0, 7/2[ pour
déterminer cos(x) et sin(z), donc tg(x) et cotg(x), en un point quelconque de R.
C’est 'objet du paragraphe suivant.

6.6.4 Formules du calcul trigonométrique

Formules de réduction. Pour tout m € Z et tout x € R,

{ cos }(mg +x) = { 2 }(eimﬂ/Qeix) = { ?f }z’m(cos(:c) + isin(x)).

Sin S)
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Or on a
M =1 si m est un multiple de 4,
=1 si m — 1 est un multiple de 4,
"™ = —1 sim — 2 est un multiple de 4,
"™ = —1 si m— 3 est un multiple de 4.

Des lors, la connaissance des valeurs de cos et de sin sur [0, 7/2[ donne la connais-
sance des fonctions cos et sin sur R.
En particulier, on a les formules suivantes.

a) Formules des compléments. Pour tout x € R,

cos(g — 1) =sin(z) et sin(g —x) = cos(z).

En particulier, la connaissance des valeurs de cos (resp. sin) sur [0,7/2] détermine
celle de sin (resp. cos) sur [0, 7/2].

b) Formule des suppléments. Pour tout x € R,
cos(m — x) = —cos(x) et sin(m — z) = sin(x).
c) Relations de périodicité. Pour tout k € Z et tout x € R,
cos(2km + ) = cos(x) et sin(2kw + x) = sin(z).

Ces dernieres formules peuvent s’énoncer de la maniere suivante: les fonctions
cos et sin sont périodiques de période 27, si on adopte la définition suivante.

Définition.  Soit un nombre 7" > 0. Une fonction f définie sur R est périodique
de période T si, pour tout z € R et tout k € Z, on a f(z + kT) = f(x).
Les conséquences de ces formules sont importantes.

Théoréme 6.6.4.1 Les nombres km avec k € Z sont les seuls zéros de la fonc-
tion sin. L’ouvert de définition de la fonction cotg est donc égal a R\ {km : k € Z}.

Preuve.  De fait, pour tout x € R, il existe k € Z tel que x — k7 € [0, 7[. De
la, sin(x) = 0 implique sin(x — k) = 0, donc x = kg

Théoréme 6.6.4.2 Les nombres (2k + 1)w/2 avec k € Z sont les seuls zéros de
la fonction cos.
L’ouvert de définition de la fonction tg est donc égal a R\{ (2k + 1) /2: k € Z} a

Proposition 6.6.4.3 Si T € R est tel que cos(x +T) = cos(x) pour tout x € R,
alors il existe k € Z tel que T' = 2k.

De méme, si T € R est tel que sin(z + T) = sin(z) pour tout x € R, alors il
eriste k € 7 tel que T' = 2km.
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Preuve.  C’est une conséquence directe des formules

cos(x +T') — cos(x) = —2sin(7/2) sin(x +1/2) =0
sin(xz +T') — sin(x) = 2sin(7/2) cos(z +17/2) =0

valables pour tous z, T' € R

Remarque.  Si la fonction f définie sur R est périodique de période T, il est bien
évident que f est aussi périodique de période kKT pour tout k € Ny. Par contre, il n’est
pas du tout certain qu’il existe un nombre 7" € |0, T'[ tel que f soit encore périodique de
période T’. La proposition précédente affirme en fait que 27 est une période des fonctions
cos et sin et qu’il n’existe pas de nombre T' € |0, 27| tel que cos (resp. sin) soit encore
périodique de période T'.

Proposition 6.6.4.4 Si les nombres réels x et T sont tels que
T >0, cos(r+T) =cos(x) et sin(x+T) = sin(x),
alors il existe k € Ny tel que T' = 2km.

Preuve.  De fait, on a
cos(x +T) — cos(z) = —2sin(7T/2) sin(x + T/2) = 0

et
sin(x + T') — sin(z) = 2sin(7"/2) cos(x + T/2) =0

alors que les nombres sin(z + 7'/2) et cos(x 4+ 1'/2) ne peuvent étre simultanément
nuls.g

Cela étant, nous pouvons compléter notre connaissance des fonctions tg et cotg
de la maniere suivante.

a) La fonction tg appartient a Co(Q2) avec = R\ {n/2+kn:k € Z}. Elle
vérifie la relation de périodicité tg(z + km) = tg(z) pour tout x € Q. Il suffit donc
de connaitre la fonction tg sur |—m/2, 7/2[ pour la connaitre sur €. Or on a

1

tg(0) =0 li t = — li t = Dtg = —.

g(0) =0, ,jm g(z) = —oo, , dim g(x) = +oo, Dtg= —
Il s’agit donc d’une fonction strictement croissante sur |—7/2, 7/2[ qui est concave
sur |—7/2,0[ et convexe sur |0, 7/2][.

b) La fonction cotg appartient a C (') avec ' = R\ {kn : k € Z}. Son étude

se déduit aussitot de celle de la fonction tg car on a cotg(x) = tg(mw/2 — z) pour tout
x e



6.6. Fonctions circulaires 195

6.6.5 Retour a ¢*

Pour tout z € C, nous avons
y % y % . .
e® = P IS — M58z — W (00g(T2) 4 i 5in(J2))

donc

Re* = ™ cos(Jz), Je* = ™ sin(S2) et || = ™.

Proposition 6.6.5.1 Les nombres complezes z et 2 sont tels que e = e si et
seulement s’il existe k € 7 tel que z = 2’ + 2ikm.

Preuve.  La condition est nécessaire. Des égalités

Z/

e Rz’

e = |e*| = =e

|

et du fait que e” est une fonction strictement croissante, on tire déja Rz = Rz’. Cela

étant, de
/ !
e cos(Jz2) = Re® = Re?’ = ™ cos(37)

et

R

. !
™ 5in(3z2) = Je* = Je* =

/ .
sin(372),
on tire ensuite
cos(Sz) = cos(S2') et sin(Fz) = sin(S2'),
d’ou la conclusion par le dernier résultat du paragraphe précédent.
La condition est bien sur suffisante, vu ce qui précede.y

Le résultat suivant est tres important.

Théoréme 6.6.5.2 Pour tout z € C tel que |z| = 1, I"équation e = z admet
une solution et une seule dans [0, 2.

Preuve.  Les intervalles [0, /2|, [7/2, 7|, [7, 37 /2] et [37/2, 27| constituent une
partition de [0,27]. Vu ce qui précede, dans ces intervalles, les fonctions cos et sin
prennent respectivement des valeurs

>0,<0,<0,>20 et >0,>0,<0,<0.

Des lors, selon les signes de Rz et de &z, on est immédiatement ramené a chercher
une valeur de # dans un et un seul de ces intervalles. Dans cet intervalle, la valeur
d’un des nombres cos(x) et sin(z) détermine celle de I'autre et les fonctions cos(x)
et sin(x) sont strictement monotones. Deés lors, il existe une solution et une seule.y
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Plus généralement, on voit de suite que [’équation proposée admet une solution
et une seule dans tout intervalle du type |a,a + 27| avec a € R.
On en déduit la représentation trigonométrique des nombres complexes.

Théoreme 6.6.5.3 Tout nombre complexe z différent de 0 peut s’écrire sous la
forme z = pe? avec p > 0 et § € R. Dans cette écriture, on a p = |z| et 0 est défini
a un multiple de 2w pres par les équations

cos(f) = % et sin(f) =

~|@

Preuve.  En effet, 2 = pe'? a lieu si et seulement si on a |z| = p et e = 2/p et
il est clair que |z/p| = 14

Définition. Bien sir, p est le module de z; 6 est appelé argument de z et
n’est donc défini qu’a 'addition d’un multiple de 27 pres.

La représentation trigonométrique des nombres complexes se préte particuliere-
ment bien aux opérations suivantes sur les nombres complexes non nuls

a) le conjugué de z = ,oew est égal a pe™.

/.6’

b) le produit de z = pe? par Z = ,oe est égal a pp’ei(‘)*e')

¢) le quotient de z = pe® par 2’ = p'e? est égal (p/p) (o-0)

d) étant donné m € Ny, les racines m-émes de z = pe® sont données par
pt/me Otk /m qpee k€ {0,...,m — 1},
De fait, ces nombres sont des solutions de I’équation z’™ = z et ce sont les seules,

vu ce qui précede ou vu la théorie des zéros des polynomes.g

6.6.6 Retour aux séries

Le critére d’Abel admet le corollaire suivant.

Proposition 6.6.6.1 5% la suite a,, € R décroit vers 0 et si 8 € R n’est pas un
multiple de 2w, alors les séries

Z Ay, cOS(mA), Z ap, sin(md) et Z A e™

convergent et, pour tout M € Ny, on a

Ay, cOS(ME) Ay SIN(MO) e < —=
2, 2 12 Sin (0/2)]
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Preuve.  De fait, pour tous p, ¢ € Ny tels que p < ¢, on a

3 { o Yma| = {5 from e

m=p

’e'ipa - ei(q+1)9‘

< }eip9+...+eiq9| <

|1 — et

}ei(p71/2)9 _ ei(q+1/2)9| 1
< A . < :
= Tleer—er = sm(e/2)"

Ce résultat permet d’étudier la convergence des séries qui dépendent d’un para-
metre complexe. Reprenons, par exemple, le dernier exercice du paragraphe 2.5.8.

Ezercice.  Etudier la convergence de la série numérique dont le terme général est
donné par
(c=2)"
Iy =
" omemy2m 1

pour toutes les valeurs du parameétre complexe c.

Suggestion.  Pour assurer un sens au terme général, nous devons éliminer la
valeur ¢ = 0 du parametre. De plus, il est clair que, pour ¢ = 2, la série converge
absolument. Cela étant, limitons-nous aux éléments de C \ {0, 2}.

Vu la forme de |z,,|, recourrons au critére du quotient. Comme on a

|Zm1] _ lc —2]v2m + 1 . (]c—2]>
|2m] 2]el v2m+3 2le| )

nous avons déja les résultats suivants:
lc — 2] /(2]c]) < 1: la série converge,
lc —2| /(2]c]) > 1: la série diverge car son terme général ne tend pas vers 0.
Il reste a envisager les cas ou |c — 2| = 2 |¢|. Si ¢ — 2 est égal a 2¢, la série s’écrit

> 1
Z 2m+1

m=1

et diverge, vu une application aisée du critere de Riemann. Si ce n’est pas le cas, il
existe 0 € 10, 27| tel que ¢ — 2 = 2ce' et des lors, la série s’écrit

o0 eim@
Z 2m + 1

m=

—_
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Comme la suite (2m+1)~'/2 décroit vers 0, une application directe de la proposition
précédente établit que cette série converge, donc est semi-convergente car sa série
des modules diverge.

Comme |c¢ — 2| = (resp. <; >) 2|c| avec ¢ = r+is € C a lieu si et seulement si la
méme relation a lieu entre les carrés des deux membres, c’est-a-dire si et seulement
siona16/9 = (resp. < ; >) (r+2/3)?>+(s—0)?, on obtient de suite une description
graphique de ces résultats.

Si D est le disque fermé de centre (—2/3,0) et de rayon 4/3,

a) la série converge absolument pour tout ¢ € C\ D,

b) la série diverge pour tout ¢ € D°\ {0},

c) la série diverge pour ¢ = —2,

d) la série est semi-convergente pour tout ¢ € D*\ {—2},
e) la série n’est pas définie pour ¢ = 0.

6.6.7 Fonctions hyperboliques ou circulaires de z

On peut aussi introduire les fonctions suivantes sur C

cos(z) = % ) ch(z) = %

iz a—iZ € zZ __ a—Z

sin(z) = © 2,6 sh(z) = %
i

L’étude de ces fonctions de z € C montre qu’elles ne sont pas indépendantes et
permet de comprendre la raison profonde de I’analogie entre les calculs “trigonomé-
trique” et “hyperbolique”.

Cependant elles ne sont pas d'un usage courant et leurs propriétés sont immé-
diates. Aussi nous n’allons pas aborder leur étude ici.

6.7 Fonctions élémentaires inverses

6.7.1 Logarithme népérien

Définition. Comme la fonction réelle e” appartient & Co(R) et est a valeurs
strictement positives, strictement croissante et telle que

ee=1, e =e, De"=¢", lim e =400 et lim e* =07,

T—-+00 T——00

elle admet une fonction inverse appelée logarithme népérien et notée In.

Les propriétés de cette fonction se déduisent directement de celles de e”.
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Théoréme 6.7.1.1 La fonction In(z)
a) est définie sur |0, +oo],
b) est réelle,
c) est telle que In(1) = 0 et In(e) = 1. Plus généralement, on a

In(e*) = =z, VxeR,
et = gz Va >0,

d) est strictement croissante,
e) appartient a Cu(]0, +00[) et vérifie

1
D) =—
n(@)=1,
f) est telle que
lim In(z) = —c0 et lim In(z) = +o0,
z—0* T—+00

g) est concave,
h) est telle que

In(zy) = In(x) +In(y), Vz,y €]0,+o0o],
i) est telle que

1 m
lim zIn™(z) =0 et lim n"(2) =0"

x—07t r—+00 X

pour tout m € Ny.

Preuve.  Les propriétés a) a f) découlent aussitot du théoreme de la fonction
inverse.

g) De fait, on a D?In(x) = —z 2.

h) De fait, on a

eln(zy) = qy = eln(:r)eln(y) _ eln(z)—l—ln(y)7 vx7 y € ]O, +OO[

i) De fait, on a

1 m
lim — (z) = lim In™(z)-e @ = lim y™e ¥ =0
r——+00 €T xr——+00 Yy——+00
et ™
lim zIn"(z) = (—1)" lim n"(y) = 0.

z—0+ y—-+oo Y
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On exprime la propriété i) de la maniere suivante: la fonction In(x) est dominée
par toute puissance antagoniste de x.

Le graphique de la fonction In se présente donc sous la forme suivante ou le
graphique de la fonction e est représenté en pointillés.

Voici une application intéressante de la fonction In.

Comparaison de moyennes remarquables. Pour tout z > 0, on a bien sir
sh(z)
\/shQ(:c) + ch®(z)

< th(z) <z <sh(z) < %Sh(ZJJ)

donc

\/ShZ(JU) + ch?(z) - coth(z) > 1 N 1 N 9
sh(x) O~ sh(z) = sh(2z)

Des lors pour tous a, b € 0, +00[ tels que a < b, il vient

2(b>+a?) b+a 2 2vab 4
> > > >
b—a b—a Inb)—In(a) " b—a  bla—a/b

en considérant les inégalités précédentes en x = In(b/a)'/?. Finalement, en multipli-
ant par (b — a)/2, il vient

2 b—a a+b a? + b2
L Va
Va1 -V ")~ =~ 2 ~“V 7 2
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c’est-a~dire la comparaison entre les moyennes harmonique, géométrique, logarith-
mique, arithmétique et quadratique.

Quelques inégalités remarquables. a) Pour tout n € Ny, tousry, ..., r, >0
tels que ZZ=1 re =1 et tousxy, ..., x, >0, on a

it at STy A4 4 Ty,
De fait, la fonction In étant concave sur |0, +o00[, il vient
In(rizy + ...+ rpzy) > rin(zy) + -+ - + r, In(zy,),

d’ou la conclusion en recourant a la fonction exponentielle.

b) Inégalité de Holder. Pour tous p, ¢ > 1 tels que 1/p+ 1/q = 1 et tous z,
yeR™ ona

n n 1/p n 1/q
|[<z,y>|< Z ETATAIS (Z ‘$k|p> : (Z |yk|q> :
k=1 k=1 k=1

Posons X = >0 |z’ et Y =370 |uk]?. Siona X =0ouY =0, c’est trivial.
Sinon, pour tout k € {1,...,n} tel que xxy; # 0, 'inégalité précédente donne

kPP ( Ll 1/q<ymk\p+yyk\q
X Y —p X q Y’

formule valable aussi si xy, = 0. Apres sommation sur k, il vient
el lyel 1 1 _
Z Xl/le/q = + 5 =1

(Pour p = ¢ = 2, on retrouve 'inégalité de Cauchy-Schwarz.)

c) Inégalité de Minkowski. Pour tout p > 1 et tous z,y € R", on a

n 1/p n 1/p n 1/p
<Z |2y + yk|p) < (Z |Ik|p> + (Z |yk|p) :
k=1 k=1 k=1

Nous avons déja établi cette inégalité pour p = 1.
Si p > 1, introduisons d’abord ¢ > 1 défini par 1/p+ 1/q¢ = 1 et posons Z =
S ey lzg 4+ yil”. Le cas Z = 0 est trivial. Supposons Z > 0. Il vient successivement,
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en recourant a l'inégalité de Holder,

Z = Y e+ yel v +yu

k=1
e e e S (VR [ T T L
k=1 k=1
n 1/p n 1/q
< (Lr) (S we)
k=1 k=1

/q

n 1/p n 1
+ (Z ’yk’p> ' (Z |2k + yk’(p_l)q>
k=1 k=1
n 1/p n 1/p
(Sir) o (S )2

k=1 k=1

IN

d) Inégalité de Jensen. Pour tous p, q tels que 0 < p < q et tout x € R™, on a
n 1/q n 1/p
() < (Simr)
k=1 k=1

Posons X? = >7_ |xx|”. Si X = 0, c’est trivial. Sinon il vient |zy| /X < 1 pour
tout k € {1,...,n}, donc

SOESCS

k=1 k=1

6.7.2 Fonction X~
Définition.  Pour tout X € |0, 400 et tout z € C, on pose

X% — ¢ ln(X)'
Dans ce symbole X*, X porte le nom d’argument et z celui d’exposant.

Dans ces conditions, nous avons
X7 = ezln(X) _ e%z In(X)+:3z-In(X)

= R (cos(Fz - In(X)) + isin(Sz - In(X))).
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Remarque.  La notation X? a déja été introduite auparavant dans d’autres circon-
stances. Nous allons montrer a présent que la définition de X7 recouvre ces différents
cas.

) Si z = m appartient a Np, on retrouve la puissance entiere de X vu la formule

a
In(X) — X et la propriété fondamentale de 'exponentielle.

e
b) Si z est égal & 1/m avec m € Ny, on retrouve la racine m-eme de X > 0.

¢) En combinant a) et b), on retrouve les puissances fractionnaires rationnelles de
X >0.

d) Si on a X = e, on retrouve ’exponentielle de z € C.

Définitions. Le symbole X? permet de définir deux fonctions d’une seule
variable:
a) la puissance d’exposant complexe X* si X varie dans |0, +00[, zp € C étant fixé;
b) 'exponentielle d’argument positif X§ si z varie dans C, Xy € ]0, +00| étant fixé.

Ces deux fonctions s’étudient simultanément. Cependant, dans la suite, nous
n’utiliserons guere que X* car X§ apparait plutot comme une fonction de fonction
Xg — o7 In(Xo)

Etudions tout d’abord les propriétés générales de X~.
a) X* est une fonction définie sur |0, +oo[ x C.
b) On a (X*)” = X7 et | X?| = X* pour tout (z, z) € ]0, +oo[ x C.

De fait, on a successivement

Xz — ezln(X) — eEln(X) - X7

)

|Xz| _ ‘eﬂ?zln(X)ei%z-ln(X) _ X?RZ.I
¢) Pour tout X > 0 et tous z, 2 € C, on a X*X* = X***' donc X% = 1/X*.
De fait, il vient successivement
XzXz’ _ ezln(X)ez’ In(X) _ e(z+z’)ln(X) _ XZ+Z/-I
d) Pour tous X, Y >0 et tout z € C, on a X?Y* = (XY)?.
De fait, il vient successivement
X?Y? — ezln(X)ezln(Y) — ez(ln(X)—l—ln(Y)) — (Xy)zl

e) Devant un symbole du type (X?)?, on doit étre trés prudent car il n’est défini
que dans les deux cas suivants.

i) Pour tout X >0, tout r € R et tout 2’ € C, X" est un nombre strictement positif
tel que (X")* = X"%.
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En particulier, pour tout X > 0 et tout r € Ry, on a (XV")" = X.

ii) Pour tout X >0, tout z € C et tout n € N, X* est un nombre compleze tel que
(Xz)n — in'
i) De X" = "X on tire que X" est strictement positif et des lors, il vient

’ / r1In(X) ’ /
(Xr)z — &7 In(e ) — e? In(X) _ X7

ii) De fait, dans ce cas, X* est un nombre complexe tel que
(Xz>n — X?...X? = ezln(X) . .ezln(X) — enzln(X) — X"?

Remarque.  La formule “(XZ)Z' = X pour tout X > 0 et tous z, 2/ € C” est fausse.

De fait, elle entrainerait les égalités
1 =19 = (M@ “=” ¥ — cos(2ar) + i sin(2a)

pour tout a € R!

f) La fonction X* appartient a C(]0, 400 X R?) et est telle que

D, X*=—iD,X*=D,X* = X*In(X) et DyX*=2X""1.

En particulier,
i) pour tout Xy €10, +o0[ fizé, la fonction X§ appartient a Coo(R?) et est telle que
D,X§ = —iD,X§ = X§ In(Xo).
ii) pour tout zg € C fixé, la fonction X* appartient o C(]0,+00|) et est telle que
Dy X% = zo X1,

C’est immédiat a partir du théoreme de dérivation des fonctions composées.

6.7.3 Puissance d’exposant r et exponentielle d’argument
X

Passons au cas particulier suivant:
X? =" vX €10, 400,V € R.

Bien str, il s’agit d’'une fonction appartenant a C,.(]0,+00[ x R) qui jouit des
propriétés suivantes: pour tous X,Y > 0 et tous x,2’ € R, on a

a) X* > 0.
b) XoX* = X#t¢'  XoY® — (XY)* et (X*)¥ = X*.
c) ln(Xi) = xln(X)
d) X = gn(X) s en outre, on a x > 0. De fait, il vient alors

Xln(x) — eln(x)~1n(X) — eln(X)~ln(a:) — :L,ln(X) 1
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Fonction X§

Si on fixe Xy > 0, on obtient une fonction X§ définie sur R qui jouit des pro-
priétés suivantes.

Pour tout Xo > 0 fixé, X est une fonction
a) strictement positive sur R;
b) appartenant @ Coo(R) et telle que D, X§ = X§In(Xy);
c) strictement croissante si Xo > 1, strictement décroissante si 0 < Xy < 1;
d) conveze;
e) telle que

1; Xr — +oo st Xgo > 1,
x—lEEOO o 0t st 0< X<,

. x 0" st Xo > 1,
x1—1>I—noo XO N { +o0o 81 0< Xy < 1.

Fonction X%

Si on fixe zy € R, on obtient une fonction X*° définie sur |0, +oo[ qui jouit des
propriétés suivantes.
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/
/sil<x

/

3; /

Pour tout xg € R fixé, X*° est une fonction
a) strictement positive sur ]0,400|;
b) appartenant a C(]0,+o00|) et telle que D X*0 = gy X™0~1;
c) strictement croissante si xg > 0, strictement décroissante si xy < 0;
d) conveze si on a xg € |[—00,0[U]1, +oo[ et concave sinon;

e) telle que

lm X7 — 400 si x>0,
X o0 0" si @y <0,
lim X®  — 0" si o >0,
X—0+ +00  si Ty < 0.|

Définition. Dans le cas zy > 0, on convient de prolonger la fonction X*° par
la valeur 0 en X = 0 et de continuer a noter X*° cette fonction qui appartient alors
en outre a Cy([0, +o0]).

Le tableau suivant donne la valeur de la limite

lim X*= lim e*"&)

r—&, X—E2 r—E, X—E

ou £ appartient a R ou désigne +00 ou —oo et ol = appartient a |0, +o00[ ou désigne
0" ou +oo. Elles sont toutes immédiates.
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H—oo\x<0\0\0<x<1\ 1 \1<x\+oo‘
0 +00 | +00 0 0 0 0
0<X<1l|+4o0o| X* |1 X" X X* 0
1 1 1 1 1 1
1< X 0 X* |1 X* X X? | 400
400 0 0 400 400 | +o00 | +00

6.7.4 Logarithme de base X € ]0,1[ ou X € ]1,+o0]

Définition. Si X appartient a ]0,1[ ou a ]1,4o00], on appelle logarithme de
base X la fonction logy définie sur |0, +-o00[ par

logy(z) = 111111(<;C())’ YV €10, +o0].

Le logarithme népérien apparait alors comme étant le logarithme de base e.

Le logarithme de base X n’est donc pas une nouvelle fonction élémentaire: ses
propriétés se déduisent immédiatement de celles de la fonction In(z).

La formule suivante lie de suite les logarithmes de bases X et Y

logx(0) = s = 1oy, = o8 (1V) oy ().

L’introduction de cette notion de logarithme de base X est justifiée par le fait
que logy () est l'exposant qu’il faut donner a X pour obtenir x vu que

In(z
XlogX(‘T) — eln(<X)) IH(X) — eln(x) = .

6.7.5 Fonctions hyperboliques inverses
La fonction arcsh

Rappelons les propriétés suivantes de la fonction sh:
a) sh € C(R) et vérifie Dsh = ch,
b) sh est une fonction réelle et strictement croissante,
c) sh(0) =

d) lim, sh( ) = —o0 et lim,_, 1 sh(z) = +oc.

Définition.  Des lors, la fonction sh admet une fonction inverse, appelée arc
sinus hyperbolique et notée arcsh, qui jouit des propriétés suivantes.
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Théoreme 6.7.5.1 La fonction arcsh
a) est définie, réelle et strictement croissante sur R,

b) vérifie les égalités
arcsh(sh(x)) =z et sh(arcsh(z)) =z, VzeR,

c) arcsh(0) =0,
d) appartient @ Co(R) et on a

1
V1+a?

e) est convexe sur|—o0,0[ et concave sur |0, 400,

Darcsh(x) =

f) donne lieu aux relations

lim arcsh(z) = —oo et lim arcsh(z) = +o0.

T——00 r—-+00

Preuve.  Tout est conséquence directe du théoreme de la fonction inverse et ne
pose aucun probleme sauf la dérivée pour laquelle on note que

1 1
Darcsh(z) = = Vo e R.

[Dsh(y)],_arcshy ~ ch(aresh(@))’

En utilisant I'identité ch® —sh? = 1, on obtient de suite ch®(arcsh(z)) = 1 + 2% pour
tout x € R, d’ou la valeur de la dérivée car ch(y) est un nombre supérieur ou égal
a 1 pour tout y € Ry

/
;7 arcsh(x)
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Remarque.  En fait, la fonction arcsh n’est pas a proprement parler une fonction

élémentaire: de

arcsh(z) = X @ sh(X) =z o X —e™¥ =2¢,

on tire en effet la relation

arcsh(z) = X & e* —2ze® —1=0.

Or le second membre est une équation du second degré en I'inconnue eX et admet pour

solution les valeurs  + vVz2 + 1 et £ — v/22 + 1. Nous avons donc
arcsh(z) =In(z + V22 +1), VzeR,

car eX est strictement positif pour tout X € R.

La fonction arcch

Rappelons les propriétés suivantes de la fonction ch:
a) ch € Cy([0, +00[) N Co(]0, +00[) et vérifie Dch = sh,
b) ch est une fonction réelle et strictement croissante sur [0, +oo],

c) ch(0) =

d) hmgHJrOO ch( ) = +o0.

Définition.  Des lors, la fonction ch admet une fonction inverse sur [0, +oof,
appelée arc cosinus hyperbolique et notée arcch, qui jouit des propriétés suivantes.

Théoreme 6.7.5.2 La fonction arcch
a) est définie, réelle et strictement croissante sur [1,+o0],

b) vérifie les égalités

arcch(ch(z)) = =z, Vzel0,+o0],
ch(arcch(x)) = =z, Vrell,+oo,

c) appartient a Co([1,+o0]) et a Coo(]1, +00]); de plus, on a

Darcch(x) = T
x —

d) est concave,

e) donne lieu auz relations

arcch(1) =0 et lim arcch(z) = +o0.

T—+00
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Preuve.  Seule I'obtention de la dérivée pose un petit probleme. Vu le théoreme
de la fonction inverse, il vient

1

Darcch(x) = Sh{arcch(2))’

Vo €]l, +oof.

Pour conclure, il suffit alors de noter que
sh?(arcch(z)) = 2 — 1, Va €]1, +o0],

et que la dérivée est une fonction positive car arcch est une fonction dérivable et
strictement croissante sur 'intervalle |1, +oo[

.
/_0.5L

Remarque.  En procédant comme pour la fonction arcsh, on obtient de suite
arcch(z) = X & ** —2ze® +1 =0,

d’ol1 on tire
arcch(z) = In(z + Va2 —1), Vze[l,+oo],

et la fonction arcch n’est pas a proprement parler une nouvelle fonction élémentaire. Pour
le choix de la solution de I’équation du second degré, il suffit de noter que

arcch(z) >0, Vo >1

et
r+vVazi—-1>1, Ve>1;, z—+vVz2-1<1, Vx>l
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La fonction arcth

En procédant de méme a partir de la fonction th, on introduit la fonction suiv-
ante.

Définition. La fonction th admet une fonction inverse, appelée arc tangente
hyperbolique et notée arcth, qui jouit des propriétés suivantes.

Théoreme 6.7.5.3 La fonction arcth
a) est définie, réelle et strictement croissante sur |—1, 1],
b) vérifie les égalités

arcth(th(z)) = z, VzeR,
th(arcth(z)) = =z, Vrel]-1,1],

c) arcth(0) =0,

d) appartient o Co(]—1,1[) et on a Darcth(z) = 1/(1 — z?),
e) est concave sur |—1,0[ et convexe sur]0,1],

f) est telle que

l}m)+ arcth(z) = —oo et lim arcth(xz) = +oo.
z—(—1 r—1~

Preuve.  Tout est immédiat a partir du théoreme de la fonction inverse et de
la formule ch?(x) = 1/(1 — th*(z)) 4

Remarque.  En procédant comme pour la fonction arcsh, on obtient de suite

1
arcth(z) = X & ** = +x’
1—2x
donc
1 1+2
h(z) = =1 —1,1[;
arcth(z) = 3 In(;0), Vo €]-1,1[;

la fonction arcth n’est donc pas a proprement parler une nouvelle fonction élémentaire.
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2r arcth (x)
/
/
1 / R
-7 thx)
///
e
Z4
L L L J L L
_2 -1 1 2
V4
7
P
_ - - / 717
/
/
/
/ oL

La fonction arccoth

En procédant de méme a partir de la restriction de la fonction coth a 'intervalle
10, +00[, on introduit la fonction suivante.

Définition.  La restriction de la fonction coth a 0, 4+o00[ admet une fonction
inverse, appelée arc cotangente hyperbolique et notée arccoth, qui jouit des propriétés
suivantes.

Théoreme 6.7.5.4 La fonction arccoth
a) est définie, réelle et strictement décroissante sur |1, 400],

b) vérifie les égalités

arccoth(coth(x)) = =z, Vz €]0,+o0],
coth(arccoth(z)) = =z, Va €]l,4o0[,

c) appartient a C(]1,4+00|) et on a Darccoth(z) = 1/(1 — z?),
d) est convere,

e) est telle que

lim arccoth(z) = 400 et liI_iI_l arccoth(z) = 0.4
z—1 T—+00
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Remarque.  En procédant comme pour la fonction arcsh, on obtient de suite

_J:—i—l

th(z) = X < 2%
arccoth(x) e 1

donc
r+1

r—1

1
arccoth(z) = 5111( ), Va e]l,4o0[;

la fonction arccoth n’est donc pas a proprement parler une nouvelle fonction élémentaire.

ar ccot h (x)

6.7.6 Fonctions trigonométriques inverses
La fonction arcsin

Définition. La restriction de la fonction sin a [—7/2,7/2] admet une fonc-
tion inverse sur [—1, 1], appelée arc sinus et notée arcsin, qui jouit des propriétés
suivantes.

Théoreme 6.7.6.1 La fonction arcsin
a) est définie, réelle et strictement croissante sur [—1,1],

b) vérifie les égalités

arcsin(sin(z)) = x, Va €[-m/2,7/2],
sin(arcsin(z)) = =z, Vze[-1,1].

En particulier, on a arcsin(—1) = —7/2 et arcsin(1) = 7/2.
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c) appartient a Co([—1,1]) et a C(]—1,1[). De plus,
1
V1—a?

d) est concave sur [—1,0] et convexe sur [0,1].y

Darcsin(z) =

1.5
L arcsin(x) /
i /
1.0L ///ﬂ
ST
7
744
0.5+ //
L L L L L L L
-1.5 -1.0 -0.5 s 0.5 1.0 1.5
./ -0.5p
sin(x) /7
7
s Lo
_ p 1.0
/
/ _1.5L

La fonction arccos

Vu la formule des compléments cos(x) = sin(7/2 — x), on est amené & introduire
la définition suivante.

Définition.  La fonction arccos, appelée arc cosinus, est définie sur [—1, 1] par
T

arccos(z) = 5 arcsin(z), Vo e[-1,1].

Il ne s’agit donc pas d’une nouvelle fonction élémentaire. Signalons quand méme
ses propriétés.

Théoreme 6.7.6.2 La fonction arccos
a) est définie, réelle et strictement décroissante sur [—1,1],

b) vérifie les égalités

arccos(cos(z)) = wx, Vxel0,7],

cos(arccos(z)) = x, Vrel[-1,1].
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En particulier, on a arccos(—1) = m et arccos(1) = 0.
c) appartient a Co([—1,1]) et a Cx(]—1,1]) et

1
Vi-a?

d) est convexe sur [—1,0] et concave sur [0,1].y

Darccos(z) = —

La fonction arctg

Définition.  La restriction de la fonction tg a |—n/2, 7/2[ admet une fonction
inverse sur R, appelée arc tangente et notée arctg, qui jouit des propriétés suivantes.

Théoreme 6.7.6.3 La fonction arctg
a) est définie, réelle et strictement croissante sur R,
b) vérifie les égalités
arctg(tg(x)) = =z, Vxe€|-n/2,7/2[,
tg(arctg(z)) = =z, Va € |—o0,+00|.
En particulier, on a arctg(0) = 0.
c) appartient a Coo(R) et

Darctg(x) = e

d) est convexe sur]—o0,0[ et concave sur |0, +o0].

e) donne lieu aux relations

lim arctg(z) = (=m/2)" et lim arctg(x) = (7/2) a

T——00 Tr——+00
3f v
L | Y
2L / /
/
, /
e
1L
I /// arctg(x)
| | L L | | |
-3 -2 -1 3 1 2 3
/ |
7Z [
A
/
N
ya / 2L
/
v tg(x)’
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La fonction arccotg

Vu les formules des compléments, on a la formule cotg(x) = tg(m/2 — x). Des
lors, on est amené a introduire la définition suivante.

Définition.  La fonction arccotg, appelée arc cotangente est définie sur R par
T
arccotg(z) = 5 arctg(x), VaeR.

Théoreme 6.7.6.4 La fonction arccotg
a) est définie, réelle et strictement décroissante sur R,

b) vérifie les égalités
arccotg(cotg(x)) = =z, Vae€]0,n[,
cotg(arccotg(x)) = =z, VreR.

c) appartient a Coo(R) et

1
1+ 22

Darccotg(z) =

d) est concave sur |—o00,0[ et conveze sur |0, +o0].

e) donne lieu aux relations

lim arccotg(z) =7~ et lim arccotg(z) = 0"y

T——00 r—+00

6.7.7 Bases de la technique de la dérivation

La technique de la dérivation est basée sur les données suivantes.

a) Les renseignements repris au tableau de la page 217 et que nous venons de
développer doivent étre parfaitement connus.

b) Les théoremes de dérivation des fonctions composées et des fonctions de fonc-
tion sont souvent utilisés sous la formulation simplifiée suivante: si J appartient a
Ny ou est égal a oo, si fi, ..., f; appartiennent a C,(€2) et sont réels et si f appar-
tient & C,(w) avec w D { (fi(x),..., fs(x)):x € Q}, alors f(f1,..., fs) appartient
a C,(Q) et

J
D f(fiseo oy [0l = Z[Djf](f1(x),...,fj(x)) - [Dy. file-
=1

Remarquons d’ailleurs que ces théoremes de dérivation assurent que la dérivée
d’une fonction composée obtenue a partir de fonctions élémentaires uniquement est
encore une fonction du méme type.
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’ Symbole ‘ Dérivabilité Dérivée

™ € C (R) mx™ !

" Coo(R\ {0}) —ma ="
x¢ € C (10, 4-o0[) cxc!

r® € Cx(R) r® In(r)
cos(x) € Cx(R) — sin(z)
sin(x) € COO(R) cos(x)

tg(x) Coo R\ {2k + 1)7/2 : k € Z}) | 1/ cos®(z)
cotg(x) CoR\{km:keZ}) —1/sin?(x)
ch(z) € COO(R) sh(z)

sh(z) € Cx(R) ch(z)

th(z) € Co(R) 1/ch?(z)
coth(x) € Co(R\ {0}) — 1/sh*(x)
In(x) € Co(]0, +00]) 1/x
arcsin(z) | € Coo(]—1,1]) 1/v/1—22
arccos(x) | € Coo(]—1,1]) —1/v/1—2a?
arctg(z) | € Co(R) 1/(1+ 2?)
arccotg(z) | € C(R) —1/(1+ 2?)
arcch(z) | € Cuo(]1,4+00]) 1/vVa?—1
arcsh(z) | € Cx(R) 1/V1+ 22
arcth(z) | € Cx(]—1,1]) 1/(1 —2?%)
arccoth(z) | € Co(]1, +00]) 1/(1 —2?)

Remarques: m € Ny, >0, ce C,
sir >0, z" € Cy([0,400[) avec 0" = 0,
arcsin(z) € Co([—1,1]) avec arcsin(+1) = £7/2,
arccos(z) = /2 — arcsin(z),

arccotg(z) = m/2 — arctg(x),

arcch(z) = In(z + va? — 1) € Cy([1, +o0[) avec arcch(1) =0,
arcsh(z) = In(z + V1 + 2?),

arcth(z) = 5 In((1 +2)/(1 - 2)),

arccoth(z) = 3 In((z +1)/(z — 1)).
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6.7.8 Egalité de fonctions

Nous avons déja vu des exemples concrets du fait que certaines fonctions peuvent
s’écrire sous deux formes distinctes, tres différentes a priori. Il en est ainsi par
exemple pour

arcch(x) = In(x++va2-1), Vzell, o0,
arcsh(zr) = In(x 4+ V1+2?), VreR,
|

1
n L Wrel-1,1[.

1
arcth(z) = gy
-z

Pour établir ces égalités, on aurait pu aussi recourir au théoreme de l'ouvert
connexe. Ainsi, par exemple, nous savons que arcsh appartient & Co.(R) et est tel
que arcsh(0) = 0 et Darcsh(z) = (1 + 22)~Y2. De plus, on vérifie aisément que
In(z + (1 + 2?)Y/2) appartient & Coo(R) et est tel que In(0 + (1 + 0%)Y/2) = 0 et
Din(z + (1 4+ 22)Y/2) = (1 4 2?)~Y/2. D’on I'égalité de ces deux fonctions.

Le résultat suivant, qui peut étre considéré comme étant un exercice, a des
conséquences importantes.

Ezercice.  Etablir que

arctg(x) + arctg(l/z) = =/2, Vx>0,
arctg(x) + arctg(l/z) = —7/2, Va <O0.

Suggestion.  Comme on a arctg € Coo(R) et 1/2 € Co(R\ {0}), le théoréme
de dérivation des fonctions de fonction signale aussitot que arctg(1/z) appartient a
Coo(R\ {0}). Des lors, il vient

arctg(z) + arctg(l/x) € Coo(]—00,0[ U]0, +00]).

Calculons a présent la dérivée de cette fonction. Dans les ouverts connexes
|—00,0[ et ]0, +00[, on a

1 1 -1
Darctg(z) + arctg(1l/z) = =0.

RV

Il s’ensuit que la fonction arctg(z) + arctg(1l/x) est constante sur |—oo,0[ et sur
10, 400 (mais il peut fort bien s’agir de constantes différentes C; et Cy).
Déterminons C. On peut, par exemple, calculer C'; au moyen de la valeur de la
fonction arctg(x) + arctg(1/x) en un point particulier de |—oo,0[. Ainsi, en z = —1,
on obtient
Cy = arctg(—1) + arctg(—1) = —7/2.
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On peut aussi calculer C' par
Cy = lim (arctg(z) + arctg(l/z)) =0 —7/2 = —7/2
z—0~
ou par
Cy; = lim (arctg(z) + arctg(l/z)) = —7/2+ 0= —m/2.

On obtient Cy de la méme maniere. Il vient ainsi
Cy = arctg(1l) + arctg(l) = 7 /2

et nous voyons donc que (' differe de Cy. En particulier, la fonction étudiée n’admet
pas de prolongement continu sur R.

6.7.9 Etude de la fonction arg(z) sur C\ {0}

Théoreme 6.7.9.1 La solution unique arg(z) = 0(x,y) € [0,2n[ de [’équation
W@y = 2/ |z| avec z = x +iy € C\ {0} est donnée par le graphique ci-dessous:

y N
mn/2
8(x,y) = arctg (y/x)
>+ o i S R y
—xtt X
TR (N
B(x,y) = 21 + arctg (y/x)
3 /2

De plus, on a

0(z,y) € Coo(R?\ { (2,0) : & > 0}),

ainst que
_ Yy __*
Dible) = =z z o Doflew = 77

Preuve.  a) Vérifions tout d’abord que la solution proposée est correcte.

Il est clair qu’on doit avoir 0(0,y) = 7/2 pour tout y > 0 et #(0,y) = 37/2 pour
tout y < 0. De plus de

: 0 e o
ei@(:&y) _ M — C.OS( (x’y)) :p;+y2 )
/22 1 ¢ sin(0(z,y)) Ve
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on tire aussitot I’égalité tg(f(x,y)) = y/x pour tout x # 0. Dans ces conditions,
pour x # 0, il vient

0(z,y) = arctg(y/x) + kr avec k€ {0,1,2}.

Les formules cos(f + km) = (—1)* cos(f) et sin(6 + kr) = (—1)*sin(#) valables pour
tout k € Z et tout € € R permettent alors de conclure aussitot.

b) Etudions la dérivabilité de cette fonction.

Comme on a

arctg(y/z) € C({ (z,y) : v # 0,y € R}),

ainsi que
Y
D, arctg(y/xz) = gy sur {(z,y): 2z #0,y € R},
x
D arctg(y/z) = 2w {(z,y) 12 #0,y e R},

il suffit de noter les deux points suivants.
Considérons d’abord un point (0,y) avec y > 0. D’une part, on a

lim arctg(y/h) — /2 — lim —arctg(h/y) _ 1
h—0+, heRy h h—0+, heRyg h Y
et
im 7 + arctg(y/h) — /2 — lim —arctg(h/y) _ 1
h—0—, heRy h h—0—, heRy h Y

donc la fonction #(x,y) est dérivable par rapport & = en (0,y) et

1 y
S T I
y 749 Loy
D’autre part, on a bien sur
D, 4] 0 { ° } Yy >0
Oy) =Y = o VY = U
’ 7Y Loy

Le cas d'un point (0,y) avec y < 0 se traite de méme.
D’ou la conclusion.g

* — On en déduit de suite le résultat suivant.
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Théoreme 6.7.9.2 Pour tout nombre complexe non nul z = x + iy, la solution
unique 0'(z,y) € [a,a + 27[ de Uéquation ¢ @¥) = 2/ |z| est donnée au moyen de la
fonction 0 de l’énoncé précédent par

0'(x,y) = 0(x cos(a) + ysin(a), —x sin(a) + y cos(a)) + a.
Elle appartient a
Coo(R?*\ { (r cos(a), rsin(a) : v > 0})
et ses dérivées sont données par

Yy T

Dx0($7y> = _W et Dye(m,y) =

At
6.7.10 Calcul des dérivées multiples

Il n’y a que quelques cas particuliers pour lesquels on peut donner des formules
ou méthodes qui permettent de calculer aisément une dérivée d’ordre quelconque
d’une fonction composée obtenue a partir de fonctions élémentaires.

A. Voici tout d’abord quelques formules usuelles.

a) Pour tout ¢ € C et tous entiers m € Ny et p € N, on a

( (z—c)™ P si p<m,
0 si p>m.
b) Pour tout ¢ € C et tous m, p € Ny, on a

v L emm ety 1)t
D(:p—c)m (=1)Pm(m+1)...(m+p 1)(x_c)m+p.

¢) Pour tout ¢ € C et tout p € N, on a
DPe = cPe .
d) Pour tout r > 0 et tout p € N, on a
DPr® = (In(r))Pr®.

B. On en déduit aisément les dérivées des combinaisons linéaires de telles fonc-
tions.
Cette circonstance a notamment lieu pour

a) les polynomes.
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b) les fractions rationnelles. Ainsi par exemple, pour tous a,b € C tels que a # b et
tout p € Ny, il vient

Dp(x_a)l<x_b) - Dp(aib <1’ia N xib>)
(=D)"p! I
a—>b ((q} —a)yrtt (z— b)p+1) .

c) DPcos(ax) et DPsin(az) si a € R et p € Ny. De fait, il vient

Dp{ ijégi)) } _ { R }D”em‘” _ { X }(ipap(cos(am) + isin(az))) .

N)

d) DP(e* cos(bx)) et DP(e* sin(bx)) si a,b € R. En effet, on a

e cos(bx R atib)a R . atib)z
Dp{ eaxsingbx; }: { S }Dpe( +ib) :{ N }((a+lb)pe( +ib) )

e) les polynomes en e**, ch(bx + ¢), sh(bz + ¢), cos(bx + ¢) ou sin(bz + ¢) car un tel
polynome peut s’exprimer sous la forme d’une combinaison linéaire d’expressions de
la forme e** cos(fz) ou e sin(fz). Ainsi, par exemple, on a

1 2 1
p1+cos(2z) = —DPcos(2z), Vp € Ny.

DPcos®(z) =D
cos”(x) 5 5

C. Il convient aussi d’essayer de recourir a la formule de Leibniz; on obtient
parfois une formule de récurrence entre les dérivées successives de la fonction.
En voici quelques exemples théoriques.

a) Si R et S sont des polynomes de degrés respectifs r et s tels que r < s, on
obtient une relation de récurrence entre les dérivées successives de f = R/S en
calculant DPR = DP(fS) avec p > s.

b) Si R et S sont des polynomes de degrés respectifs r et s tels que r < s,
on obtient une relation de récurrence entre les dérivées successives de f = ef/% en
notant que la “dérivée logarithmique” de f, c’est-a~dire l'expression (Df)/f, est
donnée par

Df S-DR—-R-DS P
f 52 - Q
ou P et () sont des polynomes. On calcule ensuite D?(QD f) = DP(fP) avec p > 2s.

c) Si f est une fonction inverse, on remarquera que sa dérivée premiere ou sa
dérivée seconde donnent lieu & une relation du type R-Df = S ou R-D?f = S-D f ol
R et S sont des polynomes. On calcule ensuite DP(R - f) = D?S ou DP(R - D?f) =
DP(S - Df) ou p est supérieur ou égal aux degrés de R et de S.
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Exemple.  Obtenir une relation de récurrence entre les dérivées successives
de la fonction
ar +b

@)= cx?+dr+e’

(a,b,c,d,e € C).
Dans le plus grand ouvert €2 de R tel que f € C(f2), on a
(cx® + dx +e) f(x) — (az +b) = 0.
Des lors, pour tout entier p > 2, la formule de Leibniz donne
(cx? + dx + e)DP f(z) + p(2cx + d)DP~ L f(x) + p(p — 1)eDP 2 f(z) = 0.
Pour étre complet, il faut encore noter qu'on a f et que D f s’écrit

cx? +dx +e) — (ax + b)(2cx + d)
(ca? + dx + €)?

a
Df = (
Exemple.  Obtenir une relation de récurrence entre les dérivées successives
de la fonction arcsin. En déduire la valeur de
[DParcsin]y, Vp € N.
On sait que la fonction f = arcsin appartient a C(]—1, 1[) et que

1
Darcsin(r) = ——, Vz e]|-1,1].

V1—22

En dérivant cette identité, il vient

D*f =

T
1_:Csz, Vo e]-1,1],

donc

(1—2%)-D*f —2-Df =0.
Il s’ensuit par la formule de Leibniz que, pour tout entier p > 2,
(1= a%) - D2 f = 2po - D f = plp — YDV f — 2D f = pDPf =0,

c’est-a- dire
(1—2%)-DPP2f — (2p+ 1)x - DPPLf —p?DP f =0
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sur |—1, 1[ pour tout entier p > 2. (* On peut simplifier ce qui suit si on remarque
que cette derniere égalité est en fait valable sur |—1, 1] pour tout entier p > 0.%)
Pour que la relation de récurrence soit complete, on doit encore noter que

f(z) = arcsin(x),
Df], = (1-2*)7
D?*f], = x(l—a®)2
[DSf]x _ (1 . 232)_3/2 + 3332(1 . 2?2)_5/2,

f(0) = 0,
D f], 1,
[D?£], 0,
[D*f], 1,
[Dp+2f]o = p2[Dpf]0, Vp > 2,

c’est-a-dire

et



Chapitre 7

Applications de la dérivation

7.1 Calcul de limites

7.1.1 Position du probleme

Nous avons déja répondu partiellement a la question suivante.

Probleme. Soient fi, ..., f; des fonctions réelles, en nombre fini et définies sur
une méme partie de R”, et soit f une fonction définie sur une partie A’ de R” telle
que

A D {(filz),..., fs(x)) :x € A}

Soit en outre ¢ un point g € A~ ou oo (cette derniere éventualité n’étant envisagée
que si A n’est pas borné); il existe donc au moins une suite x,, de points de A qui
converge vers £. Supposons que chacune des fonctions fi, ..., f; admette une limite
(finie ou non) en & a savoir

lim f;(z) =y,

pour tout j € {1,...,J}. La fonction f(f1,...,[fs) est alors définie sur A et on
demande si la limite

}vl_{%f(fl(x%?ﬁ](‘r))

existe et, si la réponse est affirmative, d’en donner la valeur.
La réponse obtenue plus tot s’énonce comme suit: si les limites aq, ..., ay sont
finies, si o = (o, ...,cp) appartient a A’ et si f est continu en (o, ..., a ), alors

igrréf(fl(x),,fj(m)) = flag,...,ay). (%)

En fait, la démonstration en était aisée et prouve que, silimx_., f(X) a un sens
pour o = (v, ..., ay), alors

iifléf(fl(m)a s Ja(x)) = lim f(X).

X—a
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Dans le cas (*), on voit que la substitution pure et simple de o dans f procure le
résultat. Sans I'’hypothese de continuité de f en «, cette substitution pure et simple
est dénuée de sens.

Cependant, il existe des cas ou cette substitution admet une interprétation di-
recte. En voici quelques exemples concrets:

a) avec 00:
c+ o0 =00, VeeC, cf.: limg_ oo (th(z) + 2),
c-00=o00, VeeC\{0}, lim, oo (x - th(x)),
c/oo =0, Ve e C. lim, 4 oo (th(z)) /2.
Une généralisation immédiate procure aussitot les résultats suivants:
: : : : . sin(z)
1 _ lim (2 = £ 1 = 0.
xiriloo(sm(x) + ) = 00, xirlloo( +sin(z)) -z =00 e Jim —
b)avec too:

atoo==x00, VaeR,
00 + 00 = +o0,

+oo si a >0,
a-(ioo)—{:FOO si a<0,

a 0F si a>0, a [0 si a>0,
Too { 0 si a<o Q_{ 0t si a<0.

Cependant il existe des cas ou la limite particuliere cherchée existe méme si
lim,_, f(x) n’existe pas. Ainsi fi(z) = = + sin(x) et fo(x) = sin(z) sont des
fonctions réelles appartenant a Co(R) et convergeant vers 0 si  — 0. La fonction
f(z,y) = y/z appartient & Co({ (z,y) : x # 0}) et n’admet pas de limite en (0,0).
Cependant nous allons voir que la limite lim,_o(x +sin(z))/sin(x) a un sens et vaut
meme 2.

Il s’agit de cas ou la substitution de o dans f(x) conduit a un symbole dénué
d’interprétation; on dit qu’il s’agit d’un symbole illusoire ou indéterminé.

Ces cas sont nombreux; en voici les principaux.

Symboles illusoires de base: 0/0, 0- 0o, co/oc0

Ces trois cas sont équivalents car on a

f_ ;1 Vs
g g 1/f
On les trouve par exemple dans les limites suivantes
i 1
lim sm(:z:)7 lim —e*, et lim n(z)

z—0 x r—+00 I r—+oo I
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Symboles illusoires principaux

a) oo — oo: il se ramene aux précédents par I'opération

g—f.(1_9
fgf(lf)

et I'indétermination ne subsiste donc que si on a g/f — 1.
b) Cas exponentiels: 0°,1%°, 00, Ils se rameénent aux symboles illusoires de base

en utilisant la formule X* = ¢*™X) On les trouve par exemple dans les limites
suivantes
lim (1/2 — cot lim 2%, lim (1+1/2)", lim z'/"
lim (1/z —cotg(z)),  lim 2%, lim (1+1/2)%,  lim 2

Symboles illusoires qui se rameénent aux précédents
Ce sont des symboles tels que

0 oco— o0

0 0-00

o0

L’apparition d’un symbole indéterminé indique tout simplement que la détermi-
nation de lim,_.¢ f(fi(x),..., fs(z)) est délicate et exige une étude supplémentaire.

L’étude de ces limites repose sur la connaissance des propriétés des limites et sur
le théoreme de 1’Hospital.

7.1.2 Théoreme de I’Hospital

Introduisons tout d’abord quelques notations valables dans tout ce paragraphe.

Notations.  Nous désignons par
r un point de R,
€ soit r*, soit r~, soit +o0o, soit —oo,
V un ouvert de R pour lequel il existe

g >0 tel que r,r+¢e si on calcule lim,_,,.+,

VD] [
e >0 telque VDOlr—¢&,r[ sioncalcule lim, .-,
N' >0 telque V DN’ +oo[ sioncalcule lim, o,
N' >0 telque V D]—oo,—N’'[ sion calcule lim, ., .

Théoreme 7.1.2.1 Si
a) f et g sont des fonctions réelles et dérivables sur V,
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b) g et Dg différent de 0 en tout point de V,

c) on ale cas 0/0 (c’est-a-dire lim, ¢ f(x) = 0 et lim,_.¢ g(z) = 0) ou le cas co/o0,
(c’est-a-dire lim,_.¢ g(x) = 00),

d) on alim, D f(z)/Dg(x) =1 (I pouvant étre un nombre réel, +00 ou —00),

lim /()

—— =

z—§ g(a:)

alors il vient

Preuve.  Nous allons établir le résultat simultanément pour les deux cas £ = r~
et £ = +oo; pour les cas £ = rT et £ = —oo, il suffit de procéder de maniére analogue.

Etablissons tout d’abord une formule auxiliaire.

Pour tous z, y € V tels que x < y et [z,y] C V, la fonction de Z suivante

[(2) 9(2) 1
atm | 7@ ole) 1 :{f(Z)(g(w)—g(y))—g(Z)(f(:v)—ﬂy))
1

fly) 9(y)

est définie, réelle et dérivable sur V', et s’annule en x et en y. Vu le théoreme de
Rolle, il existe z € |z, y[ ou sa dérivée s’annule: on a alors

(9(z) —g(W)Df(2) — (f(z) = f(y))Dy(z) = 0.

Pour tous x, y € V tels que |z, y[ C V, il existe donc z € |z, y| tel que

f@) _(, 9@\Df(z) [y
‘(1 g<x>)Dg<z>+g<x>'

9(x)
A. Cela étant, établissons le résultat dans le cas [ € R.
La formule auxiliaire donne lieu a la formulation suivante: pour tous x,y € V
tels que |z, y[ C V, il existe z € |z, y[ tel que

‘%—z‘ < ‘Df(z) _l‘+‘g(y)

) Dg(2) g9(z)

+

‘Df (2)
Dg(z)

‘f )]
9(x)

a) Envisageons le cas 0/0.
Fixons ¢ > 0. 1l existe alors xq € V suffisamment voisin de & pour que

Df(z) €
-l <=V :
Ceci implique notamment la relation

'Df (2)
Dg(z)

<l+z, V2 elagl.
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Cela étant, vu ’hypothese 0/0, pour tout x € |xg,&[, il existe y € |x, [ tel que

£

i+ )% .

z)

-

Au total, vu la formule auxiliaire, nous obtenons
’— — l’ <e, Vz€lzg,],
ce qui suffit.

b) Envisageons le cas co/o0.
Fixons € > 0. Il existe alors yy € V suffisamment voisin de £ tel que

Df(2) 3
-l <= )
‘ Dg(z) ’ = 27 Vz € ]y()v é[
Ceci implique notamment la relation
Df(z) €
< |l] + = .
Cela étant, vu ’hypothese co/o0, il existe xg € Jyo, £] tel que
£ €
i+ 5[ 28] | L] < £ v e ol

Au total, vu la formule auxiliaire, nous obtenons

l‘
(L’

— —l‘ <e, Vz€lxg,],
ce qui suffit.
B. Etablissons a présent le résultat dans le cas [ = +00 ou —o0.
La formule auxiliaire s’adapte a ces différentes possibilités de la maniere suivante:
pour tous z, y € V tels que |z, y[ C V, il existe z € |z, y[ tel que
D
) sl = oo f(z) > (1 B g(y)) f(z) | fy)
9(x) g(x)) Dg(z) [g(z)
D
i) s 1 = —oo: f(z) < <1 B g(y)) fz) | ‘f(y)
9() g9(x)) Dg(z)  |g(z)
Cela étant, les cas | = 400 et [ = —o0 se traitent de maniere analogue; aussi
nous n’allons établir la propriété que dans le cas [ = +o00.

Y

a) Envisageons le cas 0/0.
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Fixons N > 0. Il existe alors xy € V suffisamment voisin de ¢ tel que
‘Df (2)
Dg(2)

Cela étant, vu '’hypothese 0/0, pour tout = € |xg,&[, il existe y € |x,&[ tel que
ot ’f (v)
g(@

>2(N+1), Vzelxy{.

1
2

-

9(2) =1

Au total, vu la formule auxiliaire, nous obtenons
’f (z) 9(y)
9(x) 9(x)

ZNv v%’e].fo,f[,

>|i-

‘Df (2)
Dg(z)

B ‘ f(y)
9(x)

ce qui suffit.
b) Envisageons le cas co/oc.
Fixons N > 0. Il existe alors yg € V suffisamment voisin de £ tel que

‘ Df(z)

Dg(2)

Cela étant, vu ’hypothese oo/o0, il existe xg € |yo, £ tel que

J (o)
g9()

>2(N +1), Vzely,£l.

‘g(yo) <1, Vz€lrg .

g()

> |
< — et
2

Au total, vu la formule auxiliaire, nous obtenons
‘f (z) 9(yo)
9(x) 9(x)

ZN, VJIE]Io,é[,

>|i-

‘Df (2)
Dg(z)

B ‘f(?/o)
9(x)

ce qui suffit.g

Remarques.  a) La fonction g, dérivable sur un ouvert V' de R, est continue sur V.
Comme ¢ ne s’annule en aucun point de V', g garde un signe constant sur tout intervalle
inclus dans V, vu le théoreme des valeurs intermédiaires.

b) Si g est une fonction réelle et dérivable sur I'ouvert V' de R et si Dg ne s’annule en
aucun point de V', le théoreme de Rolle affirme que g ne peut s’annuler qu'une fois au plus
sur tout intervalle ouvert inclus dans V. On peut donc ne pas vérifier 'hypothese que g
ne s’annule en aucun point de V car cette condition sera automatiquement vérifiée sur un
ouvert V'’ inclus dans V et vérifiant I’hypothese formulée sur V.

c) Si on a les hypotheses a), b) et ¢) du théoréme de I’'Hospital ainsi que la propriété
lim, ¢ f(x)/g(x) = [, | pouvant étre un nombre réel, +00 ou —oo, on ne peut pas en
déduire I’égalité lim, ¢ D f(x)/Dg(x) = L.
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Ainsi les fonctions f(z) = z +sin(x) et g(x) = z vérifient les conditions a), b) et ¢) du
théoreme de I'Hospital avec £ = 400 et V =0, +00] et sont telles que

i SESR@) gy, @)
r—+00 x T—+00 X
alors que
D
lim /(@) = lim (1 + cos(x))

T—+00 Dg(l’) Tr—-400

n’existe pas.

d) Parfois le recours au théoreme de 1’Hospital ne permet pas de conclure.

Ainsi les fonctions f(z) = z et g(z) = (1 + 22)/2 vérifient les conditions a), b) et c)
du théoreme de 'Hospital avec £ = +o00 et V =10, 400[, et on a

. Df(x) . V1422
lim = lim ——,
T—+00 Dg(:z:) T——+00 T

puis
Dv1 + 22 x

lim ———— = lim

T—~+00 Dz T—+00 m .

Cependant un recours aisé aux propriétés des limites donne

1
lim QU i

—_— 1 _— =
T——400 ”14—.%'2 xHHEOO ’/$_2+1

Le méme phénomene se présente dans le calcul de

lim ((az +b)/(cz + d))"/?

T——+00

avec a, b, ¢, d > 0.

e) Si l appartient a R, il convient de remarquer également que les hypotheses a), b) et
c¢) du théoreme de I'Hospital et

Df(z)
im =" (resp. I~
lim 5o (resp. I7)
ne permettent pas de conclure que
1 M—ﬁ (resp. [7)
a—¢€ g(x)

Ainsi on a
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Le tableau suivant contient quelques exemples directs d’application du théoreme
de I'Hospital. Ils donnent le comportement de certaines fonctions simples a une
extrémité de leur intervalle de définition. Elles servent bien souvent de limites de
référence qui permettent de simplifier le calcul d’autres limites.

Limites remarquables pour > 0 et a € R\ {0}
i h
lim S0 tim B2 _
xz—0 x x—0 x
t th
tim B tim 1)
z—0 X z—0 X
i h
lim arcsin(z) 1 iy 8ECS (x) 1
x—0 x x—0 x
lim arctg(x) _q lim arcth(z) _1
z—0 x z—0 T
lim z* =1 lim 2'/* =1
z—07F r—+00
1
lim 2" In(xz) =0 lim n(z) =0
z—0+ z—+oo 7
lim z"e® =0 lim & = +00
T——00 z—oo T
In(1 z
lim 202 lim (142) = e
z—0 x T—400 X

Remarques.  a) La vérification de ces formules remarquables est directe et par con-
séquent, laissée aux étudiants.

b) Pour r > 0, les formules

|
lim 2" In(z) =0, lim n(x) =0, lim |z|"e* =0, et
r—0+ rz—+oo 27 T——00

lim 27 "e® = 400
T——+00

s’énoncent bien souvent de la maniére suivante: “en 0T et en 400, les puissances positives
de = dominent In(z)” et “en —oo et en 400, ¥ domine les puissances positives de z”.
Elles ont des conséquences importantes en calcul intégral.

Exemple.  Calculer
lim M
e—0+ & — sin(z)
On vérifie aisément les hypotheses a), b) et ¢) du théoreme de 1'Hospital dans
10, 7/2[. Cela étant, il vient
Df(x) . 1/cos*(x)—1 . 1+ cos(x)

2—0+ Dg(z) et 1 —cos(x) (% et cos?(x) ’
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et ainsi la limite a calculer est égale a 2.
Remarquons que la division haut et bas par 1 — cos(x) pour obtenir I’égalité (x)
a simplifié considérablement les calculs.

Exemple. Parfois il faut recommencer les opérations.

Calculer .
sin(z) — x
lim S =2
z—07t a3
Apres avoir vérifié les hypotheses a), b) et ¢) dans |0, 7[, on obtient

Df(x) ’ cos(z) —1 . —2sin’*(z/2) 1

li = .
e Dg(z) a—0+ 322  (» i 12(x/2)? 6
En (%) on pouvait aussi vérifier a nouveau les hypotheses a), b) et c¢) et noter
que
D —1 ' 1
lim (cos(z) — 1) — tim sin(x) _ L
z—0+  D(3x2) -0t 6 6

Exemple. Parfois I'utilisation du théoreme de I’Hospital ne mene a rien, mais
on peut obtenir le résultat en passant a (1/f)/(1/g).
Etant donné a, b > 0, calculer

lim —(ln(ax))_l .
z—0+ (In(bx))~!

On vérifie aisément les hypotheses a), b) et ¢) puis il vient

Df() _ . (In(ax))”

om0 Dg(z)  amo+ (In(ba))—2
et on vérifie aisément que des essais ultérieurs ne menent a rien.
Exemple. Calculer

Comme on vérifie aisément par le théoreme de I’Hospital que

lim (14 2)Y% =e;

z—0+

nous sommes en présence du cas 0/0. Apres avoir vérifié les hypotheses a), b) et c),

on calcule
Df(x) , 1 1 In(1 + x)
= 1 1 [z, _
om0+ Dg(x) :cgglJr( +2) z(1+x) x?
_ e‘hmx—(1+x)ln(1+x)
r—0t ZL’2<]. —+ ZE)
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par un nouveau recours au théoreme de I’Hospital. Apres avoir vérifié les conditions
a), b) et ¢), on calcule

. 1—=1—In(1+2)
lim
z—0t 2x + 31‘2
au moyen d’une troisieme application du théoreme de I'Hospital. On vérifie les
conditions a), b) et ¢) puis on note que

1
— lim =—=

a—0t+ (1 4+ 2)(2 + 6x) 2

Au total, la limite envisagée existe et vaut —e/2.

Ezercice.  Vérifier que la fonction

e Ve i x>0,

fiR—R x»—>{0 G 2<0

appartient a Coo(R).

7.2 Recherche des extrema

7.2.1 Extrema d’une fonction réelle

Définitions.  Soit f une fonction réelle définie sur une partie A de R".

Un point x¢y € A est un extremum local de f dans A et plus précisément un
mazimum (resp. minimum) local de f dans A sl existe une boule b de centre zg
telle que

f(zo) > (resp. <) f(z), VzebnA. (%)
Parfois on ne spécifie pas le mot local.

En outre, on dit que cet extremum (maximum ou minimum) est
strict si, dans (x), 'égalité est exclue pour x # x;
global si (x) est vrai pour toute boule b de centre z.

Remarquons qu’une fonction réelle définie sur A C R"™ peut
a) ne pas avoir d’extremum dans A. C’est le cas pour la fonction f: z — z dans R.

b) avoir un nombre fini d’extrema dans A. C’est le cas pour la fonction |-| dans R,
pour laquelle ¢ = 0 est un minimum strict absolu.

c) avoir une infinité d’extrema dans A. C’est le cas pour la fonction cos dans R,

pour laquelle tous les points 2k avec k € Z sont des maxima stricts locaux et tous
les points m + 2km avec k € Z des minima stricts locaux.
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On ne dispose pas de méthode générale permettant la recherche des extrema
d’une fonction réelle sur une partie de R™. On se place dans le cas des fonctions
dérivables sur un ouvert; le résultat suivant est a la base de cette étude.

Théoréme 7.2.1.1 Si f est une fonction réelle et dérivable sur l'ouvert Q) de
R™ et si g € €2 est un extremum de f dans (), on a

[le]xo == [an]:ro =0.

Preuve.  De fait, pour k < n, il vient

) 1
[Difleo = hﬂ%{f}{leRo E(f(ﬁo + hex) — f(x0))
ou pour h suffisamment petit, le quotient change de signe avec h: la limite doit donc
étre nulle.g

Malheureusement ce résultat n’admet pas de réciproque. Ainsi la fonction
fiR*" R x—a3+... +a°

appartient a Co.(R™) et l'origine est le seul point de R™ ou toutes ses dérivées d’ordre
1 sont nulles. Cependant 0 n’est bien sur pas un extremum de f dans R" puisque
pour z = he; avec h € R, f(he;) = h? change de signe avec h.

Définition. Si f est une fonction réelle et dérivable sur un ouvert €2 de R",
un point stationnaire de f dans €2 est un point de 2 ou toutes les dérivées d’ordre
1 de f s’annulent.

On peut alors énoncer le résultat précédent de la maniere équivalente suivante:
les extrema éventuels d’une fonction f réelle et dérivable sur un ouvert 2 de R™
sont des points stationnaires de f dans Q.

Remarque.  Insistons sur le fait que cette regle ne permet pas de rechercher les ex-
trema d’une fonction qui sont des points ou cette fonction n’est pas dérivable. Voici deux
exemples typiques ol cette situation a lieu.

a) Considérons la fonction f: [0,1] — R =z — x. Elle est réelle et dérivable sur
louvert 0, 1] et sa dérivée est égale a 1 en tout point de cet ouvert: f n’admet donc
pas d’extremum dans |0, 1[. Cependant on voit directement que 0 est un minimum strict
absolu et 1 est un maximum strict absolu de f dans [0, 1].

b) Etant donné r > 0, considérons la fonction

frA={zeR": z|<r} >R zw |z|.
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Bien str, elle est réelle et dérivable sur 'ouvert { z € R” : 0 < |z| < r} et, dans cet ouvert,

le systeme

L
n’a pas de solution. Cependant il est clair que 0 est un minimum strict absolu et que tout
x € R™ tel que |z| = r est un maximum absolu de f dans A.

7.2.2 Recherche des extrema d’une fonction

La méthode de recherche des extrema d’une fonction réelle et dérivable sur un
ouvert €2 de R" consiste alors a déterminer les points stationnaires de cette fonction
dans €2 puis a examiner chacun de ces points stationnaires. La premiere partie
consiste en la résolution du systeme d’équations (généralement non linéaires)

Dkf = Oa (k S n)a

ce qui peut étre particulierement redoutable. La deuxieme partie peut étre allégée
au moyen des résultats qui vont suivre; les cas n = 1 et n > 1 étant différents, nous
allons les traiter séparément.

Recherche des extrema d’une fonction réelle et dérivable sur un ouvert
de R

Théoreme 7.2.2.1 Soit f une fonction réelle et dérivable sur l'intervalle |a,b]
de R. Un point stationnaire xo de f dans |a,b|

a) est un mazximum (resp. minimum) local de f dans |a,b| s’il existe € > 0 tel que
rg—e<x<zy = [Df],> (resp. <)0

et
ro<zr<zy+e = [Df]l. < (resp. >)0.

b) n'est pas un extremum de f dans]a,b| sl existe € > 0 tel que D f garde un signe
constant sur [xo — e, 20 + €] \ {xo}.

Preuve.  C’est une conséquence directe des propriétés relatives a la croissance
et a la décroissance des fonctions réelles et dérivables sur un intervalle ouvert de R g

On peut compléter ce résultat si f est p fois continiment dérivable avec p > 1.

Théoreme 7.2.2.2 Si p est un entier strictement supérieur a 1, si f est une
fonction réelle appartenant a C,(|xg — €,z + €]) avec € > 0 et si

[Dflag =...=[D"flsy =0 et [DPfl,, #0,
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a) xg est un extremum local de f dans |xo — €,z + €[ si p est pair. C’est un mawi-
mum si [DP fl,, <0 et c’est un minimum si [DP fl,, > 0.

b) xo n'est pas un extremum de f dans |xg — e, 29 + €[ si p est impair.
Preuve.  Quitte a remplacer € par £ € ]0,¢[, nous pouvons supposer que la

fonction continue D? f garde un signe constant sur |zg — &, z9 + €. Vu le théoreme
de Taylor et 'hypothese, pour tout h € |—¢, €], il existe y € |zg — &, 2o + €[ tel que

F(wo+h) = flwo) + g[Dpf]y-

La conclusion s’ensuit directement.g

Ezercice.  Etant donné a, b > 0, rechercher les extrema et discuter la croissance de

la fonction
f:]0,4+00[ >R z+ ax+b/x.

y \

(0,2(ab)1/2)

T
|
|
X X
|
1

((b/a)1/2,0)

Suggestion.  Bien str, f appartient & C(]0, +o0[) et on a
[Df]le =a—bx~% VY €]0,+oof.

Des lors, il vient
a) [D f], > 0 pour tout z € |(b/a)"/?, 400,
b) [Df], = 0 si et seulement si x = (b/a)/?,
¢) [Df], < 0 pour tout z € |0, (b/a)'/?[.
On en déduit aussitot les renseignements suivants:
a) f est strictement décroissant sur |0, (b/a)'/?[ avec lim,_o+ f(z) = +o0,
b) 2o = (b/a)/? est un minimum strict absolu,
c) [ est strictement croissant sur | (b/a)'/?, +oo[ et lim,_. o f(z) = +o0.
« — Ceci implique notamment que y = ax + b/x est un changement de vari-
able régulier d’ordre infini entre |0, (b/a)'/?[ et |2(ab)'/?, +o00[ d’une part et entre
1(b/a)'/?,4+00] et |2(ab)'/?, +oo[ d’autre part. «— s
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Ezercice.  Rechercher les extrema et discuter la croissance de la fonction
f:10, 400 =R z— (1+1/2)".
Suggestion.  Bien sur, f(x) est défini et strictement positif en tout = € ]0, 00/,
et appartient & C,(]0, +o0[). De plus, on a
1 1
Dfl], = A In(1+-)———], Vzel0 +oof.
D7) = fo)- (4 3= =) oo o]

Le signe de cette dérivée en x est donc donné par le signe de In(1+1/z) —1/(1+x),
qui est difficile a trouver directement. On peut cependant procéder comme suit.

D’une part,
li In(1+ 1) ! 0
im |(In -) - =
z—+00 x 1+z

et d’autre part,

1 1 -1
D(In(1+-)— = , Vx e]0,4o00].
(m+ 3 - 135 ) = 7507 10, +o0]
Des lors, In(141/x)—1/(14x) est une fonction strictement décroissante sur |0, +00]
qui tend vers 0 si x — +o0o: elle est donc strictement positive. Il s’ensuit que D f
ne s’annule en aucun point de |0, 4+00[ et méme, plus précisément, que f est une
fonction strictement croissante sur |0, +o0l.
x — Comme on vérifie directement au moyen du théoreme de I’Hospital que
lim (1+1/z)*=1 et lim (14 1/x)* =e,
z—0t T—+00
on obtient que f est un changement de variable régulier d’ordre infini entre |0, +o0o[
et |1, e, «

Ezercice.  Etablir que toute fonction réelle, continue et non monotone sur un inter-
valle ouvert de R a un extremum local.

Suggestion.  Soit f une fonction réelle, continue et non monotone sur ]a, b|.

S’il existe un intervalle compact [c, d] inclus dans l'intervalle ouvert |a, b tel que
inf{ f(x): x € [c,d]} et sup{ f(z) : € [¢,d]} ne soient réalisés ni en ¢ ni en d, c’est
trivial.

Sinon, pour tout intervalle compact [¢, d] inclus dans Ja, b], f réalise ses bornes
supérieure et inférieure sur [c,d] en ¢ ou en d. On en déduit de suite que f est
monotone sur |a, b| car
a) ou f est constant sur ]a, b],

b) ou il existe ¢, d € ]a, b tels que f(c) # f(d). Sion a par exemple, f(c) < f(d), on
obtient aisément que f est croissant sur |a, b[ en recourant au théoréme des valeurs
intermédiaires.y



7.2. Recherche des extrema 239

Recherche des extrema d’une fonction réelle et dérivable sur un ouvert
de R"

Soit xo un point stationnaire d’une fonction f réelle et dérivable sur un ouvert
de R™.

Avant d’appliquer les résultats qui vont suivre, il convient de voir si, pour une
raison immédiate, o est ou n’est pas un extremum de f. Ainsi la fonction ||’
appartient a C..(R™), est réelle et admet 'origine pour seul point stationnaire. Or
xo = 0 est évidemment un minimum strict absolu de f sur R".

Rappelons que, si f est une fonction réelle appartenant a Cy(€2) ou  est un
ouvert de R", la matrice hessienne associée a f en x € € est la matrice Hy(x) de
dimension n X n, définie sur {2 par

[Hy(2)]jr = [D;Dyfley Vi, b <.

Il s’agit bien str d’une matrice réelle et symétrique, donc hermitienne. Cela étant,
pour tout point stationnaire xo de f dans et tout élément h de R™ tel que le
segment { o+ th : t € [0, 1]} soit inclus dans 2, le théoreme de Taylor affirme qu’il
existe 6 € |0, 1] tel que

o+ h) = f(zo) + % (H (20 + 6h)h, h)

Effectuons également un petit rappel de définitions et propriétés d’algebre ma-
tricielle. Etant donné une matrice hermitienne réelle H, il existe une matrice or-
thogonale (c’est-a-dire réelle et unitaire) U qui transforme H en diag(Aq,...,\,),
cest-a-dire telle que UHU = diag(A1,...,An), ot Aq, ..., A, sont les différentes
valeurs propres de H, comptées avec leur multiplicité. On distingue les cas suivants:
H est

a) défini positif , en abrégé dp, si on a A\; > 0 pour tout j <n,

b) défini négatif, en abrégé dn, si on a A; < 0 pour tout j < n,

c) semi-défini positif, en abrégé sdp, si on a A; > 0 pour tout j < n,

d) semi-défini négatif, en abrégé sdn, si on a A\; < 0 pour tout j < n,

e) indéfini dans les autres cas, c’est-a-dire s’il existe deux valeurs propres \; et A
de H, de signes différents.

Théoreme 7.2.2.3 Soit xy € () un point stationnaire de la fonction réelle f €
Ca(Q).

a) Si la matrice Hy(xo) est dp (resp. dn), zo est un minimum (resp. mazimum,)
strict local de f dans €.
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b) S7il existe une boule b de centre xq incluse dans Q telle que H¢(x) soit sdp
(resp. sdn) pour tout x € b, alors xy est un minimum (resp. mazximum) local de f
dans €.

c) Si la matrice Hy(xg) est sdp (resp. sdn) et s’il existe une boule b de centre x
incluse dans Q) telle que H¢(x) soit dp (resp. dn) pour tout x € b\ {zo}, alors xg
est un minimum (resp. mazimum) strict local de f dans Q.

d) Si la matrice Hy(xg) est indéfinie, alors xo n’est pas un extremum local de f

dans ).

Preuve.  a) Rappelons qu'une matrice hermitienne est
i) dp si et seulement si les déterminants des sous-matrices carrées occupant le coin
supérieur gauche sont tous strictement positifs;

ii) dn si et seulement si les déterminants des sous-matrices carrées occupant le coin
supérieur gauche sont strictement négatifs si leur dimension est impaire et stricte-
ment positifs si leur dimension est paire.

Cela étant, établissons le cas ot Hy(zg) est dp; I'autre se démontre de maniere
analogue.

Pour tout 5 < n, le déterminant de la matrice carrée de dimension j occupant
le coin supérieur gauche de Hy(xy) est donc strictement positif. Par continuité, il
existe alors r; > 0 tel que le déterminant de cette matrice soit strictement positif
pour tout z € R™ tel que |z — x| < r;. Des lors, la matrice Hy(z) est dp pour
tout élément x de R™ tel que |z — xo| < inf{ry,---,r,}. Dol la conclusion par la
formule de Taylor car on sait que, si H est une matrice hermitienne définie positive
de dimension n x n, on a (Hh,h) > 0 pour tout h € R\ {0}.

b) et ¢) résultent directement de la formule de Taylor et de la valeur de (Hh, h)
pour tout h € R" si H est une matrice hermitienne dp, dn, sdp ou sdn de dimension
n xn.

d) Comme Hf(x) est une matrice hermitienne indéfinie, elle admet au moins
une valeur propre A > 0 et une valeur propre A’ < 0. Comme toute valeur propre
d’une matrice carrée a au moins un vecteur propre, il existe h, K’ € R™ \ {0} tels
que H¢(zg)h = Ah et Hy(zo)h' = NI'. On a donc notamment (H¢(zo)h,h) > 0 et
(Hf(zo)h', 1) < 0. Cela étant, vu la formule de Taylor, on obtient aisément

i (F(eo +rh) — F(ao)) = 3 (Hy(o)h,b) > 0
et 1 1
lim — (f(zo+7rh") — f(x)) = 3 (Hy(zo)W', ') <0,

r—0+ 72

ce qui suffit car, pour r > 0 suffisamment petit, il vient alors

flzo+7h") < f(x0) < f(xo+7h)a
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Remarque.  Si zg est un point stationnaire de la fonction réelle f € Ca(S2), si H(zo)
est sdp (resp. sdn) et s’il n’existe pas de boule b de centre xy incluse dans 2 telle que
H¢(x) soit sdp (resp. sdn) pour tout = € b, xyp peut étre ou ne pas étre un extremum:
on ne peut pas conclure, il faut envisager chaque cas en particulier. Les deux exemples
suivants le montrent a suffisance.

Exemple. Considérons la fonction
[iRP =R (z,y) — a2’ =yt

Bien stir, f est réel et appartient & Co. (R?). De plus, (0,0) en est le seul stationnaire.

Enfin ,
T 0

est sd en (0, 0) mais il n’existe pas de boule b centrée en (0, 0) telle que H¢(x,y) soit
sdp (resp. sdn) en tout (z,y) € b. Cependant, il est trivial que (0,0) n’est pas un
extremum local de f dans R2.

Exemple. Considérons la fonction
fR =R (2,y) = (2 +y° = 1)%

Bien sir, f est réel et appartient & C.,(R?); de plus, ses points stationnaires sont
les solutions du systeme
dr(x®* +y*—1)=0
{ dy(z*+y* —1) =0,

a savoir le point (0, 0) et chacun des points de la circonférence { (z,y) : z? + y* = 1}.
Enfin la matrice H(x,y) s'écrit

(A +yP - 1) + 8a? 8y
Hy(z,y) = ( 8zy 4(x® +y* — 1) + 8y?

pour tout (x,y) € R%. Il est alors aisé de vérifier que 4(z% +y* —1) et 12(x? 4 y*) — 4
sont ses valeurs propres. Cela étant, comme H(0,0) est dn, il est clair que (0,0)
est un maximum local strict de f dans R?. De plus, en tout point (z,y) de la
circonférence { (z,y) : 2 + y* = 1}, Hy(x,y) est sdp mais ne reste sdp sur aucune
boule de centre (z,y). Cependant la fonction f ne prend que des valeurs supérieures
ou égales & 0 sur R? et s’annule en tout point de cette circonférence, donc tout point
de cette circonférence est un minimum local global.

Exercice.  Rechercher les extrema de la fonction

f: Q=104 5 R (z,y,2,t) — zyzt + 1/z+1/y+1/z + 1/t.
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Suggestion.  On a vite fait de vérifier que f est réel et appartient a C,, ().
Cela étant, ses points stationnaires dans €2 sont les solutions du systeme

yzt — 72 =0
xzt—y 2 =0
oyt — 272 =0
xyz —t2 =0

qui appartiennent a . Comme, dans 2, x, y, z et t different de 0, il s’agit des
solutions du systeme

1
TYzt = — = — = —
z

1
x t
(

qui appartiennent a €2. On en déduit de suite que (1,1,1,1) est le seul point sta-

tionnaire de f dans 2.
Calculons a présent Hy(1,1,1,1): il vient directement

He(1,1,1,1) =

[E T )
— =N
[ N T
N = = =

Un calcul aisé prouve alors que 1 est une valeur propre de multiplicité 3 et 5 une
valeur propre de multiplicité 1 de cette matrice. Au total, (1,1, 1, 1) est un minimum
strict local (il est méme global) de f dans €.

Ezercice.  Rechercher les extrema de la fonction
F1Q=10,72 =R (2,y) — sin(x) + sin(y) + sin(x + ).

Suggestion. 1l est immédiat que f est réel sur €2 et appartient a C,(£2). Ses
points stationnaires dans () sont les solutions du systeme

{ cos(z) +cos(z+y) =0
cos(y) + cos(z +y) =0

qui appartiennent a 2. Comme ce systeme est équivalent a

{ cos(z) + cos(z +y) =0
cos(z) = cos(y)

et comme la fonction cos est strictement décroissante sur |0, 7|, il s’agit des solutions
du systeme

{ fos:(:f) + cos(2x) =0
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qui appartiennent & 2. Comme les solutions de 2cos?(x) + cos(x) — 1 = 0 sont
cos(z) = —1 et cos(x) = 1/2, on déduit que (7/3,7/3) est le seul point stationnaire
de f dans 2. On a alors vite fait de vérifier que

Hy(m/3,7/3) = ? ( -2 -1 )

et que cette matrice est dn. Des lors (7/3,7/3) est un maximum strict local (il est
méme global) de f dans €.

7.3 Opérateurs de dérivation

7.3.1 Généralités

Définitions.  Un opérateur de dérivation dans un ouvert {2 de R™ est la donnée
d’un nombre fini de dérivées Dt ..., D" dans R" et d’une fonction F' définie sur
un ouvert w de Q x R™. Etant donné une fonction réelle f € C,(Q2) avec p > |a;|
pour j =1,...,m, 'action de cet opérateur sur f est la fonction

F(z,D*f,..., D f)

sur {x € Q: (z,D* f(x),...,D f(x)) € w} . Elle est aussi notée F f si aucune con-
fusion n’est possible.

L’ordre d’un opérateur de dérivation est le plus petit entier p nécessaire pour
pouvoir évaluer son action.

Exemples. Les lois qui, a f € C1(Q2) (resp. Co(R2); Cs(]a,b])) associent

(D, f)?+...+(D,f)?

2
(resp. Dif +...+D3f; %—?—i—%(%—?) )

sont des opérateurs de dérivation sur Q (resp. Q; |a, b[), d’ordre 1 (resp. 2; 3). On
les note explicitement

) ", D 3z /D>\’
S (e ot 2 (2)
- désignant la place ou f doit étre écrit. L’emplacement de ce point est alors tres
important, aussi on préfere bien souvent écrire le résultat de ’action de 'opérateur
de dérivation sur une fonction générique. Ainsi les opérateurs xD- et D(x-) de
dérivation sur R sont essentiellement différents.
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7.3.2 Opérations

Définitions. Soient F', F', F, ..., F; des opérateurs de dérivation dans un
méme ouvert €2 de R”, avec J € Ny.
a) Les opérateurs F' et F” sont égauz s’ils ont le méme ordre pet siona Ff = F'f
pour tout f € C,(12).
Ainsi, on voit de suite que les opérateurs de dérivation
n— 1D- 1

T xn—l

D(z"'D-) et —((&D)(&D) + (n — 2)2D).

2
D2 + >

sont égaux sur |0, +o00/.

b) Le conjugué de F est I'opérateur de dérivation F dans Q défini par I'identité
Ff= ﬁ, c’est-a-dire également F~ [~ = (Ff)~; il a méme ordre que F.

L’opérateur I est réel sion a F' = F.

c¢) Etant donné ¢4, ..., c; € C, la combinaison linéaire Z;.le c; I est 'opérateur
de dérivation dans € défini par (Z}]:1 GF)f = Z}]:1 ciFif.

On vérifie de suite ’égalité

J - J

(Son) -Xam

j=1

d) Le produit F; ... F; est opérateur de dérivation dans {2 défini par

(Fi...Fy)f = Fi(.. . (F5()))).

En particulier, si m appartient a Ny, la m-éme puissance F™ de F est I'opérateur
de dérivation défini par F* = F et F™ = FF™ ! pour m > 1.

On vérifie de suite 1'égalité (Fy ... F;)~ = (F1)" ... (F))~.

En général, on n’a pas FF' = F'F. Ainsi D(zD)- et zD(D-) ne sont évidemment
pas égaux. Par exception, on dit que F et F’' commutent si on a F'F' = F'F.

7.3.3 Linéaires a coefficients constants
Définition.  Un opérateur de dérivation F' d’ordre p dans I'ouvert €2 de R™ est
linéaire s’il vérifie
J J
F(3zan) - Xars
i=1 j=1

pour toute combinaison linéaire d’éléments f; de C,(£2).
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Si l'opérateur F est a la fois linéaire et réel, il vient

RS = 5(Ff+FD) = F (30 +T)) = FO)

2

Introduisons a présent des opérateurs de dérivation tres importants.

S(FS) = 55(Ff = FD = F (57~ 1)) = F3D),

Définition.  Toute combinaison linéaire de dérivées D* avec a € N" est évi-
demment un opérateur de dérivation linéaire dans tout ouvert 2 de R™ et son ordre
est égal a la borne supérieure des |a| = a1 + ...+ «, qui y interviennent. Elle est
notée soit explicitement:

Z o D”
(a)

oll Z(a) indique que la somme est finie, soit encore L. Un tel opérateur est appelé
opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants.

Proposition 7.3.3.1 On a (3, caD*)” =2, @D
Un tel opérateur z(a) coD® est réel si et seulement si tous ses coefficients sont
réels.y

Proposition 7.3.3.2 Les opérateurs de dérivation linéaires a coefficients con-
stants commutent.y

Définition. A I'opérateur de dérivation } ) caD® linéaire a coefficients con-
stants, on associe son polynome caractéristique, a savoir le polynome Z(a) CaT® Ol
on a posé % =z ... 2% pour tout o = (ay,...,q,) € N™.

Ainsi 22 + 21179+ 23 est le polynome caractéristique de D#+2D; D, +D3. Remar-
quons qu’inversement la donnée du polynome caractéristique détermine 'opérateur
auquel il est associé.

Proposition 7.3.3.3 a) Le polynome caractéristique d’une combinaison linéaire
d’opérateurs linéaires a coefficients constants est la combinaison linéaire correspon-
dante des polynomes caractéristiques.

b) Le polynome caractéristique d’un produit fini d’opérateurs linéaires a coeffi-
cients constants est le produit correspondant des polynomes caractéristiques.

Preuve.  De fait, les regles qui régissent les combinaisons linéaires ainsi que les
produits finis des polynomes et des opérateurs de dérivation linéaires a coefficients
constants sont analogues.g
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Corollaire 7.3.3.4 Toute identité algébrique entre polynomes, qui ne fait inter-
venir que des combinaisons linéaires et des produits finis, donne lieu a une iden-
tité entre les opérateurs de dérivation linéaires a coefficients constants qu’ils car-
actérisent.y

2

Exemples.  Ainsi, pour tout ¢ € C, (z — ¢)(z + ¢) = 22 — ¢* est une identité

sur R; par conséquent, on a l'identité
(D—c¢)(D +c)=D*—c%
De méme, lidentité (1 — z2)(z1 + 29) = 27 — 23 entraine l'identité

(D, — D,)(D; + D,) = D} — Dj.

7.3.4 Exercices

Ezercice.  Etablir que pour tout m € Z et tout k € Ny, on a
(z°D — (m — l)x)k = gD (kM)
Suggestion.  Procédons par récurrence. Comme on a
"D (2™) = (1 —m)x - +2°D-, Vm € Z,

c’est vrai pour k£ = 1 et tout m € Z.Cela étant, supposons l'identité exacte pour
tout k=1, ..., [ et tout m € Z et établissons-la pour k =1+ 1 et tout m € Z. 1l

vient successivement

(+D = (m—1)2)""" = (¢°D = (m - 1)z (a"*'D'(a' "))
= (14 D™D (gl 4 ghrm 2D ()

et
Dl+1 (x<xl—m')) — ZL’DI—H(LL’I_m') + (l + 1)Dl(l‘l_m'),
ce qui suffit.
Ezercice.  Etablir que, pour tout m € Z et tout k € Ny, on a
(zD* — (m — 1)D)k - = 2™DF (2" DF)
Suggestion.  Procédons par récurrence. Pour £ = 1 et tout m € Z, on a
évidemment,

2™D(x'"™D-) = 2D* + (1 — m)D-
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Cela étant, supposons l'identité exacte pour tout k =1, ..., — 1 et tout m € Z et
établissons-la pour k = [ et tout m € Z. Il vient successivement

(D? = (m — 1)D)"-
= (2D* = (m—1)D) (mel_l(:El_l_le_l-))
= 2™ (2D (2" "DIN) + (m 4+ 1)DH (2 D)

et, par application de la formule D!(z-) = xD! + ID'"!. qui donne lieu &
$Dl+1($l+1_le_1') — DZ(LUD(LUl_l_le_l')) o lDl<Il_1_le_1'),
il vient
xm (Dl (mD(xlflmelfl_)) + (m + 1 — Z)Dl(.’L'lilileil'))

1 suffit alors d’effectuer D(z'~*=™D!"1.) pour conclure.

7.3.5 Changement de variable

Définitions. Soient 2 et 2’ deux ouverts de R™ et soit p un entier supérieur
ou égal a 1, ou p = co. Un changement de variable régulier d’ordre p entre Q et Y
est une bijection ¢: Q — Q' entre ces deux ouverts telle que

el [eln € Co(Q) et [ 1, [0 € Cp(Q).
Trés souvent, on pose p(x) = 2/(z) et p~1(2') = x(2’) et on écrit

#'(x) € C,(Q) alaplace de [¢]1,...,[¢]n € Cp(Q),
z(2') € Cp(Y) alaplacede [p'1,..., [0 ', € Cu().

On parle alors du changement de variable z(z’) entre les ouverts Q et €', 2'(x) étant
appelé le changement de variable inverse entre €)' et .

Exemples. a) Le premier exemple de changement de variable est particuliere-
ment trivial; il est cependant rendu tres important par ses conséquences théoriques.

Le changement de variable identité sur un ouvert {2 de R™ est ’application iden-
tité de Q sur €2. On vérifie de suite qu’il s’agit bien d’'un changement de variable
régulier d’ordre oo entre 2 et 2.

b) Composition de changements de variable. Si z(z') est un changement de vari-
able régulier d’ordre p entre les ouverts €2 et €' de R" et si 2/(x”) est un changement
de variable régulier d’ordre p entre les ouverts €' et Q" de R™, alors

2y (@ (@), 2 (@), (=1 m),
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est un changement de variable régulier d’ordre p entre les ouverts Q et Q”. Cela
résulte aussitot des propriétés de la composition des bijections et du théoreme de
dérivation multiple des fonctions composées. Ce nouveau changement de variable
est noté x(z'(x")).

¢) Changement de variable dans R. Le théoreme de la fonction inverse donne
immédiatement lieu a U'interprétation suivante. Si la fonction réelle x(z") appartient
a Cpy(]a/,b']) avec p > 1 et si D,x(z’) differe de 0 en tout 2’ € |a’, V[, alors z(2”) est
un changement de variable régulier d’ordre p entre

lim z(z'), lim z(z’) [ (resp. 1 lim z(z), lim z(z) D
' —a't ' —b — ' —b — ' —a/t
et Ja’, b'[ si z(z') est strictement croissant (resp. strictement décroissant). (x — Au
paragraphe suivant, nous allons établir que le jacobien d’un changement de variable
ne s’annule pas; il s’ensuit qu’on obtient ainsi tous les changements de variable
réguliers d’ordre p entre deux intervalles ouverts de R. « )

7.3.6 Matrices jacobiennes et jacobiens

Définitions.  Soit z(z’) un changement de variable régulier d’ordre p entre les
ouverts Q et 2’ de R", de changement de variable inverse noté x'(x).
Les matrices jacobiennes qui lui sont associées sont notées

dx)  O(xy,...,7n) ; o)  Oy,...,x,)

n/.

) o, ) @) Oxr,... )

n

leurs éléments sont donnés par

(29) i o (82) 0,

avec j, k=1, ..., n.
Les jacobiens qui lui sont associés sont donnés par

(7)< an(35)

Il s’agit donc respectivement d’éléments de C,_;(£Y') et C,_1(€2).

Ces matrices jacobiennes et jacobiens jouissent des propriétés suivantes.

Proposition 7.3.6.1 Les matrices jacobiennes du changement de variable iden-
tité sur ouvert € de R™ coincident avec la matrice identité sur €2, a savoir la matrice
diag(xq, .., Xq), et leurs jacobiens avec la fonction xq.x
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Proposition 7.3.6.2 Si z(2') et 2/(z") sont des changements de variable régu-
liers d’ordre p > 1 entre les ouverts 0 et € d’une part, et Q' et Q" d’autre part,
leur composition x(z'(2")) = x(z") est un changement de variable régulier d’ordre
p entre Q et ", de matrice jacobienne donnée par

ox)\ [ Ox) a(z")
A(a") ) \O(&) ) iy \O(2") )
Preuve.  Nous savons déja que z(z”) est un changement de variable régulier

d’ordre p entre 2 et Q”. La description de la matrice jacobienne résulte aussitot du
théoreme de dérivation des fonctions composées. De fait, il vient

n

Dy;(a'(a")) = Y _[Dyj (@) - Dyti(a”)a

=1

Proposition 7.3.6.3 Si x(2') est un changement de variable régulier d’ordre
p > 1 entre les ouverts ) et ' de R™, on a

%5 (), % (),

De plus, les jacobiens sont liés par les relations

o (553) -4 ((367)..,) =+
o (553) -0 ((35)..,) =2

En particulier, les jacobiens ne s’annulent pas.

Preuve.  Cela résulte aussitot des deux propositions précédentes appliquées a la
composition des changements de variable x(z) et '(x) ou 2/(x) désigne le change-
ment de variable inverse de z(2’). En effet, z(2'(x)) est alors le changement de
variable identité sur Q et 2/(x(z’)), le changement de variable identité sur €)'y

7.3.7 Position du probleme

Soit z(z') un changement de variable régulier d’ordre p > 1 entre les ouverts
Q et Q' de R™ On sait alors, par le théoreme de dérivation multiple des fonctions
composées, que la fonction f(z(x')) appartient a C,(€') pour tout f € C,().
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Soit en outre un opérateur de dérivation F(z,D,) d’ordre ¢ < p dans Q.
Le probleme que nous allons résoudre est le suivant: existe-t-il un opérateur de
dérivation F'(2',D,,) d’ordre ¢ dans €' tel que
F'(2', Dy) f(x(2")) = [F(2, D) f(@)]a@), V€ Cp(Q), (%)

ou, cela revient au méme, tel que

[F' (2", Do) f(2(2")]wr @) = F(2,D,) (), Vf €Cy(Q). (x)
Nous allons voir que la réponse est affirmative et nous allons méme donner un
procédé de calcul de F'(2’, D).
Dans le langage des opérateurs, on écrit

F(z,D,) = F'(2/,D,),

étant entendu que la signification a donner a cette égalité n’est rien d’autre que ()
ou (xx) suivant le cas.
Emettons enfin une remarque: traditionnellement, on exige que, dans la réponse,

seules les fonctions x;(z’) avec j = 1, ..., n, interviennent. Les formules que
nous avons établies sur les matrices jacobiennes permettent d’ailleurs de revenir
immédiatement aux fonctions ’;(x) avec j =1, ... n.

7.3.8 Formule fondamentale

Théoréme 7.3.8.1 Si x(z') est un changement de variable régulier d’ordre p >
1 entre les ouverts Q et € de R", on a

Pa) oy [ R jewy [
b :(a@/)) N :(a«v))xm b

Tn Xy, x5,

Preuve.  Si f appartient a C;(€2), définissons la fonction f’ sur )’ par la relation
f'(@) = f(z(z')) pour tout 2’ € . Bien sur, f' appartient a C;(£2) et on a
f'(@'(x)) = f(x) pour tout x € Q. Cela étant, il suffit de noter que le théoreme de
dérivation des fonctions composées donne

n

D,, f(x) =D, f'(z'(2)) = Y (D f') 0/ (x) - D, ()

j=1
pour tout k£ < n, c¢’est-a-dire
D N D,f N D,f
S T B B T R el
: -\ 0(x) : [\ : ’
Dl’" Dx%f/ z/(x) Dx%f, z/(z)
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sous forme matricielle.
D’ou la conclusion.g

7.3.9 Formule générale

Théoréeme 7.3.9.1 Si x(z') est un changement de variable régulier d’ordre p >
1 entre les ouverts Q) et Q' de R"™ et si F(x,D,) est un opérateur de dérivation
d’ordre ¢ < p sur €}, on a

Fa | ¢ |)=Few) (a<f">)~’_l o )
1 G | ]

In T,

Preuve.  Cela résulte de suite de la définition méme des dérivées multiples d'une
fonction.g

7.3.10 Cas ou la matrice jacobienne est a colonnes orthog-
onales

Soit z(z') est un changement de variable régulier d’ordre p > 1 entre les ouverts

Q et ' de R™ tel que la matrice jacobienne 0(x)/0(x") soit a colonnes orthogonales.

En désignant par hy(z’), ..., h,(2’) les carrés des modules des colonnes succes-
sives de O(x)/0(2’), il vient

(g((?) ) (g((j))) — diag(hi(7),. .., hn(2'))

'dtm (gfg) = /(@) .. ().

Cela étant, la formule fondamentale et, par conséquent, la formule générale du
changement de variable dans les opérateurs de dérivation admettent une grande
simplification.

Théoréme 7.3.10.1 Si z(2') est un changement de variable régulier d’ordre
p > 1 entre les ouverts Q et Q' de R"™ et si la matrice O(x)/I(z’) est a colonnes
orthogonales, on a

D —=D_,
) o [ T
D. a<x/) ;D ’
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Preuwve. 11 suffit de noter qu’on a successivement
(o) - GE) G G s (G o)

donc .
) =aeree (e )

7.3.11 Exemples

Changement de variable dans R

Soit x(2') un changement de variable régulier d’ordre p > 1 entre les ouverts 2
et Q' de R. Soit en outre F(x,D) un opérateur de dérivation d’ordre ¢ < p sur €.
Il vient alors .

F(z,D)=F "N, =——D_, | .
(#.0,) = F (), 5D )

wr(@) "
Par exemple, on vérifie de suite que z(2') = ¢® est un changement de variable
régulier d’ordre infini entre 2 = |0, +o0[ et Q' =R, tel que
1 ,
D, = D,=e"*D,

T T
D, e*

donc tel que 2D, =D,,.

Un changement de variable adéquat peut donc fortement simplifier ’expression
d'un opérateur de dérivation; nous allons en voir de nombreux exemples par la
suite. (x — L’exemple que nous venons d’envisager est fort important: il permet de
résoudre les équations différentielles d’Euler, cf. § 9.1.7. « x)

Changement de variable linéaire

Soient A une matrice réelle de dimension n X n et a un point de R™. On vérifie de
suite que z(z') = Az’ 4+ a est un changement de variable régulier d’ordre infini entre
R™ et R™ si et seulement si la matrice A est non singuliére, auquel cas le changement
de variable inverse est donné par 2’(z) = A7 (z — a) et les matrices jacobiennes par

9(x)

eD) =A et (@) = AL
Des lors, la formule fondamentale s’écrit
D,, ng
— A1
D D,



7.3. Opérateurs de dérivation 253

En particulier, si A s’écrit

a; by ny

as bo no
A= ,

an bn ) nn

avec dtm(A) # 0, le changement de variable x = Ax’ + a transforme l'opérateur de
dérivation

j=1 k=1 =1

De fait, la formule fondamentale s’écrit aussi

Ainsi, pour a, b € R\ {0}, le changement de variable linéaire

r\ (a a x

y) \b =b)\¥¢
transforme 'opérateur de dérivation a*D? —b°D; en D,,D,,. (* Il permet en fait une
étude tres aisée de 'opérateur des ondes dans R.*)

Opérateur des ondes et transformation de Galilée

Dans R", le laplacien est 'opérateur de dérivation d’ordre deux A défini par
A=) "D;=Di+..+D..
k=1

L’opérateur des ondes est alors 'opérateur de dérivation
A —c*D?

ol ¢ est la vitesse de propagation et ol t est une variable indépendante de zq, ...,
7, (le temps). Dans R?, c’est I'opérateur qui régit la propagation de la lumiere dans
un milieu homogene.
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Afin de simplifier les écritures, nous allons voir comment se transforme cet
opérateur de dérivation sur R au moyen de la transformation de Galilée, c¢’est-a-
dire du changement de variable linéaire

()=-C D))
(5 )=( 0 ()

et, apres calculs, on trouve

Il vient

D2 — ¢?D? = (1 — ¢ *v*)D2, + 2¢ *vD,, D, — ¢ *D}.

On en déduit que 'opérateur des ondes n’est pas invariant pour la transformation
de Galilée.

Opérateur des ondes et transformation de Lorentz

Dans R, la transformation de Lorentz est le changement de variable linéaire

T\ 1 1 v x’
t ) J1-vtj2 \ v/ 1 t )
Apres calculs, on obtient
D2 — ¢?D? = D% — ¢ D3

et 'opérateur des ondes est invariant pour la transformation de Lorentz.

Un changement de variable non linéaire

ue devient lopérateur de dérivation S . xiD, au moyen du changement de
k=1 k Yy g

variable x = o ... 2, (k=1,...,n)?
Etudions d’abord ce changement de variable. Il s’inverse bien str en z] = z; et
x), = xp/xp—1 pour k = 2,...,n. Les fonctions z;(2") appartiennent visiblement a

Coo(R™) et les fonctions 2’(x) a
Co(R"\{z:21=00u ... oux,_1 =0}).

On vérifie alors de suite par exemple qu’il s’agit d’un changement de variable régulier
d’ordre infini entre les ouverts Q = {z : xy,...,2, > 0} et ' = {2’ : 2,..., 2/, > 0}
de R".
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Etudions ensuite ce que devient 'opérateur de dérivation. Afin d’éviter le calcul
de l'inverse d'une matrice n x n, notons que

1
—xo/2? 1)1y
a(z") B .
dx)
—Tn /Ty 1/Tny
donc
D,, 1 —mxy/2? Dxfl
. 1/1‘1 .
. . —xn/xi_l .
D:cn 1/]]”,1 (2 Dx%
D’ou on tire
> ub,,
k=1
xh 1 xh ...z
1 1 1L 1-+- Ly

Laplacien et transformation polaire dans R?

Etudions tout d’abord la transformation ou changement de variable polaire dans
R2. 11 est fourni par les relations

x = rcos(f) r €10, +00]
y = rsin(6) avee 6 € la,a+2n]

avec a € R (souvent on choisit a = 0 ou a = 7).

Son interprétation géométrique est immédiate.
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\y
(x,y)
r "~
a 6
X
Il s’inverse en
r=/r*+y?
cos(0) =z /r
sin(0) = y/r

et nous savons que, pour r = (x2+y?)1/2 > 0, le systéme cos(f) = x/r et sin(d) = y/r

admet une solution unique 6(x,y) € [a,a + 27[ telle que § € C(£2,). Il s’agit donc
d’un changement de variable régulier d’ordre infini entre

o =R\ { (rcos(a),rsin(a)) : r > 0} et €, =]0,+oo[ x Ja,a + 2.
Dans ce cas, la matrice

s = (ol )

est & colonnes orthogonales et on a h; = 1 et hy = r?. La formule fondamentale

s’écrit donc
(%)~ (o) o) ()

Cela étant, le laplacien devient

A = D2+D;
_ <cos(9)D,, - SinT(Q)DG) (cos(H)Dr . sinr(G)De)
+ (sin(@)Dr + @DO <sin(9)Dr + Coi(0>D9>

1 1
= D+ -D, + —D;.
r r
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Remarque.  Cette derniere formule permet un calcul aisé du laplacien des fonctions
radiales appartenant & Co(R?\ {0}) et montre qu’il s’agit encore d’une fonction radiale.
En particulier, on remarquera que la fonction In((z2 4 y2)'/2) appartient & Co(R?\ {0})
et que son laplacien est la fonction 0 sur R?\ {0}. * — On dit que In((z? + y?)'/?) est la
solution élémentaire du laplacien sur R?\ {0}. « *

Laplacien et transformation polaire dans R?

Etudions tout d’abord la transformation ou changement de variable polaire dans
R3. 1l est fourni par les relations

x = rsin(f) cos(y) r €10, +o00]
y =rsin(0)sin(p)  avec v € la,a+ 2|
z = rcos(f) 6 €10, 7]

avec a € R (souvent on choisit a = 0).
Son interprétation géométrique est immédiate.

z
| (x,y,2)
| I
U :
- (3] !
| | | | |
| | | | :
| | | : :
: Lo |
| : | a 1 y
| 1
| I ~o 1 »>
| : ‘_//‘ . :
L ~J(x,y,0)
e T
X : -
b
|
Il s’inverse en
r= /1?4 y? + 22
0 = arccos(z/r)
cos(ip) = NZEEy: ce systeme admet une solution unique
sin(p) = \/ngyQ dans [a,a + 27| telle que ¢ € Co(€,).

Il s’agit donc d’'un changement de variable régulier d’ordre infini entre

Q. =R?\ { (rcos(a),rsin(a),z) : r €]0, +oc[, z € R}
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et
Q) =10, +00] x |0, 7] x ]a,a + 27].

Dans ce cas, la matrice

0(z,y, 2) Si.n(g)cf)s(@ TCOS(Z)CPS(SO) —Téln(ﬁ)s n(p)
W = sm(c())S?leI;(@) Tcis?gszszrel)(gp) rsin(6 z)cos( ©)

est & colonnes orthogonales et on a hy = 1, hy = 1% et hy = r?sin*(f). La formule
fondamentale s’écrit donc

D D
b\ _owws (B
Yol 0,0, ) 5
D, )\ r2sin 2 (0)D,

Apres de laborieux calculs, on obtient

2 1 1
_ N2 2 2 _ N2 2 2
A=D;+Dy+DI=D}+-D, + (Dj + cotg()Dy) + me.
Cependant, on peut obtenir cette formule bien plus aisément au moyen des deux
changements de variable (polaires dans R?) successifs suivants:

x = pcos(p) z = rcos(f)
y=psin(p) et p = rsin(f)
z2=2z Q=

Le laplacien devient successivement
2 1 L2 2
A=D;+-D,+ D, +D;
P P
puis

1 D2.

1 1
A=D?+4-D +—-D? .
Pt r " * 72 * r2sin?(0) ¥

1
o rsin(f) (
Remarque.  Cette derniere formule permet un calcul aisé du laplacien des fonctions
radiales appartenant & Co(R3\ {0}) et montre qu’il s’agit encore d’une fonction radiale.
En particulier, on remarquera que la fonction (22 +y2%+22)~'/2 appartient & Coo (R3 \ {0})
et que son laplacien est la fonction 0 sur R3\ {0}. (x — On dit que (22 + 32 + 22)~1/2 est
la solution élémentaire du laplacien sur R3 \ {0}. « *)

sin(0)D, + %«‘))De) +



Chapitre 8

Primitivation

8.1 Primitivation dans R

8.1.1 Notation f~g

Notation. Soit A une partie de R et soient f, g deux fonctions définies sur
A. On écrit
f~ag ou f~gsur A

s’il existe ¢ € C tel que f = g+ ¢ sur A. Ces notations se lisent “f est égal a g sur
A a une constante additive pres”. On écrit aussi plus simplement f ~ ¢ si aucune
confusion sur A n’est possible.

La relation ~4 est bien sur une relation d’équivalence sur ’ensemble F'(A) des
fonctions définies sur A car, pour tous f, g, h € F'(A), on a évidemment

f=f
fg=>g~f
(f~g.9=h)=f=h

Voici deux criteres qui assurent que f ~ g. Le premier est basé sur la notion de
variation d’une fonction.

Définition.  Soit f une fonction définie sur A C R. Si a et b appartiennent a
A, alors la variation de f entre a et b est le nombre f(b) — f(a); elle est notée [f]°.
Critere 8.1.1.1 Deuz fonctions f, g définies sur A C R sont telles que f ~ g

sur A si et seulement si [f]% = [g]° pour tous a, b € A.
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Preuve.  La condition est évidemment nécessaire puisque

[fle = F(0) = f(a) = f(b) + ¢ = fla) —c=[f + g

pour tous a, b € A et tout ¢ € C.
La condition est suffisante. Etant donné un point xq de A, il vient

f(@) = [flz, + f(zo) = [glz, + f(x0)
= g(x) + (f(20) — g(w0))

pour tout z € A; on a donc f = g+ csur A avec ¢ = f(zg) — g(0)a

Critére 8.1.1.2 Si f et g sont des fonctions dérivables sur |a,b] C R, alors on
a f =~ g surla,b| si et seulement si Df est égal a Dg sur |a,bl.

Preuve.  C’est un cas particulier du théoreme de 'ouvert connexe.g

8.1.2 Primitive d’une fonction

Définition.  Soit f une fonction définie sur l'intervalle ]a, b[ de R. On appelle
alors primitive de f sur |a,b] ou méme plus simplement, primitive de f si aucune
confusion sur Ja,b| n’est possible, toute fonction F' dérivable sur |a, b et telle que
DF = f sur |a,b[. Si une telle primitive F' existe, on dit que f est primitivable sur
la, b[.

Bien sur, si F' est une primitive sur Ja,b] de f € C,(]a,b]), alors on a F €
Cper(Ja,B]).

Remarque. 1l existe des fonctions qui ne sont pas primitivables. Ainsi x)g o[ n'est
pas primitivable sur R. En effet, une primitive ' de xjo ;o[ sur R serait telle que D F'(z) =
0 en tout point x de 'ouvert connexe |—o0,0[ et F' devrait étre constant sur |—oo,0[. De
méme, on aurait DF'(z) = 1 en tout point x de 'ouvert connexe |0, +00| et F' devrait étre
égal & x + ¢ sur |0, +oo[ avec ¢ € C. On vérifie alors de suite qu’'une telle fonction ne peut
étre dérivable en O.

Vis-a-vis des primitives d’'une méme fonction, on a les résultats suivants.

Proposition 8.1.2.1 Si Fy et Fy sont des primitives sur |a,b] C R d’une méme
fonction f, on a Fy ~ Fy sur|a,b| et, pour tout ¢ € C, Fy + ¢ est une primitive de
f sur]a,bl.

Preuve.  La premiecre partie est un cas particulier du théoreme de ’ouvert con-
nexe, la seconde est triviale.g
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Remarques.  a) Il s’ensuit que, si f admet une primitive sur |a,b[, il en admet une
infinité. Cependant si f admet une primitive sur |a,b[, il existe une primitive et une seule
de f sur]a,b[ qui, en xo € |a,b], prend une valeur fizée.

b) II n’y a pas unicité des primitives d’une fonction f sur |a,b[ et la seule notion
d’“égalité” entre primitives est I’égalité a une constante additive pres.

Notation. Si la fonction f admet une primitive F' sur |a, b,

/f(x) dx

désigne une quelconque primitive de f sur ]a,b[; on a donc F(z) ~ [ f(z)dz. Cela
étant, [ f(z)dz est essentiellement une fonction dérivable sur Ja,b[ et de dérivée
égale a f.

Proposition 8.1.2.2 Si f est une fonction réelle et primitivable sur |a,b[, il
existe une primitive de f qui est une fonction réelle sur ]a,bl.

Preuve.  De fait, si F' est une primitive de f sur |a, b[, alors RF est une fonction
réelle, dérivable et telle que DRF = f sur |a, b|.y

Vis-a-vis de 'existence d’une primitive d’une fonction f, on a le théoreme fon-
damental suivant.

Théoréme 8.1.2.3 Toute fonction f € Co(]a,b]) est primitivable sur |a,b|.x

Nous allons admettre ce résultat sans démonstration car une preuve ici serait
longue et artificielle, alors qu’il est possible d’établir aisément cette propriété en re-
courant au calcul intégral. Cette position s’admet d’autant mieux que, dans I’exposé
oral, nous n’utiliserons pas ce théoreme avant le cours de calcul intégral.

Insistons cependant sur I'importance de ce résultat, au moyen des conséquences

que voici. La fonction
1 1

est réelle et appartient a Cy(]0, +00]) (resp. Co(]—1,1[); Co(R)) et admet donc une
primitive réelle unique sur 0, +o00| (resp. |—1,1[; R) qui en z = 1 (resp. 0; 0), prend
la valeur 0. On retrouve ainsi les fonctions

SR

—~

In (resp. arcsin; arctg) .

Remarque.  * — 1l existe cependant des fonctions primitivables sur |a, b[ qui ne sont
pas continues sur |a,b[. Il existe en effet des fonctions dérivables et non contintiment
dérivables sur |a, b[. «—
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8.1.3 Théorie du calcul des primitives

Voici quelques résultats relatifs aux primitives; ils constituent la base du calcul
effectif des primitives d'une fonction définie sur un intervalle ]a, b[ de R.

Bien str, par définition, on a déja le résultat suivant: si f est une fonction
primativable sur |a, b, [ f(z)dx existe et est une fonction dérivable sur ]a,b| telle
que

D/f(x)dx:f(x), Vo € a,b.

Proposition 8.1.3.1 Si F' est une fonction dérivable sur |a,b[, DF est primi-
tivable sur |a,b| et

/DF(x) dx ~ F(x).y

Proposition 8.1.3.2 (combinaison linéaire) Si fi, ..., f; sont des fonc-
tions primitivables sur|a, b| en nombre fini, alors toutes leurs combinaisons linéaires
sont primitivables sur |a,b| et

/Zj;cjfj(ff) dxﬁzj;cj/fj(x) dz.

Preuve.  C’est une conséquence directe du théoreme relatif a la dérivation des
combinaisons linéaires.g

Proposition 8.1.3.3 (parties réelle, imaginaire) a) La fonction f est prim-
itivable sur ]a,b| si et seulement si f est primitivable sur |a,b[; de plus, on a alors

/7@) dv =~ </ (@) d:n).

b) Une fonction f est primitivable sur |a,b| si et seulement si Rf et Sf sont
primitivables sur |a,b[; de plus, on a alors

/f(x)dx:/ERf(x)deri/%f(x)dx.

Preuve.  a) résulte aussitot de la formule Df = (D f)~, valable si f est dériva-
ble.

b) est conséquence directe de a) et de la proposition précédente.y
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Proposition 8.1.3.4 (par parties) Si f et g sont des fonctions dérivables sur
la,b| et si f-Dg est primitivable sur]a,b|, alors g- D f est primitivable sur |a,b| et

/g@%Dﬂ@dw:f@%g@%—/f@%DM@dx

Preuve.  De fait, f(z — [ f(z x) dz est une fonction dérivable sur
la, b, dont la dérivée est donnee par g - Df + f Dg f-Dg=g-Dfqy

Proposition 8.1.3.5 (par substitution) Si f est une fonction primitivable
sur |a,b[ et si x(x') est une fonction dérivable sur |a',b'[ C R dont l’ensemble de
variation { x(x') : o’ € |a’, V' [} est inclus dans ]a, b, alors la fonction f(x(x'))-Dx(x')
est primitivable sur |a’,b'] et telle que

L/ij@ﬁ)-Dm0ﬂ>¢ﬂ:f[/i”$>¢4x@q

Preuve.  C’est une conséquence directe du théoreme de dérivation des fonctions
de fonction.g

Proposition 8.1.3.6 (changement de variable) Soit f une fonction surl’in-
tervalle |a,b[. Si x(z’) est un changement de variable régulier d’ordre p > 1 entre
la, b et ]a',b'[ et si f(x(z)) - Dx(z’) est primitivable sur |a’,b'], alors f est primi-
tivable sur |a,b| et tel que

[ faas {/f )mme

Preuve.  C’est une conséquence du théoreme de dérivation des fonctions de

fonction. De fait,
st ety ]
@ (x)

est une fonction dérivable sur |a, b[ dont la dérivée est donnée par

[f (x(2)) - Da(a')] (o) - D2'(2),

c’est-a-dire par f(x), vu la propriété fondamentale des jacobiens relatifs a un change-
ment de variable.g
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8.1.4 Généralités sur le calcul des primitives

Si f est une fonction continue sur |a, b| C R, qui s’exprime au moyen d’un nombre
fini de fonctions élémentaires par le biais d’opérations algébriques ou de fonctions
composées, nous savons que f est primitivable sur |a,b[. Le probléeme qui nous
intéresse ici est celui de calculer effectivement une primitive de f au moyen d'un
nombre fini de fonctions élémentaires.

En fait, on ne peut résoudre ce probleme que dans certains cas particuliers que
nous allons étudier. Ainsi on vérifie de suite que

/xe’” dr ~ —xe ™ —e ¥ sur R,

mais par contre la primitive de e”/z € Cy(]0, +00[) ne s’obtient pas au moyen d’'un
nombre fini de fonctions élémentaires.

En dehors de quelques cas de primitivation systématique que nous allons passer
en revue dans les paragraphes suivants, on est amené a faire preuve d’ingéniosité ou
a consulter des tables.

Le calcul des primitives est basé sur:

a) les regles de calcul des primitives que nous avons établies au paragraphe précédent;
b) la connaissance a priori de certaines primitives de référence. Nous en avons en
fait déja beaucoup a notre disposition; elles se déduisent directement des propriétés
des fonctions élémentaires et de la propriété suivante: si F' est une fonction dérivable
sur Ja, b[, alors DF est primitivable sur Ja,b[ et on a [ DF(z)dz ~ F(z). On en
déduit aussitot les formules contenues dans le tableau de la page 265.

Afin d’alléger systématiquement les notations dans la recherche des primitives et
sauf mention explicite du contraire, nous allons utiliser les notations suivantes dans
les paragraphes 8.1.5 a 8.1.9:

a) a, b, r désignent des nombres réels,

b) a, [, ¢ désignent des nombres complexes,
c¢) P désigne un polynome,

d) R désigne une fraction rationnelle.

8.1.5 Primitivation d’un polynéme

La primitive d’un polynome s’obtient directement au moyen de la formule

xm—l—l
/xmdx: sur R, Vm €N,
m—+1

et de la propriété relative a la primitivation d’'une combinaison linéaire de fonctions
primitivables sur R.
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] primitive valable sur ‘

f(:c—a)mda::% R
e

2=~ In(|lz — al) |—00,a] ou Ja,+o0|

f(g;i—i;)l? = %p(xfj)p—l ]-OO,CL[ ou ](1,, +OO[

f(x—a)"dx:% R

N
[ 2P dx ~ ﬁ_++1 10, +o00[

[T de ~ ’YTZ;”) R
[ cos(x) dx ~ sin(z) R
[ sin(x) dx ~ — cos(x) R

f cosdzazac) = tg(x)

[ =% = — coth(x)
S \/f’—f7 ~ arcsin(z)

e ~,
1+x2 —

R
dr__ ~ arcsh(z R
1+a2
Ik \/g% ~ arcch(z) ]1, +o0|
[ +%, ~ arcth(z) ]—-1,1]

1—22 —

[ 2 ~ arccoth(z) 11, +o0[

1—x2 —

arctg(z)

Conditions: meN, pe Ng\ {1}, ne€ Z\{-1}, a e R, r >0,
acC\R, peC\Z, yeC\{0}.
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Exemple.  On a bien sir [(52% — 2z + 1) dow ~ 5% /3 — 2 + x sur R.

8.1.6 Primitivation d’une exponentielle-polynéme

Définition.  Une fonction exponentielle-polynome est une fonction qui s’écrit
sous la forme du produit e** P(z) d’une exponentielle et d’un polynome.

Procédé de calcul. Pour calculer une primitive de la fonction exponentielle-
polynéme e** P(x), on procede comme suit.

a) Si «a est égal a 0, on est ramené a calculer la primitive d'un polynome.
b) Si P(z) est une constante, ¢’est immédiat car on a [ e** dx ~ e**/a.

c) Dans le cas général, on utilise la formule de primitivation par parties pour
abaisser successivement le degré de P jusqu’a 0 et se ramener de la sorte au cas b).
Ainsi, pour un polynéme P de degré p, on a successivement

/P(z)eo‘xdx ~ /P(x)De—dx ~ P(x)e——/ (x)e‘””dx
a a a
az P k
N e kD P(x)
~ . (—1) e
k=0

Exemple. On a
/a;ex dx ~ /x (—De ™) dr ~ —ze " + /ex de~ —ze ®—e "

Passons a présent aux applications de cette méthode.

1. Calcul de [ P(x,cos(ax),sin(az),...,cos(bz),sin(bx)) dx

En utilisant les formules qui expriment une puissance entiere de cos(rz) et de
sin(rz) comme combinaison linéaire des cosinus et des sinus des arcs multiples, puis
les formules

cos(azx) - cos(bx) 2(cos((a + b)z) + cos((a — b)z)),
sin(az) - sin(br) = 3(cos((a — b)z) — cos((a + b)z)),
sin(az) - cos(br) = 3(sin((a+b)x) + sin((a — b)z)),
on voit que P(z,cos(ax),sin(azx),...,cos(bx),sin(bz)) peut s’écrire sous la forme

d’une combinaison linéaire de fonctions de la forme P’'(z)-cos(rz) ou P'(z)-sin(rz),
ou P'(x) désigne un polynéme et r un nombre réel.
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Procédé de calcul. Pour calculer la primitive d’une fonction du type
P(z,cos(ar),sin(az), ..., cos(bx),sin(bx)),

il suffit de donner un procédé permettant de primitiver une fonction d’un des types
P(x) - cos(az) ou P(x) - sin(azx).

a) Si a est égal a 0, on est ramené a calculer la primitive d’un polynome.
b) Si P(x) est une constante, ¢’est immédiat car on a

/ cos(az) dz ~ S0 / sin(az) do ~ —2259%).

a a

c) Dans le cas général, on utilise la formule de primitivation par parties pour
abaisser successivement le degré de P jusqu’a 0 et ainsi se ramener au cas a).

Exemples. a) On a

1 2 in(2
i) /0052(x) dx ~ / de ~ Ty sin(27) sur R,
2 2 4
1-— 2 in(2
ii) /sinQ(x) dx ~ /y dx ~ g - smi z) sur R.

b) Etablir une formule de récurrence pour le calcul de

I, = /sinm(x) dr, VYm eN, sur R.

On a bien sur

/ sin(z) de ~ — cos(z) et / sin?(z) do ~

Pour m > 3, on a successivement

/ sin™ (z) dz =~ — / sin™(z) - Deos(x) da
~ —cos(x)-sin™ H(z) + (m—1) / (1 — sin*(x)) sin™ ?(z) dx

donc
ml,, ~ (m — 1)I,_5 — cos(x) - sin™ ! (x),

ce qui suffit.
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Remarque.  Pour le calcul de
/e‘”” cos(bx)dx ou /em sin(bx) dx sur R avec a,b € R,
on pourrait des lors étre tenté d’utiliser les formules

1 . . 1 A
cos(bx) = 5(8”” + e_m) et sin(bx) = g(elbl’ — e_“’m)_
i

Il est de loin préférable de procéder comme suit

ax COS(bﬂ?) R (a+ib)z ~ R (a+ib)x
/e {sin(bx)}dw /{%}e dr ~ 3 e dx

R elatib)x R (a _ ib)e(a+ib)x
o (T NS a1

S ) a+ib R a? + b2

1

2. Calcul de [ P(z,ch(az),sh(az),...,ch(bx),sh(bz)) dz

Il suffit de procéder de maniere analogue.

Exemples. On a

1+ ch(2 h(2
a)/chz(x)dx:/+c—(gc)dx2£+s (22) sur R,
2 2 4
—1+ch(2 h(2
b)/sh%m)dx:/%(x)da::—g—i—s (43:) sur R.

8.1.7 Primitivation d’une fraction rationnelle

Remarques.  a) Au moyen du changement de variable z(¢) = 1/¢, le calcul d’une
primitive d’une fraction rationnelle en x se ramene & celui d’une fraction rationnelle en t.
Parfois on assiste a une simplification fort grande dans les calculs.

b) Si la fraction rationnelle R(z) s’écrit aussi 2™ 'R/(2™) ott m — 1 appartient & Ny
et ot R'(x) est une fraction rationnelle de z, il convient d’effectuer la substitution z™ = ¢
dans la primitive [ R(z)dz: il vient

[nlz / R(t) dt] L / 2™ R (a™) de ~ / R(z) dx.

C’est toujours le cas pour les fractions rationnelles impaires.

Méthode générale. On sait qu'une fraction rationnelle est égale a une combi-
naison linéaire de monomes et de fractions du type
c

@—a)" avec a,c € C et m e Ng. (%)
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Pour en calculer une primitive, il suffit de pouvoir primitiver ces fonctions (x).
Or nous avons déja les formules suivantes:

d
a) / Y o |z — a| sur |—o0, a[ et sur |a, +oo[, pour tout a € R,
r—a

d 1 1

b) / SN sur |—o0, af et sur|a, +oo[, pour tout a € R et
(x—a)™  1—m(z—a)m!

tout entier m > 2,

d 1 1
¢) / T o sur R pour tout o € C\R et tout entier m > 2.
(x—a)™  1—m(x—a)m!

Pour conclure, il suffit de prouver qu’on a aussi

dx , r — Ra
~ In|r — af + darctg | —

r— NY8%

sur R pour tout o € C\ R. Pour établir cette formule, on note d’abord que

/ dx N/ r — Ra +iSa J
r—a ) (z—Ra)?+ (Sa?) “

puis on calcule

r — Ra .~ 1 D((z — Ra)? + (Sa?)) y
/ (x — Ra)? + (Sa?) dr = 2 / (x — Ra)? + (Sa?) d
dt
) V 7} 1= (2 M)+ (S02)
o~ %ln ((z — Ra)® + (Sa?)]

en effectuant la substitution t(x) = (r — Ra)? + (Sa?) en (), et

/ Sa d ) / dt ot z — Ra
) T~ i ~ jarc
(x —Ra)?2+ (Sa?) ¢ 2+ 1], s o 5\ 3Sa

en effectuant le changement de variable linéaire t = (z — Ra) /S en ().

Méthode si R est réel. Si R est une fraction rationnelle dont tous les co-
efficients sont des nombres réels, on peut éviter toute intervention des nombres
complexes en procédant de la maniere suivante. On sait que, dans ce cas, R(x) est
égal a une combinaison linéaire de monomes, de fractions rationnelles de la forme

r

(z —a)m
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avec a, 7 € R et m € Ny, et de fractions rationnelles de la forme
mr +n
(az? 4 bx + c)P

avec a, b, ¢, m n € R tels que a # 0, b> — 4ac < 0 et p € Ny.

Pour conclure, il suffit donc de donner une méthode de calcul d’une primitive de
ces dernieres fractions rationnelles. Cela se fait en deux étapes.

La premiere étape consiste a calculer

/ mx +n J
(azx? + bx + )P v

sur R, en fonction de [ dt/(t* + 1)P. Pour cela, on procede comme suit

/ mx +n de
(ax? 4 bx + c)P

m 2ax +b . bm) / dx
2a | (azx?+ bz + )P (az? + bz + c)P

~

12

2
2a) * 42

m /@ +(n— bﬂ)/ dx
20 P tmaarstare 2a (a ((:v + b 4ac——b2) )p

bm

T o Jdac—1b? 40 \* / dt
N aP 4a? dac — b? (t2+ 1) =t )[R

m 1 1 i p A1
— si

+{ 2a 1—p(aa®+bz+c)r! b
ﬁln|a:c2—|—baz:+c‘ sip=1
2a

La deuxiéme étape consiste a calculer une primitive de (1 + ¢2)~? pour p € Nj.
On procede par récurrence. D’une part, on a

dt
T2 arctg(t).

D’autre part, pour tout p > 1, il vient successivement

dt N t2+1—t2d
2 p 2 P t
(t2+1) (t2+1)
dt 1 1
/(t2+1)P1 +2p_2/t'D(t2+1)p1 dt

1 t +2p—3/ dt
p—2 (1)1 p—2) (@+1)p T

12

12

ce qui suffit.g
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Exemple.  Calculer [ dz/(z* — a*) pour tout a > 0. La fonction a primitiver
est continue sur |—oo, —a[, sur |—a, af et sur ]a, +oo[. Sur chacun de ces intervalles,
nous avons successivement:

/d:v Ni/dz _/dx Niln
2 —a?  2a T —a r4+a) 2a

En particulier, il vient

r—a
r+a

/ du :—larcth(x/a) sur |—a,al,

2 —a? a

résultat qu’on pouvait obtenir aussitot au moyen de la substitution x = at dans la
recherche d'une primitive de (2 — 1)~

Exemple.  Etant donné a, b, ¢ € R tels que a # 0, vérifier que
/ dx
ar? + bx + ¢
est donné par

2) 1 In (2ax+b—\/b2—4ac
Vb2 — 4dac 2ax + b+ Vb% — 4ac

b* — 4ac > 0 et si on désigne par p et ¢ avec p < ¢ les deux zéros réels du trinome
ax?® + bx + c,

b)

c)

) sur les intervalles |—oo,p| et |gq,+o0] si

2 . ( 2ax + b
— arctg| —
Vdac — b? & Vdac — b?
2

sur |—oo, —b/(2a)[ et sur |—b/(2a), +oo[ si b* — 4ac = 0.

)surRsib2—4ac<0,

_2ax+b

Introduisons a présent des exemples de fonctions dont le calcul d’une primitive
peut se ramener au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle.

1. Pour tous m € Ny \ {1} et a, b, ¢, d € R tels que ad # bc, calcul de
/R x,m\/aijb dx sur I C x:ax+b>0 .
cr+d cr+d

Remarque.  En effectuant le changement de variable x = 1/¢, ces expressions se
simplifient parfois et peuvent méme se calculer par substitution.
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Méthode. Comme
ar +b B ad — be

cx+d  (cx+d)?

pom [ax + b
cr+d
est un changement de variable régulier d’ordre oo entre I et un intervalle ouvert I'.
De plus, on a

garde un signe constant sur I,

ax + b dt"™ — b
= et x = .
cx +d a— ctm

m

2. Etant donné a, b, ¢ € R tels que a # 0, calcul de
/R(m, Vazr? +bx + c)dx.

Comme ax? + bx + ¢ doit étre strictement positif dans I'intervalle ol on cherche
une primitive et ne peut avoir de zéro double car (az? + bz + ¢)'/? pourrait alors
s’écrire dx + e avec d, e € R, on est amené a n’envisager que les trois cas suivants:

a) a > 0 et b — 4ac > 0: on travaille sur un intervalle inclus dans |—oo, p[ ou dans
]q, +00l, ol p et ¢ sont tels que p < ¢ et désignent les deux zéros réels de az?®+bx +c,

b) a > 0 et b* — 4ac < 0: on travaille sur un intervalle ouvert de R,

¢) a < 0 et b*> —4ac > 0: on travaille sur un intervalle ouvert inclus dans |p, g[, ou p
et ¢ sont tels que p < ¢ et désignent les deux zéros réels de az? + bx + c.

Considérons séparément chacun de ces cas.
a) Cas a > 0 et b* — ac > 0. La fonction

Vazr+vVar?+bx +c

appartient a Coo(]—00, p[ U g, +00[). Sa dérivée

2y/avax? + bxr + ¢+ 2ax + b
2vVar? +bx +c

a le signe de son numérateur. Or on a

2ax+b:2a(x—]%).

Des lors, sa dérivée est évidemment strictement positive sur |g, +oo[. De plus, sa
dérivée est strictement négative sur |—oo, p[ car on a 2ax +b < 0 et

4a(ax® + bx + ¢) < 4a°2® + dabx + b*
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en tout point de cet intervalle. Au total,
Vaz+vVar?+br+c=t

est un changement de variable régulier d’ordre infini entre |—oo, p[ (resp. |q, +00])
et un certain intervalle ouvert de R.

En élevant au carré la relation vVax? +bxr+c¢ = —\/a x + t, il vient bx + ¢ =
—2+v/a xt + %, d’ott on tire x = (12 — ¢)/(2/a t + b). Des lors,

/R(:L‘, Vax? + bx + ¢) dx

s’obtient, par ce changement de variable, au moyen du calcul d’une primitive d’'une
fraction rationnelle en ¢, a savoir explicitement

t?—c t? —c 2\/a t* + 2bt + 2\/a c
— Vo + 1] dt.
L/R<%mt+y Vﬁa@t+b+) (2y/at+b)?

b) Cas a > 0 et b? — 4ac < 0. La fonction

Vax+vVar?+br+c

appartient & C(R). De plus, en tout x € R, sa dérivée a le signe de

b
Vaz? +b —
axr® + x+c—|—\/ax+2\/a

donc est strictement positive car on a

b2
c>—.

b
ax2+bx+c>‘\/ax+m' & 1

Des lors,

Vaz+var?+br+c=t

est un changement de variable régulier d’ordre infini entre R et un certain intervalle
ouvert de R qui ramene le calcul de la primitive cherchée a celui d'une fraction
rationnelle en t.

c) Cas a <0 et b*> — 4ac > 0. La fonction

r—4q
a
r—=p

appartient & C(]p, ¢[). De plus, sa dérivée

1/z2=-p p—q
2V z—q (z-p)?
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est strictement négative en tout x € |p, ¢[. De la,

Hax_q:t
r—p

est un changement de variable régulier d’ordre infini entre |p,q[ et |0, +oc[. En
élevant cette relation au carré, on obtient

aq — pt?
r=——"
a — t2

de plus, on a bien sur

x R
Vaz? +br +c=+/alz —p)(z — q) = (x — p) ax_g.
Des lors, le calcul de la primitive se ramene, par ce changement de variable, a celui
d’une primitive d’une fraction rationnelle de t, a savoir explicitement

_ 2 _ 2 _
/R<aq pt (aZ pt _p)t)?a(q pt .

a—t2 "’ — 12 (a —t2)?

Exemple.  Calculer [(a*+ 2?)~Y%dz pour tout a > 0.

La fonction (a?+2%)~'/? est continue, donc primitivable sur R. Vu ce qui précede,
le changement de variable z + (a? 4 22)Y/2 = t est régulier d’ordre oo entre R et
10, +oo[. En élevant au carré la relation (a? +2%)'/? =t — 2, il vient a> = —2tx +t2.
Des lors, on obtient

dx 1 t—x(t)
_— ~ dt ~In(z + vVa®+ 22),
/ Va?+ 22 U t—x(t) ¢ t=a+VaT 122 ( )

sur R, c’est-a-dire

dx
——— ~arcsh(x/a) sur R,
| Jar = webtora
ce qu’'on aurait obtenu bien plus directement au moyen du changement de variable
r = at.

Exemple.  Calculer [(a® + 2?)Y/2dx pour tout a > 0.
La fonction (a? 4 22)'/? est continue, donc primitivable, sur R.
On peut éviter la méthode donnée en procédant comme suit. De

3 74 - a2+x2d
vas+xedr =~ —mx

~ a? ln(x+\/a2+x2)+/xD\/a2—|—x2dx
~ ln(x+\/a2—|—x2)+a:\/a2—|—x2—/\/a2+x2dx,
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on tire de suite
2
/\/@2 + 22 dr ~ %ln(a:—l— va?+ z?) + g\/GQ + 22 sur R.

Exemple.  Calculer [(2? — a®)~V2dz pour tout a > 0.

La fonction (22 — a?)~'/2 est continue, donc primitivable, sur ]a, +-oo[. Ici = +
(22 — a®)'/? =t est un changement de variable régulier d’ordre infini entre ]a, +-o0]
et Ja, +oo[. Comme en élevant (2% — a?)'/2 = —x +t au carré, on obtient —a? =
—2xt + 2, il vient

dx 1 t—x() }
—_— dt ~In|z+ Va2 —a?
/ Va2 —a? {/ t—z(1) t t=2+v22—a?

sur Ja, +00], c’est-a-dire

2

~ arcch(xz/a) sur |]a,4o0[,

/ dx
V@

ce qu’on aurait pu obtenir plus facilement au moyen du changement de variable
T = at.

Exemple.  Calculer [(2? — a®)"?dz pour tout a > 0.
La fonction (22 — a?)'/2 est continue, donc primitivable, sur ]a, +ool.
On peut éviter la méthode donnée en procédant comme suit. De
22— o2
Va2 —a?dr ~ ——dx
/ Va2 —a?

~ —q? 111‘97:—1—\/952—a2
—a? ln‘x—i—Vac?—cﬂ

+/xD\/x2—a2dx
—l—x\/xQ—a?—/\/x?—anx,

12

on tire de suite

2
/\/ﬂ—a2dw:—%ln‘:p—|—\/a2—l—m2‘—I—gv:ﬁ—cﬂ sur Ja,+o00l.

Exemple.  Calculer [(a* —2?)~Y2dx pour tout a > 0.
La fonction (a? — 2%)~/2 est continue, donc primitivable, sur |—a, a[. Ici ((—x +
a)/(x+a))'/? = t est un changement de variable régulier d’ordre infini entre ] —a, a| et
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10, +ool. En élevant ((—z+a)/(x+a))/? =t au carré, on obtient —v+a = t*(x+a),
d’olt on tire

[ / L 2 tar

(x(t) + a)t 1+t L: E—yTp—

/ dx
(a2 — 22

~ —2arctg< —x_:—a) sur |—a,al.
r+a

Remarquons que le changement de variable x = at aurait procuré bien plus
facilement le résultat

~ arcsin(x/a) sur |—a,al.

/ dx
V-

Exemple.  Calculer [(a*—2?)"?dz pour tout a > 0.
La fonction (a? — 2%)'/2 est continue, donc primitivable, sur |—a, al.
On peut éviter la méthode donnée en procédant comme suit. De

2 _ .2
va? —xtdr ~ LT G ~a? arcsin(z/a) + | xDVa? — 22 dx
[ — 22

~ a? arcsin(z/a) + x Va® — 22 — / va? — 22 dx,
on tire de suite

2
/\/a2 —2?2dx ~ % arcsin(x/a) + gvcﬁ — 22 sur |—a,aq.

3. Etant donné a, b, ¢, d € R tels que ac # 0, calcul de

/R(x,\/ax+b, Vex + d) dr.

Remarques.  a) La condition ac # 0 assure la non-trivialité de (az + b)'/? et de
(cx +d)'/2.

b) Nous devons bien évidemment nous placer sur un intervalle ouvert I inclus dans
{z:ax+b>0}N{x:cr+d>0} ou la fonction est continue donc primitivable.

Méthode. La fonction (axz + b)'/? appartient & Coo(I) et sa dérivée garde le
signe de a sur I. Des lors, t = (ax + b)'/? est un changement de variable régulier
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d’ordre infini entre I et un certain intervalle ouvert I’ de R. Comme nous avons
alors t? = ax + b, la primitive & calculer s’écrit aussi

2 _ _
[g/tR (t b,t, Et2_|_ ad bc) dt]
a a Va a

et on est ramené au calcul d'une primitive du type

t=+vax+b

/R/(t, Va't? + bt + ) dt.

4. Calcul de [ R(cos(z),sin(z),cos(2z),sin(2z),...)dx sur I C |—m, 7|

Méthode générale. FEn recourant aux formules qui expriment cos(mzx) et
sin(maz) pour m € Ny comme combinaisons linéaires des puissances entieres des
fonctions cos(z) et sin(z), la primitive a calculer se met sous la forme suivante
[ R'(cos(z),sin(z)) dz. On calcule alors la primitive de la fonction rationnelle en ¢

2 (1= 2t
1+122 L+271+¢2)
Vu que la fonction t(z) = tg(x/2) appartient a Co.(]—m, 7[) et donne lieu aux rela-
tions

11—t 2t 2
R sin(z) = T Dy (t) = T

on obtient, par changement de variable,

1—¢* 2t dt
/R/(Cos(x),sin(x)) dr ~ 2 [/ R’ ( : > } :
L+ 14182 ) 1+ 8] _to

Exemple.  Calculer [ dz/sin(x).
La fonction 1/sin(z) est continue donc primitivable sur l'intervalle |0, 7[. On a
donc successivement

dx 14+ 2
/Sin@) U 2t 1+ :|ttg(x/2) n (tg(z/2)) sur J0,7|

Cas particuliers. Il y a trois cas particuliers ou généralement la méthode que
nous venons d’indiquer conduit a des calculs nettement plus longs que les méthodes
que nous allons développer maintenant.

cos(z)
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4.1. Calcul de [ R(cos(x)) - sin(z) dzx

Proposition 8.1.7.1 Une fraction rationnelle R'(cos(x),sin(x)) s’écrit sous la
forme R(cos(z)) - sin(x) si et seulement si on a

R'(cos(x),sin(z)) = —R'(cos(x), —sin(x)).

Preuve.  Bien sur, R'(cos(z),sin(x)) peut toujours s’écrire

Pi(cos(z)) + Py(cos(x)) - sin(x)
Ps(cos(x)) + Py(cos(x)) - sin(x)

ou Py, P,, P3 et P, sont des polynomes: il suffit pour cela de recourir a la formule
sin®”(z) = (1 — cos?(z))™ valable pour tout m € Ny. En multipliant alors haut et
bas par Ps(cos(z)) — Py(cos(z)) - sin(x), le dénominateur devient un polynéme en
cos(x) et le numérateur se présente sous la forme P’(cos(z)) + P”(cos(x)) - sin(z)
ou P’'(cos(x)) est identiquement nul si et seulement si la condition de ’énoncé est
réalisée g

Méthode. On recommande plutot d’effectuer la substitution ¢ = cos(x) dans
[ R(t)dt car on a

/ R(cos(x)) - sin(z) da ~ {— / R() dt] ;

t=cos(z)

on est ainsi ramené au calcul de la primitive d’une fraction rationnelle dont 1’ex-
pression est généralement plus simple que celle fournie par la méthode indiquée au
début.

Exemple.  Calculer [ dx/sin(z).

La fonction
1 sin(x)

sin(z) 1 — cos?(x)

est continue sur |0, 7[. Le recours a la substitution ¢ = cos(z) donne aussitot

/ dx / dt 1
. ~ [ — ~ — In
sin(x) 1—1t2 tmcos(z) 2

sur |0, 7].

cos(z) — 1
cos(x) +1

= tg(o/2)
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4.2. Calcul de [ R(sin(x)) - cos(z) dzx

Proposition 8.1.7.2 Une fraction rationnelle R'(cos(x),sin(z)) s’écrit sous la
forme R(sin(z)) - cos(x) si et seulement si on a

R'(cos(x),sin(z)) = —R'(— cos(x), sin(z)).

Preuve.  La démonstration est analogue a celle relative a la fonction R(cos(z))-
sin(z): on recourt & la formule cos?™(x) = (1 —sin?(z))™ valable pour tout m € Ny.y

Méthode. On recommande plutot d’effectuer la substitution ¢ = sin(x) dans
J R(t)dt car on a

/ R(sin(z)) - cos(z) dz =~ { / R(t) dt}

t=sin(x)
Exemple.  Calculer [ dz/cos(z). La fonction

1 cos(x)

cos(r) 1 —sin’(z)
est continue sur |—7/2, 7/2[. Le recours a la substitution ¢ = sin(z) donne aussitot

/ COZZ‘) - {/ %} t:sin(a:)zé
)
)

1 + sin(x)
1 —sin(x)

=3

1 . |cos?*(w/4—x/2
2 sin?(7/4 — /2

12

4.3. Calcul de [ R(tg(z))dz sur I C |—m/2,7/2

— In (tg(r/4 - /2))

sur |—m/2,7/2[x

Proposition 8.1.7.3 Une fraction rationnelle R'(cos(x),sin(x)) s’écrit sous la
forme R(tg(x)) si et seulement si on a

R/(cos(z),sin(z)) = R'(— cos(x), — sin(x)).

Preuve.  En recourant systématiquement aux formules

1

sin(z) = tg(z) - cos(a) et c0s*(z) = gy
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R'(cos(z),sin(z)) peut toujours s’écrire

Pi(tg(z)) + Pa(tg(x)) - cos(x)
Ps(tg(x)) + Py(tg(x)) - cos(x)

ou Py, P, Py et P, sont des polynomes. En multipliant alors haut et bas par la
fonction Ps(tg(z)) — Pa(tg(z)) - cos(x), le dénominateur devient un polynéme en
tg(x) et le numérateur se présente sous la forme P’(tg(z)) + P"(tg(x)) - cos(z) ou
P"(tg(x)) - cos(x) est identiquement nul vu 'hypothese, ce qui suffit.g

Méthode. On recommande plutot d’effectuer le changement de variable ¢t =

tg(x) car on a -
/R(tg(x)) dx ~ [/ Le dt} t:tg(x)'

Exemple.  Calculer [tg(z)dx.
a) Méthode générale. Par le changement de variable tg(z/2) =t sur |—n /2, 7/2],

il vient
i 2t 1+t dt
/sm(m) dr ~ 2 / +
cos(z) L+82 1 =8 14 8], 00,9

! [/ (1- tz)cztl + t2):|t:tg(x/2) S

b) Méthode conseillée. Par le changement de variable tg(z) = ¢, il vient

1 D(1 2
/tg(m)dm ~ l %dt] :—{/(——F;)dt}
T+ litgw 2 1+1 t—tg()

o~ %1n(1+tg2(a:)):—lncos(x) sur |—m/2,7/2].

12

¢) On peut aussi procéder de la maniére suivante:

/sin($) dx:_/DLs(x)dxg_hﬂcos(qjﬂ sur |—7/2,7/2].

cos(z) cos(x)

Exemple.  Calculer [tg=2(z)dx sur]0,7/2[.

a) Méthode conseillée. Par le changement de variable tg(x) = ¢, il vient

/ dv U dt } NUlHQ—tht}
tg*(z) PA+) ] tgw PA+) |t

~ —cotg(x) —x



8.1. Primitivation dans R 281

et—heureusement—on n’a pas du procéder a la décomposition de la fraction ra-
tionnelle en fractions rationnelles simples.
b) On peut aussi procéder de la maniere suivante, qui s’avere beaucoup plus

directe )
dx 1 —sin“(x)
Y o P g~ —cotg(x) —
/tgz(a:) / sin?(x) o cotg(z)

5. Calcul de [ R(ch(z),sh(z),ch(2z),sh(2z),...)dz

La recherche d’une primitive d’une telle fonction est entierement parallele a celle
effectuée pour les fonctions rationnelles en les fonctions trigonométriques. Aussi
nous allons nous limiter a donner la méthode a suivre.

Méthode générale. La substitution ¢ = th(z/2) conduit aux formules

1+ ¢ 2t 2
12 sh(z) = 1_¢2 Dx(t) = 1_ 2

1+t 2t dt
R/(ch(z), sh(z)) dz ~ 2 [ / I ( , ) } |
/ 1—t2"1—-¢2) 1—1¢2 1=th(z/2)

Les trois cas particuliers se maintiennent a des modifications évidentes pres.

ch(z) =

Proposition 8.1.7.4 Une fraction rationnelle R'(ch(x),sh(z)) s’écrit également
R(ch(x)) -sh(z) (resp. R(sh(x)) - ch(z); R(th(x)))

st et seulement si

R'(ch(x),sh(x)) = —R'(ch(x),—sh(x))
(resp. R'(ch(x),sh(z)) = —R'(—ch(z),sh(x));
R/(ch(z),sh(z)) = R'(—ch(z), —sh(z))).

Preuve.  La démonstration est analogue a celle relative a R'(cos(x),sin(z)).x

5.1. Calcul de [ R(ch(z)) - sh(z) dz.

Méthode. On effectue la substitution ¢t = ch(z); il vient

/Rch -sh(x de{/R dt}
t=ch(z
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5.2. Calcul de [ R(sh(z)) - ch(z) dz

Méthode. On effectue la substitution ¢ = sh(x); il vient

/ R(sh(z)) - ch(x) dz =~ [ / R(t) dt] e

5.3. Calcul de [ R(th(z))dx

Méthode.  On effectue la substitution ¢ = th(z); il vient

/ R(th(z)) dz ~ { / 1R—(t32 dt} i=th()

8.1.8 Pour a, b, c € R tels que a # 0, passage de

/ R(z,Vax®+br+c)dx a / R/(cos(¢p), sin(p)) dp
ou a /R'(Ch(cp),sh(gp))dgo

Tout est basé sur la formule bien connue

b 4ac — b*
a$2+bx+c:a((x+—)2+ a“

50 1 ) si a#0.

Envisageons séparément les trois cas olt on considere (ax? + bx + c)'/2.
a) Casa >0 et b> —4ac <0
La fonction (ax? + bz + ¢)'/? appartient & Co(R) et le changement de variable

linéaire
b V4dac — b?
T — =
2a 2a
donne

[ R(xz,Vax? + bx + ¢) dx
2 _ B2 )
/R<_£+\/4ac b t, 4ac4ab m)vélac b dt]
t=...

2a 2a 2a

Cela étant, le changement de variable régulier d’ordre infini ¢ = sh(y) entre R et R
donne le résultat.
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b) Cas a > 0 et b* — 4ac > 0

La fonction (az? + bz + ¢)'/? appartient & C(]—00, p[U]q, +oc[), ol p et ¢ sont
les zéros réels de ax? + bx + ¢, avec p < q. De plus,
b b2 — dac
r+—=d+——1
2a 2a
Jg, +oo]

est un changement de variable linéaire entre { J—00, |

} et |1, +oo[, qui donne lieu
a
[ R(x, Vax? + bz + ¢) dx
/12
:I:/R(——:I: 4ac 44ac m) b 4acdt]
a
—

~

2a 2a 2a

Cela étant, le changement de variable régulier d’ordre infini ¢ = ch(y) entre |1, +-00|
et |0, +o00[ donne le résultat.

¢) Cas a < 0 et b* — 4ac > 0
La fonction (ax? 4 bx + ¢)'/? appartient & Co(]p, q[) ot p et ¢ sont les zéros réels
de ax? + bz + ¢, avec p < q. Le changement de varlable linéaire

+b b2—4act
T+ —=—
2a 2a

est régulier d’ordre infini entre |p, ¢[ et |—1, 1], et donne
[ R(z,Vax?+ bz + c) dr
/R ( - 4ac — 4dac T ) —\/4ac dt]
a
t=...

2a 4 ]a| 2a

Cela étant, le changement de variable régulier d’ordre infini ¢ = sin(y) entre |—1,1]
et |—m/2,7/2[ donne le résultat.

Exemple.  Calculer [(22 £ a®)~Y2dz pour tout a > 0.
En effectuant le changement de variable régulier d’ordre infini 2 = ash(y) entre
R et R, il vient directement

dx < / ach(ep) )
"~ —— dy ~ arcsh(z/a) sur R.
/ Va2 + a? ach(yp) e=arcsh(z/a)

De méme, le changement de variable régulier d’ordre infini z = ach(p) entre
la, 400 et |0, +00[ donne

| [
"~ de ~ arcch(z/a)
/ x? —a? ash(yp) p=arcch(z/a)
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sur |a,+oo[. Enfin le changement de variable régulier d’ordre infini z = —ach(y)
entre |—o0, —al et |0, +oo[ donne

=]
—_— o~ dy ~ —arcch(—z/a)
/ x? —a? ash(yp) p=—arcch(z/a)

sur |—oo, —al.

Exemple.  Calculer [(a® —2?)~Y2dx pour tout a > 0.
Le changement de variable régulier d’ordre infini 2 = a sin(p) entre |—a, af et
|—7/2,7/2[ donne

dx a cos(y) :
/——a2 — {/ 2 cos(0) dcp} S ~ arcsin(x/a) sur |—a,a[q

8.1.9 Primitivation des fonctions inverses

Méthode. Pour calculer [ f(z) - g(x)dz ol ¢ est une fonction inverse et ou f
est une fonction continue sur l'intervalle ouvert I, on commence par calculer une
primitive F' de f sur I puis on primitive par parties: on obtient

[ 1) gty de = Pl o) — [ Pl Dyta) d

Exemples. On a successivement:

a) [In(x) dx ~ [In(z) -Dzdr ~z In(z) —x sur 0,400,

x
) — | ——=dzx
e
~ g arcsin(z) ++v1—22 sur |—1,1],
x

c) [arctg(x)dr =~ warctg

b) [arcsin(z)dr =~ x arcsin(
(

d) [arcsh(z)dx =~ warcsh(z

f) [arcth(z)dz =~ xarcth

()

()

()

()

e) [arcch(x)dx  ~ wzarcch(z)

~ garcch(z) — 22 —1 sur ]1,+oo],

()

()

(

(

g) [arccoth(z)dr ~ xarccoth(x

~ garccoth(z) + In(2? — 1) sur 1, +oo|.
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8.2 Primitivation dans R"!

Note. Ce paragraphe recourt au calcul intégral et notamment au théoreme de
dérivation sous le signe des intégrales paramétriques ainsi que de la notion d’intégrale
curviligne. Son étude ne peut donc étre abordée qu'une fois cette théorie vue.

8.2.1 Position du probleme

Comme toute fonction dérivable f sur un ouvert de R™ admet n dérivées pre-
mieres, a savoir D, f, ..., D, f, le probleme de la primitivation sur un ouvert de R"
se pose de la maniere suivante.

Position du probleme. Soit 2 un ouvert de R" et soient fi, ..., f, des
fonctions définies sur 2. Ces fonctions fi, ..., f, admettent une primitive sur Q—
on dit aussi qu’elles sont primitivables sur (2—-=’il existe une fonction F' dérivable
sur 2 telle que D, F = f1, ..., D, F = f,; F est alors appelé une primitive de fi,

ooy fn osur €.

Formulons quelques remarques, fort importantes pour la suite.

Théoréeme 8.2.1.1 (extension) Siles fonctions fi, ..., f, admettent une pri-
mative Fy sur Q) et une primitive Fy sur Qg et si on a Fy = Fy sur Q1 Ny, alors
la fonction F définie sur 3 U Qy par

Fi(z) si x €y
F(z) = { Fy(x) si x €y

est une primitive de f1, ..., fn sur Q1 U Qs

Proposition 8.2.1.2 Si F' est une primitive de fi, ..., f, € C,(Q2) sur ), alors
F appartient a Cpi1€.y

Voici a présent une condition nécessaire d’existence d'une primitive sur un ouvert

de R™.

Théoréme 8.2.1.3 Si les fonctions f1, ..., fu € C1(Q) admettent une primitive
sur ouvert () de R™, alors elles vérifient les égalités croisées D, fr = Dy f; pour tous
j#k tels que 1 < 5,k <n.

Preuve.  De fait, si F' est une primitive de fi, ..., f, sur , F' appartient a
C2(Q2) et le théoreme d’interversion des dérivées donne D, fy = D,D F = D, D, F =
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Théoréme 8.2.1.4 (unicité) a) Si I est une primitive des fonctions fi, ...,
fn sur Uouvert 2 de R™, alors, pour tout ¢ € C, F + ¢ est aussi une primitive de f,
ooy fnosur €.

b) Si F' et F' sont des primitives des fonctions fi, ..., fn sur l'ouvert connexe
Q de R", alors F' — F’ est constant sur §Q.

Preuve.  a) est trivial.
b) résulte aussitot du théoreme de 'ouvert connexe.y

Corollaire 8.2.1.5 Si les fonctions fi, ..., f. admettent une primitive sur
louvert connexe €1 de R™, alors, pour tout xo € Q) et tout ¢ € C, il existe une
primitive de fi, ..., fn, sur Q) et une seule qui prend la valeur ¢ en xg.y

8.2.2 Calcul de la valeur d’une primitive

Etablissons un résultat établissant que 'hypothese “(v, [a, b]) est un chemin C,
tel que y([a, b]) C Q" qui intervient dans 1’énoncé du théoreme suivant est naturelle.

Proposition 8.2.2.1 Si Q est un ouvert connexe de R™, alors, pour tous x,
y € Q, il existe un chemin Cy par morceauz (7, [a,b]) d’origine x et d’extrémité y
tel que y([a,b]) C Q.

Preuve. 11 suffit d’établir que, pour tout z € (), 'ensemble A, des points y
de Q pour lesquels il existe un chemin C; par morceaux (7, [a,b]) d’origine = et
d’extrémité y tel que y([a, b]) C Q est égal a .

Remarquons tout d’abord que, si la boule b = { z : |y — 2| < r} est incluse dans
Q) et contient un point zg de A,, alors b est inclus dans A,. De fait, il existe alors un
chemin C} par morceaux (7, [a,b]) d’origine z et d’extrémité z, tel que y([a,b]) C Q
et on vérifie de suite que, pour tout yy € b,

. — R™ v(t) si £ €a,b]
’70.[0,7b+1] R t’_){ Zo+<t—b)(y0_20) si tE[b,b‘i‘H

est un chemin C; par morceaux d’origine x et d’extrémité gy, pour lequel on a
I'inclusion 7o ([a, b+ 1]) C Q.

Cela étant, comme A, contient au moins le point x, on obtient de suite que A,
est un ouvert non vide inclus dans 2. En fait, A, est égal a 2 sinon w = Uyen\a, Ay
est aussi un ouvert non vide et {A,,w} serait une partition de 2 en deux ouverts
non vides.g
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Cela étant, le résultat suivant permet de calculer la valeur en tout point de €2
d’une primitive de fi, ..., f, sur un ouvert connexe €2 de R" si on sait que fi, ...,
fn admettent une primitive sur €2 et si on fixe la valeur de la primitive cherchée en
un point de 2.

Théoréme 8.2.2.2 Si les fonctions f1, ..., fu € Co(QQ) admettent une primitive
F sur Uouwvert Q de R™ et si (v, [a,b]) est un chemin C; tel que y([a,b]) C Q, alors
on a

b n
FOob) = Fota) + [ 3° R6(0) - Dut)dr

¢ k=1

Preuve.  Comme la fonction F' appartient a C1(2), le théoreme de dérivation

des fonctions composées affirme que F(v(t)) appartient aux espaces Cy([a,b]) et
Ci(]a, b[), et donne

n n

Comme la fonction

est continue sur le compact [a, b], elle est intégrable sur [a, b] et on a

/ S" fe1(1) - D(t) dt = F(3 (b)) — F((a)).

@ k=1

D’ou la conclusion.g

Voici un cas particulier fort utile.

Soit 2 un ouvert de R™ et soient a et x deux points distincts de € tels que le
segment d’extrémités a et z soit inclus dans (2. Cela étant, le segment joignant a a
x, a savoir (a + t(x — a),[0,1]), est un chemin Cy. Des lors, si fi, ..., fn € Co(Q2)
admettent /' comme primitive sur €2, il vient

F(z) = Flo) + 3 (o0 — a1) - /0 fula+tz — a)) dt.
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8.2.3 Existence d’une primitive

Lemme 8.2.3.1 Pour tout élément a d’un ouvert € de R™, [’ensemble ), des
points x tels que le segment d’extrémités a et x soit inclus dans €2 est un ouvert de
R"™.

Preuve.  Procédons par ’absurde.
Supposons qu’il existe un élément x de €2, pour lequel il n’existe pas de boule
centrée en z incluse dans €2,. Il existe alors une suite x,, telle que

Tm€{y:|lz—yl <1/m}\Q, VmeN,.

Pour tout m € Ny, x,, n’appartient pas a €,: il existe donc r,, € [0, 1] tel que le
point a + r,,(z,, — a) n’appartienne pas a 2. Comme [0, 1] est un compact, on peut
extraire de la suite r,,, une sous-suite convergente, soit rjmy — 7o € [0,1]. De la, il
vient

a + Tim) (Trm) — a) = a+ro(x —a)

car la suite x,,, donc sa sous-suite (), converge évidemment vers x. D’ou une
contradiction car, par hypothese, a + ro(x — a) doit appartenir a € et nous venons
de démontrer que ce point est limite d'une suite du fermé R™ \ 2.y

Lemme 8.2.3.2 Pour tout compact K de R™ et tout point a de R™, [’ensemble
{a+r(x—a):re0,1,z€ K}
est compact.
Preuve.  D’une part, cet ensemble est borné car on a
la+r(x—a)| <2|a|+suply|, VreK, Vrel0,1].
yeK
D’autre part, il est fermé. De fait, soient x,, une suite de K et r,, une suite de [0, 1]
et supposons que la suite a + 7, (x,, — a) converge vers y. De la suite z,,, on peut
extraire une sous-suite convergente; soit zy(,) — xo € K. De la suite 74,,), on peut

extraire une sous-suite convergente; soit ryx(m)) — ro. D’ou la conclusion car on
déduit aussitot que

y = lim (a + P10 (m)) (T1(e(m)) — a)) =a-+ro(rog—a)y

Théoréme 8.2.3.3 (existence) Si Q) est un ouvert de R", si a appartient a )
et si fi, ..., fu € C1(Q) vérifient les égalités croisées sur (), alors

F(x) = F(a) + Z(:ck — ay) /o frla+t(z —a))dt

est une primitive de fi, ..., fn sur Q.
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Preuve.  Pour tout x € Q, et tout k < n, fi(a + t(x — a)) est une fonction
continue donc intégrable sur [0,1]. La fonction F' de I’énoncé est par conséquent
définie sur €2,.

Etablissons a présent que les hypotheses du théoreme de dérivation des intégrales

paramétriques sont vérifiées pour chacune des intégrales qui définissent F: pour tout
k<n.

a) vu le théoreme de dérivation des fonctions composées, pour tout ¢ € [0,1], la
fonction fi(a + t(x — a)) appartient a C;(£2,) et on a

Djfk(a + t(ZL‘ — a)) =1 [Djfk]ath(mfa)-

b) pour tout x € 2, et tout j < n, les fonctions f(a +t(x — a)) et t [D; frlati(z—a)
sont continues et par conséquent, intégrables sur [0, 1].

¢) pour tout compact K C 2,
K ={a+t(x—a):ze€ K, t€]0,1]}
est un compact inclus dans €2, et des lors, pour tout j < n, il vient

sup |t [Djfk]a+t(x—a)‘ < sup “:Djfk:ly‘ € Ll([oa 1])
reK yeK’

On obtient donc que F' est dérivable sur €, et que

D;F(z) = /0 (fj(@ +tx—a)+t) (zx—ay)- [Djfk}ll—i-t(f—“)) dt

= / (fj(a +tr—a)+tY (zp—ap) - [Dkfj}aﬂ(x—a)) dt
0 k=1

_ /ODt(t-fj(ath(x—a)))dt = fi).

D’ou la conclusion.g

Remarque. 1l convient d’insister sur le fait que 'existence de la primitive a été établie
sur 2, et non sur ). L’exemple qui suit est éloquent a ce sujet.

Exemple.  FEtablir que les fonctions

folz,y) = o et fy(z,y) = 21

admettent pour primitive sur louvert Q = R?\ { (z,0) : * < 0} la fonction arg(z,y)
mais n’admettent pas de primitive sur R\ {(0,0)}.
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Suggestion.  Les fonctions f, et f, appartiennent a Co (R? \ {(0,0)} et vérifient
les égalités croisées sur ' = R?\ {(0,0)} vu que

2 2

x
Dyfx(x7y> = _m = Dxfy<x7y)

Le point a = (1, 0) appartient a Q' et on vérifie de suite que (2, est égal a 'ouvert
Q) de I’énoncé.

Cela étant, on sait que f, et f, admettent une primitive sur 2. Pour calculer
sa valeur en un point (z,y) € €2, nous pouvons suivre le contour suivant: parcourir
le segment d’extrémités (1,0) et (z,0) si y est égal a 0 ou parcourir le segment
d’extrémités (1,0) et (1,y) puis le segment d’extrémités (1,y) et (z,y).

y+ |
2 (xy) (1.y)
m+arctg(y/x) arctg(y/x)

X

A -

—]
—

- (1,0)

-TH+arctg(y/x) arctg(y/x)

-miff 2

On obtient
vodt ’
F(l,O)—i—/ 5 / 5 dt si y#£0
F($7y) — 0$ ]O+t 1 t +
F(1,0) — ﬁdt si y=0,
1

c’est-a-dire

[ F(1,0) + arctg(y) + arctg(1/y) — arctg(xz/y) si y#0
F(:E,y)—{ e g(y g(1/y g(x/y g z:O

et en recourant a l’exercice du paragraphe 6.7.9, il vient finalement

F(1,0) — arctg(z/y) + gsign(y) si y#0

Flo.y) = { F(1,0) siy=0,
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c’est-a-dire la fonction arg(z,y).
On constate ensuite que, pour x < 0, il vient

lim F(z,y) =7 et lim F(x,y) = —m.
y—07F y—0~
Il S’ensuit que f, et f, n’admettent pas de primitive sur R? \ {(0,0)} car une telle

primitive devrait étre continue sur cet ouvert et égale a une constante additive pres
a Fy

Remarque. L’exemple précédent permet de construire la fonction arg et de prouver
qu’elle appartient a Coo(£2).

Définition.  Un ouvert connexe €2 de R" est critique s’il existe des fonctions
fi, -y fo € C1(2) qui vérifient les égalités croisées et qui n’admettent pas de
primitive sur 2.

On pourrait alors énoncer le résultat suivant: si [‘ouvert conneze €1 de R™ n’est
pas critique et si les fonctions f1, ..., fn € C1(Q) vérifient les égalités croisées,
alors fi, ..., fn admettent une primitive sur 2. Il faudrait ensuite faire I’étude des
ouverts connexes non critiques, ce qui sort du cadre de ce cours.

Contentons-nous de signaler que

a) nous venons d’établir que dans R? le complémentaire d'un point est critique.
L’exemple précédent établit aussi que, dans R?, le complémentaire d’une boule
fermée est critique.

b) dans R?, on peut établir que le complémentaire d’une droite ou d'une circonférence
est critique. Mais en recourant au théoreme d’extension, on prouve aisément que le
complémentaire d'un point dans R? n’est pas critique.

c) sll existe a € Q tel que 0, = Q, Q n’est pas critique.

Méthode. Soient fi, ..., f, des fonctions définies sur une partie A de R".
Pour en rechercher une primitive éventuelle, on procede comme suit:

a) déterminer un plus grand ouvert Q C A tel que fi, ..., f, appartiennent a C;(Q),
b) vérifier les égalités croisées,

c¢) déterminer un ouvert {2’ C €2 connexe et non critique, le plus grand possible (pour
tout a € 2, on est sur que €2, convient),

d) calculer une primitive de fi, ..., f, sur €: dans le choix du contour, c’est la
nature des fonctions qui sert de guide (cf. les exercices),

e) vérifier si cette primitive ne s’étend pas a €.
Ce point e) provient de ce qu’il existe des fonctions fi, ..., f, € C1(Q) avec
Q) ouvert critique qui admettent cependant une primitive sur €2. Ainsi la fonction
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In ((#% + y?)1/2) appartient visiblement & C, () ot Q est I'ouvert critique R? \
{(0,0)} et a pour dérivées

Y

folz,y) = ol

214 et fy(z,y) =

Voici enfin une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une primitive de
f1, --., fn sur un ouvert connexe 2 de R".

Théoreme 8.2.3.4 Des fonctions f1, ..., f, continues sur un ouvert connere
Q de R™ sont primitivables sur €2 si et seulement si f7 (f,dx) =0 pour tout chemin
Cy par morceaux (v, |a,b]) tel que vy(|a,b]) C Q et v(a) = ~(b). (On peut méme
exiger que ces chemins soient remplacés par des contours polygonaux paralleles aux
axes).

Une primitive F' de fi, ..., f, sur Q est alors donnée par la construction suivante:
a) on choisit un point z € €2,
b) pour tout point = € Q et tout chemin C; par morceaux (7, [a,b]), d’origine xq et
d’extrémité x tel que y([a,b]) C 2, on pose

F(z) = F(zo) + / (fodzy. (%)

Y

Preuve.  La condition est nécessaire. Cela résulte aussitot de la remarque suiv-
ante: si (7, [a,b]) est un chemin Cy tel que y([a,b]) C 2, et si F' est une primitive
de fi, ..., fosur Q, F(v(t)) appartient a Cy[a, b] et est tel que

D F(y(t) = Y felr(1)) - DA(D)

donc tel que
/ (f,dx) = F((b)) — F(1(a)).

La condition est suffisante. Vu I’hypothese, nous pouvons utiliser la formule (*)
pour définir une fonction F' sur 2. Pour conclure, il suffit alors de vérifier que, pour
tout k € {1,...,n}, tout x € Q et tout h € R" tel que 0 < |h| < d(xz,R™\ ), on a

%(F(m + hey) — F(x)) = %/0 Je(w +tey) dt

et que cette derniére intégrale converge vers fi(x) si h — Oy
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8.2.4 Application aux champs vectoriels dans R?

Définition.  Rappelons que le champ vectoriel f = (f1, f2, f3) sur P'ouvert €2
de R? est I'application qui, a tout point (x,y, z) de £ associe le point

(fl(x7ya Z)v fg(l‘,?J,Z), f3<l’,y, Z))

de R3. 1l est continu, dérivable, p-fois contintiment dérivable, différentiable, ... sur
() si et seulement si les fonctions réelles f1, fo et f3 le sont.
Cela étant, il dérive d’un potentiel

a) scalaire s’il existe un fonction F', réelle et différentiable sur 2, telle que f =
grad(F).

b) wvectoriel sl existe un champ vectoriel différentiable g sur Q tel que f = rot(g).

Remarques.  a) Il est clair que, si le champ vectoriel f sur I'ouvert  de R? dérive du
potentiel scalaire F' € Cy(Q2), alors on a rot(f) = rot(grad(F')) = 0 sur 2, vu le théoreme
d’interversion des dérivées.

b) De méme, si le champ vectoriel f sur 'ouvert € de R? dérive du potentiel vectoriel
deux fois continiment dérivable g, alors on a div(f) = div(rot(g)) = 0 sur .

Définitions. Le champ vectoriel f sur Pouvert 2 de R? est
a) irrotationnel s'il est différentiable sur € et tel que rot(f) = 0 sur €2,
b) indivergentiel s’il est différentiable sur € et tel que div(f) = 0 sur 2.

Position du probléme. Etant donné un champ vectoriel irrotationnel (resp.
indivergentiel) sur un ouvert Q de R?, quand peut-on dire qu’il dépend d’un potentiel
scalaire (resp. vectoriel)?

En fait, la premiere question peut aussi s’exprimer sous la forme suivante: étant
donné des fonctions f1, fa, f3 réelles, différentiables et telles que rot(fi, fa, f3) = 0
sur €2 (c’est-a-dire vérifiant les égalités croisées), existe-t-il une fonction F réelle et
différentiable sur 2 telle que D, F = f; sur {2 pour tout j < n.

Nous pouvons donc y apporter la réponse suivante.

Théoréme 8.2.4.1 (champ irrotationnel) Si f = (f1, f2, f3) est un champ
vectoriel irrotationnel de type Cy sur l'ouvert connexe et non critique Q de R?, alors
f dérive d’un potentiel scalaire F' € Co(£2).

De plus, la fonction réelle et différentiable G sur Q est telle que f = grad(Q)
sur ) si et seulement s’il existe C' € R tel que G = F 4+ C sur Qg

Dans le cas ou I'ouvert connexe € est critique, le théoreme du champ irrotationnel
s’applique notamment a l'ouvert €2, quel que soit a € §2; on vérifiera alors si le
potentiel scalaire peut s’étendre a 2.
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Remarque.  Pour tout f € Cy(]0, +00]) réel, on vérifie de suite que le champ vectoriel
(f(r)z, f(r)y, f(r)z) sur R3\ {0} (ol on a posé r = |(x,y, z)|) dérive du potentiel scalaire
F(r) ou F est une primitive réelle de la fonction tf(t) sur ]0, +o0].

En particulier, le champ vectoriel

i) (2,9, 2)/r dérive du potentiel scalaire r sur R3\ {0},
i) (x,y,2)/r? dérive du potentiel scalaire In(r) sur R3\ {0},
iii) —Gm (z,y, z)/r3 dérive du potentiel scalaire Gm/r sur R3\ {0}.

Considérons a présent le deuxieme probleme.

Théoréme 8.2.4.2 (champ indivergentiel) Si Q est un ouvert de R?® étoilé
en a = (ay,as2,a3) (cest-a-dire que a € Q et Q@ = Q,) et si le champ wvectoriel
f = (f1, fo, f3) est Cy et indivergentiel sur Q, alors f dérive d’un potentiel vectoriel
g € Cl (Q)

De plus, le champ vectoriel h € C1(Q) est tel querot(h) = f sur$Q si et seulement
s’il existe H € Co(Q2) tel que h = g + grad(H) sur Q.

Preuve.  Remarquons d’abord que s’il existe un tel champ vectoriel g, I’énoncé
relatif a h résulte aussitot du théoreme précédent appliqué a g — h.

Cela étant, nous allons prouver que g défini par
g(xz) =h(z) A (x —a), YreQ,
ou

h(x) :/Oltf(a+t(x—a))dt, Vo €,

convient.

On vérifie de suite que les conditions d’application du théoreme de dérivation des
intégrales paramétriques sont vérifiées. On a donc d'une part h € C;(Q2) et d’autre
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part, par exemple, la premiére composante de rot(g) est successivement égale &

Dy(h A (z = a))s = D3(h A (z = a))s
Dy((z2 — az)hi — (x1 — a1)he) — Ds[(21 — a1)hs — (w3 — az)hi]
= 2hy + (x2 — az)Dyhy — (21 — a1)Dyhs
— (21 — a1)D3hs + (x5 — a3)Dshy

= 1(a r—a))d
2/0 t fi(a+t( ) dt
@z a) [ B UDsflarin
- (271 - al)/ t2 ([D2f2]a+t(xfa) + [D3f3]a+t(:rfa)) dt
0
+ (ZL’3 - a3) /0 t2 [D3fl]a+t(x—a) dt
- [ o patta—a)a = f@

(pour obtenir I'avant derniere égalité, on utilise div(f) = 0)4
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Chapitre 9

Equations différentielles

9.1 Linéaires a coeflicients constants

9.1.1 Généralités

Soit |a, b| un intervalle ouvert (borné ou non) de R.
Rappelons qu’'un opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants d’ordre
p € No sur ]a, b] s’écrit
LD)=cy+cD+...+¢DP avec ¢y, c1,...,¢, € C et ¢, #0.
On lui associe le polynome caractéristique
L(z) =co+crz+ ...+ 2"

Si L(D) est un opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants d’ordre
p € Ny sur ]a, b[, rappelons que
a) pour toute combinaison linéaire Z;}:l dju; d’éléments de C,(]a, b]), on a

L(D) (Z dj“j) = d;L(D)u

b) pour tout u € Cp(]a,b[), on a L(D)u = L(D)a.
Si, de plus, L(D) est réel, ce qui a lieu si et seulement si tous les coefficients ¢y,
ci, ..., ¢ sont réels, il vient

RL(D)u = L(D)Ru et SL(D)u = L(D)Su.

Enfin toute identité algébrique entre polynomes caractéristiques d’opérateurs de
dérivation linéaires a coefficients constants sur ]a, b, qui ne comporte que des com-
binaisons linéaires et des produits, donne lieu a une identité entre les opérateurs
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de dérivation correspondants. En particulier, tout produit fini d’opérateurs de
dérivation linéaires a coefficients constants sur Ja, b est commutatif.

Voici un résultat qui va jouer un role essentiel dans la suite; il est complété au
paragraphe 9.1.6.

Lemme 9.1.1.1 Pour tout opérateur de dérivation L(D) linéaire a coefficients
constants d’ordre p € Ny sur Ja, b[, tout ¢ € C et tout u € Cp(Ja,b[), on a

L(D)(eu(z)) = o L(D + cJu(x).
Preuve.  Etablissons tout d’abord par récurrence que, pour tout k£ < p, on a
D*(eu(x)) = ¢ (D + ¢)*u(z).

Pour k£ = 0 et k£ = 1, c’est trivial. Cela étant, si ¢’est vrai pour k =0, ..., [ avec
[ < p, établissons que c’est encore vrai pour £ = [ + 1. C’est immédiat car on a
successivement

D' (e u(x)) = D(e (D + )'u(x)) = e (D + )(D + o)\ u(x).

Cela étant, il suffit de noter que, si L(D) = ¢y + 1D + ... 4 ¢,D?, il vient

L(D)(e%u(z)) = Z ¢;D (e u(x))
- c;e® (D + c)u(z) = e L(D + c)u(z)a

Jj=0

9.1.2 Position du probleme

Définitions. Etant donné
a) la, b[ un intervalle ouvert (borné ou non) de R,
b) L(D) = >0, ¢;D’ un opérateur de dérivation linéaire & coefficients constants
d’ordre p sur ]a, b,
c¢) f un élément de Cy(]a, b[),
une solution de I'équation L(D)u = f sur ]a, b[ est un élément u de C,(]a, b)) tel que
L(D)u = f.

En particulier, si f est la fonction 0, on dit que le probleme est homogéne.

Position du probleme. Nous nous proposons de caractériser I’ensemble des
solutions de I"équation L(D)u = f sur ]a, b[, c’est-a-dire de déterminer

{ueCy(la,b]) : LD)u= f sur Ja,b[}.
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De la linéarité de l'opérateur de dérivation L(D), on tire de suite que toute
combinaison linéaire de solutions de I’équation homogene L(D)u = 0 est encore une
solution de I’équation homogene.

Remarquons aussi que, si u € Cy(]a,b[) est une solution de I’équation ho-
mogene L(D)u = 0, alors, pour tout opérateur de dérivation linéaire a coeffi-
cients constants L'(D) sur Ja, b, L'(D)u est aussi une solution de I’équation ho-
mogene. Cela résulte directement du fait que L(D) et L'(D) commutent: on a
LD)(L'(D)u) = L'(D)(L(D)u) = L'(D)0 = 0.

9.1.3 Résolution des équations homogenes

Dans ce paragraphe,
a) |a, b[ désigne un intervalle ouvert (borné ou non) de R,
b) L(D) désigne un opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants d’ordre
p € Ny sur |a, b] qui s’écrit L(D) = co+ D + ... +¢,D".

Le théoreme fondamental suivant regle completement la résolution des équations
homogenes.

Théoréme 9.1.3.1 (cas homogene général) La solution la plus générale de
Iéquation homogéne L(D)u = 0 sur |a,b] s’écrit

u(z) = Py, —1(x) e + ...+ P, _1(x)e*™® sur |a,b|,

)

U
) ai, ..., Gy sont les zéros distincts du polynome caractéristique L(z);
2) pour tout j < m, «; est la multiplicité de a; comme zéro de L(z);

)

3) pour tout o € N, P,(x) est un polynome de degré inférieur ou égal a c.

Preuve.  A. Procédons d’abord a ’analyse des solutions.
a) Equation DPu = 0 sur |a, b[.

Si u est une solution de 1’équation homogene DPu = 0 sur |a, b, DP~'u appartient
a Cy(]a, b)) et sa dérivée d’ordre 1 est identiquement nulle sur |a, b[. Le théoreme de
'ouvert connexe affirme alors qu'il existe C; € C tel que DP"lu(x) = C; pour tout
x € |a,b[. En répétant p fois cet argument, on obtient que u est égal & un polynome
de degré p — 1 au plus sur |a, b|.
b) Equation (D — ¢)Pu =0 sur |a,b| avec ¢ € C.

Siu € Cy(]a, b]) vérifie (D — ¢)Pu = 0 sur |a, b[, posons

u*(z) =e “u(z), Vr€la,b].
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Bien str, u* appartient a C,(Ja,b[) et, vu le lemme du paragraphe 9.1.1.1, nous

obtenons
0= (D — c)’u(x) = e“ - DPu*(z), Vz €]la,?].

Vu ce qui précede, il existe un polynome F,_; de degré p — 1 au plus tel que
u(zr) = e“u*(z) = e“P,4(x), Vz€la,b.
¢) Equation L(D)u =0 sur ]a,b|.

Avec les notations de 1’énoncé, nous avons

m m
||z—ajo‘j donc L(D ” —aj

Par application du théoréeme de décomposition des fractions rationnelles en frac-
tions rationnelles simples, il existe pour tout j = 1, ..., m un polynome Qq,—1(2)
de degré a; — 1 au plus tel que

Lo Qi) o
T e YO oo

J=1

Par multiplication par L(z) dans les deux membres, il vient
1_CPZQ0@71 Z—(Il) ...[(z—aj)aj]...(z—am)am

—ou le facteur placé entre crochet est omis—pour tout z € C\ {a1,...,a,} et
méme pour tout z € C si on remarque que les deux membres de cette égalité sont
des polynomes. Des lors, nous avons l'identité

m

1=¢,% Qay—1(D)- (D —a)™ ... [(D—a;)™]...(D = ay)*.

j=1

Ces préliminaires étant acquis, soit u € Cy(Ja,b]) une solution de I’équation
L(D)u = 0 sur |a, b[. En recourant a l'identité obtenue, il vient

I) = CPZQaj—l(D) Uj(CL’), Vo € ]a,b[,

si on pose

vj=D—-a1)*...[(D—a;)%...(D—ay)*™u, Vj<m.
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Pour tout entier j < m, la fonction v; appartient bien str a Cg,(Ja,b[) et vérifie
I’équation homogene
(D—aj)*v; =0 sur |a,b[.

Vu ce qui précede, il existe donc un polynome P(;__l de degré a; — 1 au plus tel que
vj(r) = e P, _(x) sur Ja,b[.

Au total, il vient
D)= 6> Qua(D) (7P, (@) —cpZe LD+ a) P (o)
j=1
pour tout = € |a, b[, ce qui permet évidemment d’affirmer que u s’écrit
= ie“ﬁx w—1(7),  Vx € la,b[,

ot, pour tout j < m, P, _i(x) est un polynome de degré a;; — 1 au plus.
B. Pour conclure, il suffit alors de vérifier que toute fonction u s’écrivant

:Zeajx aj—l(‘r) sur ]a,b[,
j=1

est solution de ’équation homogene L(D)u = 0. Or nous avons successivement:

CPZ (D —ay +a;)* ... [DY]...(D = ap, + a;)*" DY P, _1(z) = 0.

J=1
D’ou la conclusion.g

Définition.  Chacune des fonctions exponentielle-polynome

2'e®” pour [ =0,1,...,a;—1 et j=1,....m (%)

est solution de I'équation homogene L(D)u = 0 sur |a, b[ et toute solution de cette
équation homogene est combinaison linéaire de ces fonctions (x), appelées solutions
fondamentales de 'opérateur L(D). Cela étant, comme on a ay + ... + a,, = p,
L(D) a p solutions fondamentales et la solution la plus générale de L(D)u = 0 sur
|a,b[ dépend de p constantes.
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Théoréme 9.1.3.2 (cas réel homogene) Si L(D) est un opérateur de déri-
vation linéaire a coefficients constants et réels et si a; est un zéro a;-uple de L(2)
tel que Sa; # 0, alors @; est aussi un zéro a-uple de L(z) et on peut remplacer

Po,1(2) eV + P, _(x)e™”

par
oRa;j (ng—l(x) cos(Sa; x) + Pg]’,_l(x) sin(Sa; :L‘))

dans ’expression de la solution la plus générale de [’équation homogene.
Preuve. 11 suffit de noter que, pour tous a, ¢, d € C et tout [ € N, on a
cale™ + dale™ = ™" ((c+ d)a' cos(Sax) +i(c — d)a' sin(Saz)),

et )
c+id ;4
—x'e

ax

c—1id
:L,lea:p

™ (cal cos(Saz) + da'sin(Saz)) = 5 5

Corollaire 9.1.3.3 Toute solution de I’équation homogéne L(D)u = 0 sur |a, b]
appartient a Co(Ja, b]).

Preuve.  Cela résulte aissitot de la forme de la solution la plus générale de cette
équation.g

Théoréme 9.1.3.4 Les solutions fondamentales de L(D) sont linéairement
mdépendantes.

Plus précisément, si on note uy, ..., u, les solutions fondamentales de L(D),
alors, pour tout xy € |a,b[ et tous 2y, ..., z,—1 € C, il existe des nombres complezes
uniques dy, ..., dp tels que la solution u = Y r_ dyu, de Uéquation homogéne
L(D)u = 0 sur]a,b| vérifie [D*ul,, = zx pour tout k=0, ..., p— 1.

Preuve. Comme

;

Z dy, ug(zo) = 2y (= u(z0))
=1

de (D)2, =2 (= [Duls,)

de D" ugley = 2po1 (= [DP uly,)

\ k=1
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est un systeme de p équations linéaires a p inconnues, il suffit d’établir le cas précisé
uniquement lorsque 2y = 21 = ... = z,-1 = 0.
Pour conclure il suffit donc d’établir que, si la solution

u(z) = Z e P, _1(x)
k=1

de I'équation homogene vérifie
[D*u],, =0 pour tout k=0,...,p— 1, (%)

alors chacun des polynomes F,, _; est identiquement nul.
Fixons un entier j < m et considérons

vi(x) = (D —a)® ... [(D—a;)¥]...(D—ap)*™ u(zx)
(D —a)® .. [(D = a;)%]...(D — ap)*™ (e%"Pa,_1(z))
= e (D+a; —a)*™...[DY]...(D+a; — an)*"" Po-1().

La premiere égalité montre que v; est une combinaison linéaire de v et de ses dérivées
jusqu’a l'ordre p — a;; on en déduit aussitot les égalités

v;(70) = [Dy]py = ... = [DY 0], = 0.

0

Déduisons-en que le polynome F,;, 1 a tous ses coefficients nuls, ce qui permet
de conclure. Soit cz! le terme de plus haut degré de P,,_1(z). On a d'une part
(D — a;) vi]., = 0 et d’autre part

(D — a;)" v;(x)
e (D +a; —a))*™ ... [DY]...(D + a; — an)* D'Py,_1()
= e’ (D+a; —a)™...[DY]...(D+a; —ay)* cl!

c’est-a-dire

0= (a; —ar)™ ... [(a; —a;)¥] ... (a; — am)*™ c !,

ce qui suffit.g

Exemple. Sia # 0 et b sont des nombres complexes, déterminer la solution
la plus générale de I’équation (aD + b)u =0 sur R.

Bien sur le polynéme caractéristique L(z) = az+b admet —b/a comme seul zéro.
Des lors, la solution la plus générale de cette équation homogene s’écrit ¢ eb#/¢
ceC.

avec
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Exemple. Sia # 0, b et ¢ sont des nombres complezes, déterminer la solution
la plus générale de I’équation (aD? + 0D + ¢)u = 0 sur R.

Si on a b? — 4ac = 0, le polyndome caractéristique L(z) = az? + bz + ¢ de cet
opérateur admet —b/(2a) comme zéro double et n’a pas d’autre zéro. La solution la
plus générale s’écrit donc

_b
(c1 4+ cox) e 2a® avec c¢q,cq € C.

Si on a b? — 4ac # 0, le polynome caractéristique admet

— b4+ Vb2 —4ac

2a

comme zéros simples et la solution la plus générale s’écrit

7lx L4 b2 —4dac T _V b2 —4dac z
e 2%(ce +cye 2@ F) avec ¢p,c € C.

Si a, b, ¢ sont des nombres réels tels que b — 4ac < 0, la solution la plus générale
peut aussi s’écrire
Viac — b? . Vdac —b?

o x) + ¢y sm(T x)) avec c1,c9 € C.

b
e 2a” (cl cos(

9.1.4 Généralités sur les équations non homogenes

La structure de la solution la plus générale d’'une équation différentielle linéaire
a coefficients constants et non homogene est régie par le théoreme suivant.

Théoreme 9.1.4.1 La solution la plus générale d’une équation différentielle
linéaire a coefficients constants et non homogéne L(D)u = f sur ]a,b| est la somme
d’une solution particuliére de L(D)u = f sur |a,b| et de la solution la plus générale
de l’équation homogéne L(D)u =0 sur |a,b|.

Preuve.  D’une part, si ug est solution particuliere de L(D)u = f sur ]a, b[ et
si u est solution de L(D)u = 0 sur Ja, b], bien str ug + u appartient a C,(]a,b]) et
est tel que L(D)(ug + u) = f sur |a, b|.

D’autre part, si ug et u; sont des solutions de L(D)u = f sur |a,b[, on a
évidemment ug — uy € Cpy(Ja,b]) et L(D)(ug — uy) = 0 sur ]a, bl.x

Les conséquences de ce théoreme sont importantes.

Conséquences. a) La solution la plus générale de 1’équation non homogene
L(D)(u) = f sur |a,b| dépend de p parametres, tout comme celle de 1'équation
homogene correspondante.
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b) Si I’équation non homogene L(D)(u) = f sur |a,b] admet une solution par-
ticuliere up—mnous allons voir au paragraphe suivant que c’est toujours le cas si f
appartient a Cy(]a, b])—, si zo appartient a |a, b[ et si 2, ..., z,—1 sont des nombres
complexes, il existe une solution unique u; de I'équation L(D)(u) = f sur |a, b] telle
que

ui(z0) = 20 et [DFuyly, = 21, Vk <p—1. (%)

De fait, d’'une part, il existe une solution u} de I’équation homogene L(D)(u) =0
sur |a, b[ telle que

u (w0) = 20 — up(o) et [DFully, = 2z — [DFugle,, VE<p—1.

On vérifie alors de suite que u; = ug+u) est une solution de I’équation non homogene,
qui vérifie les égalités (x).

D’autre part, cette solution est unique car si u; et us conviennent, u; —uy est une
solution du probleme homogene, qui s’annule ainsi que ses p — 1 premieres dérivées
€en Iop.

c¢) Tout revient donc a déterminer une solution particuliere de I’équation non
homogene (et cela de la maniere la plus simple possible).

Remarquons a cet effet que la recherche d’une solution particuliere de ’équation
L(D)(u) = ijl fj sur Ja,b] peut s’effectuer en recherchant, pour tout j < J,
une solution particuliere de chacune des équations L(D)(u) = f; sur ]a,b] et en en
prenant la somme.

Remarquons aussi que, si L(D) est réel et si f est la partie réelle (resp. imag-
inaire) de F' € C,,(Ja,b]), une solution particuliere de L(D)(u) = f sur |a,b[ est
donnée par la partie réelle (resp. imaginaire) d’une solution particuliere de I’équation
L(D)(u) = F sur ]a, b|.

9.1.5 Meéthode de la variation des constantes

La méthode d’obtention d'une solution particuliere de I’équation non homogene
L(D)u = f sur |a, b que nous allons d’écrire ci-dessous a une double importance:

a) elle établit que toute équation non homogene admet au moins une solution par-
ticuliere;

b) elle donne une méthode de calcul effectif d’une solution particuliere—on n’est
donc limité que par la possibilité de mener a bien ces calculs.

Théoréme 9.1.5.1 (Variation des constantes) Soit

LD)=cy+cD+...4+¢D?
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un opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants d’ordre p € Ny, soit |a, b]
un intervalle ouvert de R et soit f un élément de Ci(]a, b]).

a) On met en évidence les p constantes dont dépend la solution la plus générale
de Uéquation homogéne L(D)u = 0 sur |a,b] en Uécrivant u = Y v_, Crug ol uy,
..., uy, sont les solutions fondamentales de L(D).

b) On forme le systéme d’équations

p
Z Ck U =0
k=1

p
k=1

(

p
Zok DP 2y, = 0
k=1

p
ch Dp_luk = i
k=1

Cp
\
c¢) Pour tout x € ]a,b|, ce systéme admet une solution unique Cy(x), ..., Cy(z)
et Cy(x), ..., Cp(x) sont p fonctions sur |a,b| qui appartiennent en fait a Ci(]a, b]).
d) La fonction
p
k=1

est une solution particuliere de L(D)u = f et appartient a Ciy,(]a, b[).

Preuve.  a) et b) ne posent aucun probleme. Pour a), il suffit de résoudre
L(D)u = 0. Pour b), on note que ¢, differe de 0.

c¢) Pour tout x € ]a, b[, nous avons vu en effet qu’il existe des nombres uniques
Cy, ..., C, tels que la solution u = C u +. .. 4+ C, u, de I'équation homogene vérifie
les égalités

w(z) = Dy = . = [DP2ul, =0 et [DP1a, = L&)
p
De plus, la formule de Cramer donne de suite 'appartenance de C4(x), ..., Cy(z) a
Ci(Ja, b[) car chacun des uy(x), ..., u,(z) appartient a Co(Ja, b]).
d) Posons

u(p) =3 < / Ci(2) da:> ()

p
k=1
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On vérifie aisément, en recourant notamment & la définition des fonctions Cy(z),
que les égalités suivantes ont lieu

Du(z) = ;Ck(:c)~uk(x) +kZ: ( / Cr(z) d:c) - Duy ()
= ; ( / Ci(z) da:) - Duy ()
DPly(x) = ; Cr(z) - DP 2y, (2) +k2: ( / Ci(7) dw) - DP gy ()

NE

( / Ci(7) dx) - DP ()

Dru(z) — Ck(x)-D”_luk(x)—i-i( / Ck(x)dx)-Dpuk(x)

1

_ 1 é (/ i) dx) DPug ().

P

ol

Sl
_

T

|~

O

On en tire de suite que L(D)u = cpu+ ¢; Du+ ... + ¢, DPu est égal a

f +k2p; </ Ci(z) dx) - L(D)uy = f.

De plus, u appartient a Ci4,(Ja, b[): on a pu en effet dériver p fois la fonction u
et cette dérivée DPu appartient & C;(]a, b[) comme on le vérifie de suite.y

Remarque.  Pour un lecteur déja au courant de la théorie de l'intégration, précisons
que, si zp appartient a |a, b,

u(z) = Zp: ( / C(t) dt> up(z)

k=1

est la solution particuliere de I'équation L(D)u = f qui s’annule en z( ainsi que ses p — 1
premieres dérivées. La vérification est immédiate.

Exemple. Résoudre I’équation Du + u = e sur R.
a) L’équation homogene Du + u = 0 sur R admet bien sur Ce™* avec C' € C
comme solution la plus générale.
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x

x (5}

b) Appliquons la méthode de la variation des constantes. L’équation Ce™™ = e

/7 . Xz . \
admet évidemment C'(x) = e"e® comme solution. Des lors,

u(z) = ( / et dx) e

est une solution particuliere de I’équation non homogene.
c¢) La solution la plus générale du probleme posé s’écrit donc

e % + Ce ™™ avec C eC.

Exemple. Etant donné w € |0, +oo[, résoudre ’équation

1

(D7 +w)u = cos(wx)

sur |—7/(2w), 7/ (2w)[.

Bien str, le second membre est continu sur l'intervalle considéré.

a) Résolvons I'équation homogene.

L’équation caractéristique s’écrit 22 + w? = 0 et a donc z = iw et z = —iw pour
seuls zéros, ces zéros étant différents et de multiplicité 1. Des lors, la solution la
plus générale de I’équation homogene s’écrit

C1e™% + Che ™" avec Cy,C, € C,
ou
C cos(wzx) + Cysin(wzx) avec Cp,Cy € C.

b) Appliquons la méthode de la variation des constantes.
Vu la forme du second membre, nous allons utiliser la deuxieme forme de la
solution la plus générale de I’équation homogene. Résolvons le systeme

C cos(wz) + Oy sin(wz) =0
1

— Ciwsin(wz) + Cow cos(wx) = cos(wn)’

Si on multiplie la premieére équation par wsin(wzx) et la seconde par cos(wz) et si
on somme les résultats obtenus, il vient Cow = 1. Il s’ensuit que la solution de ce
systeme est donnée par

Cl(a:):—étg(wx) ot cg(x)zi sur |- /(2w), 7/ (2w)].

Une solution particuliere est donc donnée par

_lcos(wx)/tg(wx) dx + ésin(wx)/ dx

w

~ In (cos(wz)) - cos(wz) + g - sin(wx).
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c¢) Cela étant,la solution la plus générale du probléeme posé s’écrit

% In (cos(wz)) - cos(wx) + L. sin(wz) 4+ C4 cos(wz) + Cy sin(w)
w w

avec (', Cy € C.

9.1.6 Méthode des exponentielles-polynomes

La méthode d’obtention d'une solution particuliere de I’équation non homogene
L(D)u = f qui va suivre ne s’applique que si f est une fonction exponentielle-
polynome, c’est-a-dire une fonction du type f(z) = e“P(x) ou ¢ est un nombre
complexe et P(z) un polynome. Elle s’étend bien sur par linéarité, aux combinaisons
linéaires de telles fonctions.

Proposition 9.1.6.1 Si L(D) est un opérateur de dérivation linéaire a coeffi-
cients constants d’ordre p € Ny sur |a, b|, si c est un nombre compleze et si P(x) est
un polynome de degré q, l’équation

L(D)u(x) = e“P(x) sur la,b|

admet une solution de la forme e Py(x)x” ou Py(x) est un polynome de degré égal
a q et oty est la multiplicité de ¢ comme zéro de L(z).

Preuve.  La méthode de la variation des constantes permet d’affirmer qu’il
existe au moins une solution particuliere, soit ug. Cela étant de

L(D)ug(x) = e“P(z) sur ]a,b[,
on tire

(D — )" ' L(D)up(z) = (D — )™ (e P(x))
DI P(z) =0 sur Ja,bl.

Il s’ensuit que ug est solution de I’'équation homogene
(D — )™ L(D)u=0 sur ]a,b|
et s’écrit donc
up(x) = e Py, q(x) + ...+ " Py, _1(x) + e Py ()

si ay, ...,a; sont les zéros de L(z) différents de c et de multiplicité aq, ..., a; et si
¢ est un zéro de L(z) de multiplicité v éventuellement nulle.
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Cependant, on peut éliminer automatiquement une partie des termes de cette
somme. En effet, on peut aussi la mettre sous la forme

[ Py 1(z) + .o+ e Py 1 () + e Py 1 (2)] 4+ 2Py ()

ot le terme entre crochets est annulé par 'opérateur L(D). Il s’ensuit que la fonction
e 2P, (x) est aussi une solution particuliere de L(D)u = f, ce qui suffit.y

Cas d’application. La méthode des exponentielles-polynomes s’applique de
facon directe dans les cas suivants:
a) si f(x) est un polynome: cela revient a considérer ¢ = 0;
b) si f(x) est une combinaison linéaire d’exponentielles, donc en particulier si f(x)
est un polynéme en ch(mx), sh(mx), cos(mx), sin(mz) avec m € N,

Ainsi la méthode s’applique notamment si

(@) :eaw{ §f§f§§§ }-P(a:), avee a,8 € C.

Remarque.  Si L(D) et P(x) sont réels, notons qu’une solution particuliere de 1'équa-
tion

L(D)u(z) = e** cos(fz) - P(x) (resp. e**sin(fz) - P(x))

sur R avec «, 8 € R, est donnée par la partie réelle (resp. imaginaire) d’une solution
particuliere de I’équation
L(D)u(z) = @Bz p(g),

Méthode. Pour résoudre I'équation différentielle L(D)u(x) = e* P(x),
a) on détermine la solution la plus générale de I’équation homogene;

b) tout revient alors a déterminer une solution particuliere de I’équation non ho-
mogene, c’est-a-dire a trouver v et P,(x). Pour v, c’est immédiat. Pour P,(z), on
recourt a la méthode d’identification des coefficients. La disposition pratique des
calculs qui découle du lemme suivant permet d’alléger au maximum le calcul de
L(D)(e“Py(x)x7). Ce lemme précise en fait celui du paragraphe 9.1.1.1.

Lemme 9.1.6.2 Si 'opérateur de dérivation linéaire a coefficients constants
L(D) est d’ordre p € Ny et si f appartient a Cy(]a,b]), on a

LD)(e (@) = o 32 D3 (2) - DL

pour tout ¢ € C.
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Preuve.  De fait, si L(D) s’écrit Y )_, ¢;D', il vient successivement

p P l
lX;chl(ecz f(z)) = lz;cl 3 CID! e . DY f ()
=i =i ‘770
p l
= % Z c Z l—!cl’j DI f(z)
- ))!
=0 j=0
” ecxii icz LI D7 f(x)
)t (=)

en recourant a la formule de Leibniz en (%) et en permutant les deux sommes en
(xx). D’ou la conclusion car on vérifie aisément que, pour j < p, il vient

p
) i )
DIL(z) =) :Clmzl_]"
=5 J):

Disposition pratique. Cela étant, pour obtenir L(D)(e**27P,(z)), il est con-
seillé de construire le tableau suivant:

DIL(z) | [DIL(2)].— | D?(Py(x)z7) | 1/5!

j z=c

0| L(2) L(c) : 1
1|D,L(z) || - : 1

2| D2L(z) || - : 1/2

Exemple.  Résoudre I’équation Du + u = cos(z) sur R.

Comme on a cos € C(R), le probleme a un sens.

a) Résolvons d’abord 1'équation homogene. Bien sur, —1 est le seul zéro de L(z)
et sa multiplicité est égale a 1. La solution la plus générale de I’équation homogene
L(D)u = 0 s’écrit donc Ce™* avec C € C.

b) Recherchons une solution particuliere de I’équation proposée.

Comme L(D) est réel et comme cos(z) est la partie réelle de la fonction e €
Coo(R), on peut prendre comme solution particuliere ug, la partie réelle d’une solu-
tion particuliere de I’équation Dv+v = ™. Or il existe une telle solution particuliere
de la forme e 27P,,(z), c’est-a-dire de la forme Ae™ avec A € C. Du tableau suivant

J | DIL(z) | [DIL(2)]._; | D?A | 1/5!
0] z+1 |1+i A1
1)1 1 0 |1
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on déduit de suite que A doit vérifier 'égalité (1 +i)A = 1, c’est-a-dire que vy est
donné par vy(z) = (1 —i)e™ /2. Par conséquent, il vient

uo(z) = §R(1 ; ie“) _ cos() ;sm(w)‘

c¢) Au total, la solution la plus générale de I’équation proposée s’écrit

cos(z) + sin(z)
2

u(z) = +Ce™™ avec C € C.
Exemple.  Résoudre I’équation D3u — u = x(1 + €*) sur R.
Comme on a z(1 + €*) € C(R), le probleme a un sens.

a) Résolvons d’abord ’équation homogene. Bien str,

—1+iV3 o —1—iV/3

L,
2 2

sont les seuls zéros de L(z) et leur multiplicité est chaque fois égale & 1. Des lors, la
solution la plus générale de I’équation homogene peut s’écrire:

Cie” 4 /2 <02 COS(?QI) + (3 Sin(%gx)) avec Cp,C,,Cs € C.

b) On remarque directement que u(zr) = —z est une solution particuliere de
I'équation D3u — u = x sur R.

c¢) Recherchons une solution particuliere de 1'équation D3u — v = ze® sur R.
Comme le second membre est une exponentielle-polynome, il en existe une solution
particuliere de la forme e*z?P,,(z), c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire e*z(Ax + B)
avec A, B € C. Du tableau ci-dessous, on déduit de suite que A et B doivent
vérifier 'identité 6 Az + 3B + 6A = x; on adonc A=1/6 et B=—1/3.

j | DIL(z) | [DIL(2)],_, | D/(A2® + Bx) | 1/5!
0/22=1 |0 Az? + Bx 1
11322 3 2Ax + B 1
2| 62 6 24 1/2

d) Au total, la solution la plus générale de I’équation a résoudre s’écrit:

2
—T+ <% — g) e® + Che” + o /2 <02 cos(?m) +C4 sin(?z))

avec (O, Cy, C5 € C,
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9.1.7 Equations d’Euler
Définition.  Une équation d’Euler est une équation différentielle du type
p(@D)Pu+ ... +c(@D)u+cu=f

ol p appartient a Ny, ou ¢, ¢i, ..., ¢, sont des nombres complexes tels que ¢, # 0
et ou f appartient a C;(Ja,b]) avec | € N et |a,b[ un intervalle ouvert inclus dans
10, +00[. Ses solutions sont les fonctions u € C,(Ja, b[) qui vérifient cette équation.

Remarques.  a) Toute équation différentielle du type
dp2’DPu+ ...+ dizDu+dou = f

ou p appartient a Ny, ol do, di, ..., d, sont des nombres complexes tels que d,, # 0 et ou
f appartient & C;(]a, b]) avec | € N et ]a, b[ un intervalle ouvert inclus dans |0, +oo], est
en fait une équation d’Euler et inversement. Pour le vérifier, il suffit de prouver que, pour

tout m > 1, il existe des nombres réels 7y, 1, ..., "mm = 1 tels que

m

(D)™ = ZrmeJDJ.

j=1

Or, pour m = 1, c’est trivial et, si c’est vrai pour m =1, ..., k, il vient
k k
) o . o i
(zD)*! = 2D ZTkJI']D] = Z (jrr 2’ D7 + 1y ja? TTDITY)
j=1 j=1

ce qui suffit.

b) Bien siir, une équation d’Euler est essentiellement une équation différentielle linéaire
a coefficients non constants. Cependant le changement de variable d’Euler ramene sa
résolution a celle d’une équation différentielle linéaire & coefficients constants.

Proposition 9.1.7.1 La solution la plus générale de l’équation d’Fuler
cp(D)YPu+ ...+ c1(xD)u+ cou = f avec f € Ci(]a,b])

s’écrit u(x) = v(In(z)) ot v est la solution la plus générale de l’équation différentielle
linéaire a coefficients constants

cpDPv+ ... +ciDv+cu=g

ot g € C(Jln(a),In(b)[) est défini par g(y) = f(e¥).



314 9. Equations différentielles

Preuve.  De fait, x = e¥ est un changement de variable régulier d’ordre infini
entre |a, b[ et |In(a), In(b)[ et ainsi il existe u € C,la, b] tel que

p(@D)Pu+ ...+ c(@D)u+cu=f sur Ja,b
si et seulement s’il existe v € C,(]In(a), In(b)[) tel que

DPv+ ...+ Dv+cov =g sur |In(a),In(b)[,
a savoir v(y) = u(e?) ou u(r) = vin(x),y

Exemple. Sia # 0 et b sont des nombres complexes, déterminer la solution
la plus générale de l’équation d’Euler homogene

arDu+bu =0 sur ]0,4o0].

Vu la forme de la solution la plus générale de ’équation différentielle linéaire a
coefficients constants correspondante, cette solution s’écrit cxz=%* avec ¢ € C.

Exemple. Sia # 0, b et c sont des nombres complexes, déterminer la solution
la plus générale de I’équation d’Euler homogeéene

a(xD)*u + bxDu + cu =0 sur 0, +oo.

En procédant comme ci-dessus, on obtient
a) (c1 In(z) 4 ¢3)27 2 avec ¢y, ¢y € C si b — dac = 0,
b) c12™ + o™ avec ¢, co € C si on a b? —4ac # 0 et si ry et ry sont les deux zéros
distincts du trindme du second degré az? + bz + c.

Ezxercice.  Résoudre l’équation d’Euler xDu + u = e® sur |0, +ool.

Suggestion.  a) Résolvons d’abord ’équation différentielle linéaire a coefficients
constants Dv + v = e sur R.

i) L’équation homogene Dv + v = 0 sur R admet bien sir Ce™™ avec C € C
comme solution la plus générale.

ii) Appliquons la méthode de la variation des constantes. L’équation C'e™
admet évidemment C(z) = e%e®” comme solution. Des lors

e$

I:e

vo(w) =e " /e"”eez dr =c e

est une solution particuliere de I’équation non homogene.
b) Des lors, la solution la plus générale de I’équation proposée s’écrit sous la
forme

C x
u(a:):;jte; avec C € C.
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De la méme maniere, en recourant au changement de variable x = —e¥, on
obtient de suite le résultat suivant.

Proposition 9.1.7.2 Sion ap € No; co, c1, ..., ¢, € C; ¢, 0 et f € Ci(Ja, b])
avec | € N et ]a,b] C |—00,0[, la solution la plus générale de I’équation

p(@D)Yu+ ...+ c(@D)u+cou=f sur |a,b|

s’écrit u(x) = v(In(—x)) ot v est la solution la plus générale de l’équation différen-
tielle linéaire a coefficients constants

DPv+ ...+ Dv+cov =g sur |In(=b),In(—a)]

ot g € C/(JIn(—b),In(—a)|) est défini par g(y) = f(—e¥) 4

Remarque.  Cela étant
a) ’équation (tres simple en apparence) xDu+u = 0 sur R admet une et une seule solution,
a savoir u = 0,
b) I'équation (trés simple en apparence) (zD)?u — 22Du + v = 0 sur R admet comme
solutions, les fonctions u(x) = cx avec ¢ € C,
c) I'équation (trés simple en apparence) (zD)?u + 2zDu + u = 0 sur R admet une et une
seule solution, a savoir v = 0.

9.2 Equations différentielles ordinaires

9.2.1 Généralités

Définitions.  Une équation différentielle ordinaire d’ordre p € Ny sur 'inter-
valle Ja,b] de R (on dit aussi, plus simplement, équation différentielle ordinaire s’il
n'y a pas d’ambiguité sur p et ]a,b]) est une équation de la forme

F(z,u,Du,...,DPu) = f

ou F' est un opérateur de dérivation réel d’ordre p sur ]a, b et ou f est une fonction
réelle appartenant a C;(Ja, b]) avec [ € N.

Résoudre 1'équation différentielle ordinaire Fu = f d’ordre p dans l'intervalle
la,b[ de R, c’est trouver toutes les solutions de cette équation, c’est-a-dire toutes
les fonctions réelles u € C,(]a,b]) vérifiant Fu = f sur un ouvert de ]a,b[. 1l s’agit
la d'un point de vue bien souvent trop ambitieux (réalisé par exemple dans le cas
des équations d’Euler) et on doit régulierement se contenter d’intégrer 1’équation
différentielle, c’est-a-dire trouver des équations implicites (faisant intervenir x et u,
mais pas les dérivées de u), que doivent vérifier toutes les solutions u.



316 9. Equations différentielles

Remarque.  L’intégration des équations différentielles ordinaires est un probleme tres
délicat qui ne peut étre abordé en toute généralité en premiere candidature. Dans cette
introduction, nous nous limitons a quelques types classiques, rencontrés couramment dans
les applications. Parfois nous devons méme nous limiter a donner une méthode sans guere
la justifier; dans un tel cas, la vérification de la réponse s’impose.

Définition. * — Etant donné un ouvert Q de R? et une fonction f € C;(£2)
réelle, une solution de I’équation différentielle D u = f(x,u) sur l'intervalle ouvert
I de R est une fonction réelle u € Cy([I) telle que

{ (x,u(x)) €Q, Vrel,
Du|, = f(z,u(x)), Vzel.

Dans ce contexte, le probléeme de Cauchy de condition initiale (xq,yo) € € consiste
en la recherche des solutions u de ’équation D, u = f(x,u) telles que u(zg) = yo.

— %

Dans le cadre de ce cours, contentons-nous de signaler le résultat suivant qui sera
développé et généralisé au cours d’analyse non linéaire.

Théoréme 9.2.1.1 (unicité) Le probleme de Cauchy D,u = f(z,u) de condi-
tion initiale (zo,vyo) € 2 a une et une seule solution dans tout intervalle ouvert I de
R contenant xo.x

Remarque.  En général, on remarque que la solution la plus générale d’une équation
différentielle ordinaire d’ordre p dépend de p constantes. On remarque aussi parfois
I’existence de solutions particulieres.

9.2.2 Equations différentielles du type Du = f(x,u)
1. Equations exactes

Une équation différentielle exacte est une équation différentielle ordinaire qui
s’écrit

D,U(z,u)

D2U<I,u)

ou U(x,u) appartient & Cy(]a, b[ x R) et est réel.

Du = sur Ja, b (%)

Proposition 9.2.2.1 Si U € Cy(Ja,b[ x R) est une fonction réelle, alors une
fonction réelle u € Cy(]a, b]) vérifie I’équation

[D1U] (e u(z)) + [DoUl(zu(a)) - Dulz) =0 sur Ja,b]

si et seulement si la fonction U(x,u(x)) est constante sur |a, b|.
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Preuve.  C’est immédiat a partir du théoreme de dérivation des fonctions com-
posées et du théoreme de 'ouvert connexe.g

Méthode. La résolution de I’équation exacte (x) revient donc a déterminer
les constantes C' € R et les fonctions réelles u € Cy(]a, b[) telles que U(x,u(z)) = C
pour tout x € ]a, bl.

Remarques.  a) * — Si f(z,u), g(x,u) € Ci(]a,b[) sont réels et tels que
D2f(x>u) = Dlg(xvu)a V(x,u) € }(I, b[ X Ra (*)
I'équation Du = — f(z,u)/g(x,u) sur ]a, b| est exacte. En effet, pour tout point (xg,ug) €
la,b[ x R, la fonction U définie sur |a, b[ x R par
u

U(m,u):/ug(xo,t)dt—l—/xf(t,u)dt ou /xf(t,uo)dt—l—/ g(z,t)dt

0 0

convient (justification par les primitives dans R?). « x
b) Si f(z,u), g(x,u) € Ci(]a,b]) sont réels et ne vérifient pas la relation (*) de la
remarque précédente, il peut se faire qu'il existe h € Ci]a,b] x R réel tel que

D2(f(£7u)h(xau)) = Dl(g(x7u)h(xuu))7 V(ZL', U) € ]CL, b[ x R.
A ce moment, on peut appliquer la remarque 1) a ’équation différentielle

f(x,u) - h(z,u)

Du = _g(x,u) - h(z,u)

sur Ja,b[.

Une telle fonction h est appelée facteur intégrant —malheureusement, on ne dispose pas
d’un critere général donnant ’existence d’un facteur intégrant et encore moins sa valeur.

Exemple.  Trouver, si elle existe, une solution u € Cy(]—1,1[) réelle de [’¢-

quation
2xu + 1

Dy =472
Y 12 + 4u

vérifiant u(0) = 1 (resp. u(0) = 0).
Comme on a 2zu + 1, 22 + 4u € Co(R?) et

D,(2zu + 1) = 22 = D, (2® + 4u),
on cherche une fonction U(z,u) € Ci(]—1, 1] x R) telle que

D,U(z,u) = 2ru+1 et D,U(z,u) = 2° + 4du.



318 9. Equations différentielles

On trouve aisément U(z,u) = x?u + x + 2u?. 1l suffit alors de déterminer la ou les
solutions réelles u € C;(]—1,1]) du systeme

{ u(0) =1 [resp. u(0) = 0]

2u? + 2?u+x = C avec C € R.

La premiere équation impose la valeur C' = 2 et on trouve

2?4 /T =8z 1 16
" x” + x4 8x + 6€C1(}—1a1[)

comme solution (resp. la premiere équation impose la valeur C' = 0; cela étant,
comme z* — 8z est strictement négatif sur |0, 1[, il n’existe pas de solution).

Exemple.  Intégrer l’équation différentielle Du = —(2u + 1)/x.

Bien siir, les fonctions 2u+1 et z appartiennent & C,(R?) mais on a D, (2z + 1) #
D,z. Cependant on vérifie directement que h(x,u) = x est un facteur intégrant.
Cela étant, on trouve de suite U(z,u) = ux? + 2?/2. L’équation implicite régissant
I’équation proposée s’écrit donc ux?® + z2/2 = C avec C € R.

Remarque.  a) Si on considére le dernier exemple sur un intervalle ]a, b[ inclus dans
|—00,0[ ou ]0, +00], c’est aussi une équation d’Euler.
b) Sur un intervalle ]a,b[ contenant 0, il existe une et une seule solution, a savoir

~3X]ab|

2. Equations a second membre séparé

Une équation différentielle a second membre séparé est une équation différentielle
ordinaire qui s’écrit
Du = f(z)g(u).

Théoréme 9.2.2.2 FEtant donné des fonctions réelles f € Co(la,b]) et g €
Co(Je, d]), et des points xy € |a,b] et ug € |c,d],
a) si on a g(ug) # 0, il existe a, f € R tels que a < o < xg < § < b et une fonction
réelle u € Cy(Ja, B]) unique telle que

u(la, B]) C e, d

u(zg) = ug

Du(x) = f(z)g(u(z)), Va € o, [.

b) si on a g(ug) = 0, la fonction u = ugxjep; appartient a Co(]a,b]), est réelle et
vérifie u(]a,b]) C Je,d], u(xg) = ug et Du(z) = f(x) - g(u(x)) pour tout x € la,b.
(Il s’agit d’une solution particuliere de ’équation Du = f(x) - g(u); on a perdu
I'unicité).
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Preuve.  b) est trivial; établissons a).

Soit F' la primitive réelle de f sur ]a, b vérifiant I’égalité F'(z¢) = 0. Comme on
a g(ug) # 0 avec g € Cy(Je,d]), il existe v, § € R tels que ¢ < v < ug < 6 < d ainsi
que g(t) # 0 pour tout t € |y,d[. Soit alors G la primitive réelle de 1/g sur |, ]
telle que G(up) = 0. Comme g garde un signe constant sur |7y, d[, G détermine un
changement de variable régulier d’ordre # 1 entre |7y, d[ et un intervalle ouvert I de
R, contenant 0.

Analyse. Si on a de tels a, 3 et u, il existe un voisinage V de z( tel que
u(z) appartienne a |y, d[ pour tout x € V. Des lors, la fonction de fonction G(u)
appartient a Cy (V') et vérifie

Du(z)
(DG (w)]= ) f(x), VeeV.
Il s’ensuit qu'on a G(u) ~ F sur V et méme G(u(z)) = F(z) pour tout x € V car
on a G(u(xg)) = G(ug) = 0 = F(xg). Ceci assure 'unicité de u.

Synthese. Il existe o, § € R tels que a < o < g < f < b et F(la, B]) C 1.
Cela étant, u = G™1(F) est une fonction réelle appartenant a C; (], 3) et telle que
u(Ja, B) €1, 0[; u(wo) = uo et

1
[DGla-1(r())

Du(z) = f(@) = g(u(z)) - fz), Vo ela, b,

ce qui suffit.g

Méthode. a) La solution générale de I’équation a second membre séparé Du =
f(z)g(u) s’obtient en résolvant 1’équation

/%:/f(x)dx+c avec C € R

par rapport a u.
b) Si g s’annule en ¢, u = cxjqp[ est une solution généralement particuliere.

Exemple. Trouver, si elles existent, toutes les solutions de [’équation diffé-

rentielle Du = —x/u qui vérifient u(1) = 1.
Ici on a f(x) = —x et g(u) = 1/u. Les hypotheéses sont alors réalisées pour
Ja,b] = ]—00, 00] et |e, d] égal & ]—00,0[ ou ]0, +oo[; comme on veut avoir u(1) = 1,

c’est |¢, d| = ]0, 4+00[ que nous choisissons. La fonction g ne s’annule en aucun point
de |0, +oo[: il n’y a pas de solution particuliere. De

/udu:—/xd:v—i—C avec C € R,
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on tire I’équation implicite u? = —x*+C avec C' € C. La condition u(1) = 1 impose
C = 2. 1l s’ensuit que, pour tout intervalle ouvert |a, b[ contenant 1 et inclus dans
]—v2,v2[, il existe une et une seule solution, & savoir u(z) = (2 — 2%)'/? et qu'il
n’existe pas de solution sur un intervalle contenant 1 et non inclus dans } —\/5, V2 [

Exemple.  Trouver, si possible, un intervalle ouvert I contenant O et une fonc-
tion réelle uw € Cy(I) vérifiant u(0) = 0 et I’équation différentielle ordinaire

e”sin(z) — e" cos(u)Du = 0.

Dans ce probleme, on a d’une part f(z) = e”sin(z) € Co(R) ainsi que g(u) =
1/(e*cos(u)) € Coo(]—m/2,7/2[). On en déduit qu'il existe une solution unique
déterminée par le systeme

(0)=0
{ [ e“cos(u)du = [e"sin(z)dr + C avec C €R.

Tout revient a résoudre le systeme

e +C avec C cR.

u(0)=0
sin(u) + cos(u)eu _ sin(z) — cos(x)
2 B 2
On doit donc avoir C' = 1; u est solution de
(sin(u) + cos(u))e* = (sin(z) — cos(x))e” + 2.

La résolution de cette équation est impraticable; il s’agit d’une solution sous forme
implicite.

Exemple.  Résoudre l’équation différentielle Du = —(2u + 1)/x. Euxiste-t-il
une solution u telle que u(l) =17

Il s’agit d'une équation a second membre séparé.

Comme on a —2u — 1 € C(R) et 1/z € Cx(]0,+00]), la solution générale
s’obtient en résolvant

/2u—|—1 /—+C’ avec C eR

par rapport a u. Cela revient & résoudre $1In|2u+ 1| = —In|z| 4+ C avec C' € R,
c’est-a-dire In (|2u + 1| 2?) = C avec C' € R. Des lors, pour 2u + 1 > 0, on obtient
(2u + 1)z? = C" avec C' > 0, et, pour 2u+ 1 < 0, (2u+ 1)z? = C" avec ¢’ < 0; de
la, on tire u(x).

Comme 2u + 1 = 0 a lieu pour u = —1/2, u(x) = —1/2 est une solution partic-
uliere qu’on ne trouve d’ailleurs pour aucune valeur de C".

Pour avoir u(1) = 1, on doit avoir C' = 3 et alors ug(z) = 3x72/2 — 1/2 est la
solution sur ]0, +oo[ vérifiant uy(1) = 1.
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2*. Equation Du = f(ax +bu+c) ot a, by, ce Ry a #0, b #0

Méthode. La fonction réelle u € Cy([I) vérifie I'équation envisagée Du = f(ax+
bu + ¢) si et seulement si la fonction v = az + bu + ¢ est réelle, appartient a Cy(I)
et vérifie ’équation a + bDu = Dwv. Il revient donc au méme d’intégrer I’équation
différentielle a second membre séparé Dv = bf(v) + a.

Exemple. Intégrer I'équation différentielle Du = — sin®(x + u).
Posons = 4+ u = v et intégrons Dv = cos?(v). Il s’agit d'une équation & second
membre séparé. Sa solution générale sur I C R s’obtient en résolvant

/L:/dl‘—FC avec C € R;

cos?(v)

il vient donc tg(v) = x + C avec C € R, c’est-a-dire = + u = arctg(z + C) + km avec
CeRetkelZ.

Comme on a cos?(v) = 0 pour v = (2k+1)7/2 avec k € Z, on a aussi les solutions
particulieres u = —x + (2k + 1) /2 avec k € Z.

3. Equations a second membre homogeéne par rapport a = et u

Une équation différentielle a second membre homogéne par rapport a x et u est
une équation différentielle qui s’écrit Du = f(u/z).

Méthode. Le cas f(u/x) = u/z est connu: on peut I'envisager correspondant
a une équation d’Euler ou a une équation a second membre séparé.

Si on cherche une solution sur un intervalle I inclus dans R\ {0} ou au voisinage
d’un point zy # 0, on peut introduire la fonction auxiliaire v(z) = u(x)/z. On a
alors u(x) = zv(x) sur 'ensemble considéré et I’équation devient Dv = (f(v) —v)/x,
c’est-a-dire une équation différentielle a second membre séparé.

Exemple.  Intégrer I’équation différentielle Du = u?/x>.

Posons v = u/z. L’équation devient alors Dv = (v? — v)/z, c’est-a-dire une
équation a second membre séparé, dont la solution générale éventuelle s’obtient en
résolvant

d
/ Y =In|z|+C avec C €R,

v2 — v
c’est-a-dire

lnv_

=In|z|+C avec C €R.

Cela étant, la solution générale s’obtient en résolvant

- =(C avec C > 0.

ux
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De plus, v> = v a lieu pour v = 0 et v = 1 et ainsi v = 0 et u = x sont des
solutions particulieres.

3*. Equation Du=u/z + f(x)g(u/x)

La méthode utilisée pour résoudre les équations a second membre homogene par
rapport a x et u s’applique également aux équations de ce type.

En effet, en posant v = u/z, il vient v = vz donc Du = v 4+ xDwv et I’équation se
transforme en I’équation & second membre séparé Dv = g(v) - f(x)/x.

Exemple. Intégrer I'équation différentielle Du = u/x + u?/z3.

En posant v = u/x, on est amené & résoudre I'équation différentielle Dv = v? /22
dont la solution générale éventuelle est obtenue en résolvant 1’équation —1/v =
—1/z 4+ C avec C' € R. Des lors, la solution générale éventuelle est donnée par
u=22/(1+ Cxz).

De plus, v? = 0 a lieu pour v = 0 et ainsi u = 0 est une solution particuliere.

4. Equations a second membre linéaire en u

Une équation différentielle a second membre linéaire en u est une équation
différentielle ordinaire qui s’écrit Du = a(z)u + b(x) sur I avec a, b € Cy([) réels, I
étant un intervalle ouvert de R.

Bien str toute équation différentielle ordinaire qui s’écrit c(x)Du = a(x)u+ b(x)
sur I avec a, b, ¢ € Cy([) réels, I étant un intervalle ouvert de R et ¢(x) # 0 pour
tout x € I est une équation a second membre linéaire en u.

Proposition 9.2.2.3 La solution la plus générale de I’équation a second membre
linéaire Du = a(x)u + b(x) sur lintervalle ouvert I de R s’écrit

u(z) = ol a@dr (/ b(x)effa(x)dz dx + C) avec C € R.

Preuve.  Analyse. Si v, w € Cy(I) sont réels et tels que le produit u = vw
soit solution de I'équation proposée, on a

vDw + wDv = a(z)vw + b(x) sur [

donc
v(Dw — a(z)w) + wDv = b(z) sur I.

Synthese. Cela étant, Dw = a(z)w sur I est une équation a second membre

séparé dont
wo(z) = el @@= ¢ ¢y (1)
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est une solution qui ne s’annule en aucun point de I. Des lors, u € C;(1) réel est
solution de I’équation proposée si et seulement si v = u/wq est solution de I’équation
différentielle Dv = b/wy sur I, c’est-a-dire si et seulement si u/wg est une primitive

de b/wq sur 1.
D’ou la conclusion.g

Exemple.  Résoudre I’équation différentielle Du = —u/x + 2.
Sur |—o0, 0] ou sur ]0, +oo], on a directement

wz) = e % (/xQefdfdx—i-C”) —%(/ﬁm daH—C")

3
— 1</x3dx+0>:%+g avec C' e R.
T

T

4*. Equations de Bernoulli

Une équation de Bernoulli est une équation différentielle de la forme
Du = a(z)u + b(x)u",

ou 7 est un nombre réel différent de 1 et de 0.

Sir est égal a 1, on a en fait une équation a second membre séparé; s’il est égal
a 0, c’est une équation a second membre linéaire en wu.

Si r differe de 1 et de 0, en divisant les deux membres par u”, on obtient

Du'™" = (1 — r)a(z)u' ™" + (1 — r)b(z),
qui est en fait une équation a second membre linéaire en u!~".
De plus, si r est strictement positif, v = 0 est une solution généralement sin-
guliere.

Exemple.  Résoudre [’équation différentielle Du = —u/z + u?/z?.

Apres division des deux membres par u? et aprés avoir posé v = 1/u, on obtient
'équation Dv = v/z — 1/2%. Cela étant, il vient successivement sur |—oo, 0[ et sur

0, +o00]
E— Lo-re /
=v=¢e= (=[] 5e)ede+C
x

dx AN dx 1

avec C' € R. De plus, u = 0 est une solution singuliere.

SRS
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4**  Equations renversées

Une équation renversée est une équation différentielle qui s’écrit

1 1
bu= a(u)x + b(u) ou Du= a(u)x + b(u)z"

avec r € R différent de 1 et de 0.

La méthode consiste a prendre x comme inconnue et « comme variable: sous des
conditions adéquates, on a alors D u = 1/D,x et on est ramené & une équation a
second membre linéaire en x ou a une équation de Bernoulli.

Exemple. Résoudre l’équation Du = cos(u)/(1 — x sin(u)).
Nous allons plutét résoudre 1'équation D,z = —xtg(u) + 1/cos(u). C’est une
équation a second membre linéaire en I'inconnue; on a donc

¢ = e JtEwdu, (/ 1 o/ 18w du gy o C’)

cos(u)
du

= sl ([ e +)
— cos(u) - < / d—“u) + c> — sin(u) + C cos(u)

cos?(
avec C' € R.
Exemple.  Résoudre I’équation différentielle Du = —1/(uz + 2uz?).
Nous allons plutot résoudre I’équation de Bernoulli, D,z = —uz — 2u’x? obtenue
en inversant les roles de u et de z. Elle devient D, 1/x = u/z + 2u® apres division

des deux membres par 22. Cela étant, la solution est donnée sous forme implicite
par ’équation suivante

1 ) )
- = ofudu, (/QU e_f“d“du—l—C) — ov?/2. (/2u%‘“2/2du+0)

— —n? 44 Cev?

avec C € R.
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9.2.3 Equations linéaires en x, u, a coefficients fonctions de
Du

1. Equations du type =z = f(Du) avec f € C;(R) réel

Méthode. On cherche x et u en fonction du parametre A = Du. On est donc
amené a résoudre le systeme

{rc = (N
Dy = AD,f(N).

La deuxieme équation donnant la dérivée de u par rapport a A comme étant une
fonction continue de A, il vient

u(N) = /)\DAf()\) d\+C.
Tout revient alors a éliminer A dans le systeme d’équations

{1’ = ()
u = [AD,f(N)d\+C avec C €R.

En guise de “justification”, on note que

Exemple.  Résoudre l’équation différentielle x = arctg(Du).
Eliminons A dans le systeme d’équations

r = arctg(\)

A
= /1+)\2d)\+0 avec C € R,

c’est-a-dire dans

{tg(:c) = A

u = tIn(14+A?)+C avec C eR.

Il vient

1
u= Eln(l +tg?(z)) + C = —In|cos(z)| + C avec C € R.

Remarque.  On aurait pu aussi ramener cette équation & Du = tg(z).
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2. Equations du type u = f(Du), avec f € C;(R) réel

Méthode. On cherche z et u en fonction du parametre A = Du. On est donc

amené a résoudre le systeme
u o= f(A) \
D
D/\I — )\f( ) )

La deuxiéme équation donne de suite z(A) = [ D, f(A)/Ad\. Tout revient alors &
éliminer A dans le systeme d’équations

u = f(N) R
D
xr = / ’\{\()d/\—l—C' avec C' € R.
En guise de “justification”, on note que
Dyu  D,f(A)
Diz=D o2 -Du=—-2- — ZA .
AT ul " \U D, u b\

Exemple.  Résoudre I’équation différentielle u = (Du)? - In(Du).
Tout revient a éliminer A dans le systeme d’équations

u = ANIn(\)
o /2)\ln(>)\\)+>\d)\+c

= [2In(\)+1)d\+C =2 In(A) = A+ C avec C €R.

Remarque.  On voit bien que cette entreprise d’élimination de A\ est généralement
difficile et méme bien souvent irréalisable sans moyens supplémentaires.
3. Equations de Lagrange et de Clairaut

Il s’agit des équations du type

u = a(Du)x 4+ b(Du),

la fonction a n’étant pas identiquement nulle. Une telle équation est de Lagrange si
Du # a(Du); elle est de Clairaut si Du = a(Du).

Méthode. On cherche x et u en fonction du parametre A = Du. On est donc
amené a résoudre le systeme

{ u = a(N)z+b\)
A = xDya(X) - DA+ a(X) +D,yb(A) - DA
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ou la deuxieme équation est obtenue en dérivant la premiere par rapport a x.
Cela étant, la méthode differe selon qu’il s’agit d'une équation de Lagrange ou
d’une équation de Clairaut.

a) Fquation de Lagrange. La deuxieéme équation s’écrit également

o A—ay)
DA = zD,a(\) + D,b(N)’

c’est donc une équation renversée. On résout alors ’équation

xDya(X) +Dyb(N)

D p—
A% A—aln)

elle est a second membre linéaire en x si b(\) n’est pas constant et a second membre
séparé si b(\) est constant. En outre, pour tout Ag tel que A\g = a(Ag), u = Aox+b(\g)
est une solution, généralement particuliere.

b) Equation de Clairaut. La deuxiéme équation s’écrit
(xDya(N) +D,b(N)) - DA = 0.

D’une part, D,A = 0 admet pour solution générale A = C' avec C' € R; il s’ensuit
que u = Cz 4 b(C') est la solution générale de I’équation proposée. D’autre part, on
a le systeme
u = Az +b(\)
{ z+ D,b(\) 0

qu’il faut résoudre en éliminant A entre ces deux équations.

Exemple.  Résoudre I'équation différentielle u = — xzDu + (Du)?.
C’est une équation de Lagrange. Posons Du = A et résolvons le systeme
u = — v+ N
A = —A—zD,A+2\D_ ).

La deuxiéme équation s’écrit aussi DA = 2A\/(2A — z). En linversant, on est
amené a résoudre D,x = —x/(2)) + 1, équation & second membre linéaire en z; sa
solution générale s’écrit

r = e d*(/e ‘éidHO)

1 2
= —(/\/|)\|d)\—|—C') :—|/\|—I—L avec C € R.
VIAl 3 VIA
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Pour A > 0, on a donc z = 2A/3+CA"2 et pour A < 0, z = —2)/3+C(=\)"/2,
Il reste alors & éliminer \ entre ces relations et I’équation © = —\x + \2.

De plus, on a a(Ag) = Ag si et seulement si Ay = 0 et ainsi u = 0 est une solution
particuliere.

Exemple.  Résoudre I’équation différentielle u = xDu + (Du)?.
C’est une équation de Clairaut. Posons Du = A et résolvons le systeme

u = \r+ M\
A = A+ 2D+ 2AD,\.

La deuxieéme équation s’écrit aussi (z+2A)D, A = 0. Cela étant, la solution générale
s'écrit u = Cx + C? avec C' € R tandis que u = —z%/4 est une solution particuliere.

9.2.4 Equations différentielles d’ordre deux
1. Equations ou1 © manque
Il s’agit donc des équations du type D?*u = f(x, Du).

Méthode. On pose Du = v. L’équation devient Dv = f(x,v), c’est-a-dire une
équation qui est éventuellement résoluble par une des méthodes du paragraphe 9.2.2.
C’est le cas notamment si f(z,v) s’écrit sous 'une des formes suivantes:

flz,v) = g(x)h(v) (& second membre séparé),
flz,v) = g(v/z) (& second membre homogene),
flz,v) = g(z)- v+ h(x) (a second membre linéaire).

A ce moment sa solution s’écrit v = F(x,C) ou C est un parametre réel. Il reste
alors a résoudre ’équation différentielle triviale Du = F(x,C), dont la solution
nécessitera la présence d’une deuxieme constante.

Exemple.  Résoudre I’équation différentielle D*u = (Du)?.
Si on pose Du = v, on est amené a résoudre I’équation a second membre séparé
Dv = v2. Elle admet

dv 1
—=——=x+C avec C€R
v v
pour solution générale et v = 0 comme solution singuliere.
Cela étant, d'une part,

d
u:—/ - +C"=—-In|lz+C|+C" avec C,C" €R
z+C

est la solution générale et, d’autre part, u = C' avec C' € R est une solution partic-
uliere.
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Exemple.  Résoudre I’équation différentielle D*u = (Du)/x + 1.

Si on pose Du = v, on est amené a résoudre I’équation a second membre ho-
mogene par rapport a v et « suivante Dv = v/x+1. En posant v/x = w, elle devient
Dw = 1/z, d’ou on tire w = In|z| 4+ C, donc v = zIn|z| + Cz avec C € R.

Il reste alors & résoudre 1’équation différentielle Du = z - In |z| + Cz avec C' € R.
On obtient de suite

2 I2 2

u@:/@m@+0@m+d:%mm—z+c%+d

sur |0, +00[, par exemple.

Exemple.  Résoudre [’équation différentielle (1 — 2*)D*u = 2 + xDu.
En posant Du = v, on est amené a résoudre I’équation différentielle a second
membre linéaire en v suivante

Sa solution générale s’écrit

z 2 [T dx
v o= 2. / e Ly e
1 — a2
1 2¢/]1 — x?
— : / =2 o
V|1 — 22| 1 — a2
avec C' € R.

Sur ]—1,1[, on a donc

v = —=—(2arcsin(z) + C)
1—22

et par conséquent,
u = arcsin®(x) + C arcsin(z) + C’ avec C,C’ € R.

Sur |—oo, —1[ et sur |1, 400, il vient

1
v = ﬁ(qﬁarcch(m) +C)

et par conséquent,

u = —arcch?(|z|) £ Carcch(|z|) + C" avec C,C’ € R.
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2. Equations ou1 x manque
1l s’agit donc des équations du type D*u = f(u, Du).

Méthode. Analyse. Posons v(x) = D u. Siu(z) est un changement de variable
régulier d’ordre > 2 entre I et J, nous pouvons définir la fonction

w: J =R u—v(x(u)).
On a alors w € Cy(J) et w(u(z)) = v(z) donc
[D,wu@) - Dyu = D,v =D2u = f(u,D,u)

c’est-d-dire 3D, w? = w-D,w = f(u,w) car [Dulyw) = v(z(u)) = w(u) et toute
solution w de cette équation donne lieu & D, u = v(x) = w(u(x)).

Synthese. On résout une des deux équations D, w = f(u 0
puis I"équation D u = w(u).

=

Exemple. Résoudre I'équation différentielle D*u = —u=3.

Prenons la forme D, (Du)? = —2u~3. 1l s’agit d’une équation & second membre
séparé: il vient donc

(Du)2:—2/u_3du+C:u_2+C avec C' € R.

De 1a, on tire Du = =vu=2 + C. Si, par exemple, u est une fonction strictement
positive et si on a C' > 0, on peut encore écrire

1
Du=+—vV1+ Cu?;
u

c’est une équation a second membre séparé dont la solution générale s’obtient en
résolvant

V1+Cu?
x+0’:j:/#du:j:$ avec C > 0.
V14 Cu? C
Remarquons que la position D, (Du) = —1/(u?*Du) ne pose pas de probléme non

plus: il s’agit d’une équation a second membre séparé.

Exemple.  Résoudre [’équation différentielle D*u = (1 + (Du)?)/u.
Ici la position D, (Du)? = (2+2(Dwu)?)/u est toute indiquée. En posant (Du)? =
v, on obtient une équation a second membre linéaire en v (mais aussi séparé) et on

a donc
vo= efid“~(/ze_fid“du+0>
U

2
= u2-</—3du+0> = —14Cu?® avec C €R.
U
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Il reste alors & résoudre (Du)? = Cu® —1 (et on doit donc exiger C' > 0), c’est-a-dire

r+C' = arcch(VC'u) avec C > 0.

du 1
+ =4
/ vVCOu? -1 vC
On obtient finalement

1
u=——ch(vC(z+ ")) avec C >0,C" €R.
LT+ ) an

3. Equations homogeénes en u, Du et D?u

Méthode. On pose Du = Au. 1l vient
D?u = ADu + uDA = u - (A2 + D))

et on peut alors simplifier par une puissance de u, ce qui ramene le probleme a une
équation différentielle du premier ordre en \.

Exemple.  Résoudre [’équation différentielle uD?*u — (Du)? = 6xu?.

Posons Du = Au. L’équation devient u*(A*+DX)—A?u? = 6zu®. Dela, u = 0 est
une solution singuliére et on est amené & résoudre DA = 62. On obtient A = 322+ C
avec C' € R et par conséquent Du = (3z* + C)u avec C' € R, équation a second
membre séparé. On tire In(|u|) = 2* + Cx + C” donc

u(z) = C*e”+°" avec C € R,C* 0.
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