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Introduction

Ce livre contient les notes du cours d’analyse mathématique que j’enseigne a la
deuxieme candidature en sciences mathématiques ou en sciences physiques.

La premiere partie est une introduction aux espaces de fonctions continues et
aux espaces de fonctions dérivables. Elle fut a une époque réservée aux étudiants de
la deuxieme candidature en sciences mathématiques, cela m’amenait a en effectuer
quelques rappels dans la seconde partie. A présent, cette matiere ne figure plus
explicitement au programme de la deuxieme candidature en sciences mathématiques.
Elle est vue au fur et a mesure des besoins. Les rappels en sont d’autant plus justifiés.

Son premier chapitre est consacré aux espaces métriques. Apres 'étude de
I’espace R™ en premiere candidature, il sert de tremplin a ’étude de la topologie
générale en premiere licence.

Dans le deuxieme chapitre, les espaces normés et de Banach, de méme que les
espaces a semi-normes dénombrables et de Fréchet, sont introduits. On ne peut
évidemment pas y procéder a une étude en profondeur de ces espaces: les cours
d’analyse fonctionnelle de la licence y sont consacrés. Cependant le traitement de
la convergence des séries y est assez fouillé.

Le troisieme chapitre, de loin le plus important a ce stade, est consacré aux
espaces de fonctions continues Co(K), Co(F) et Cy(€2) ainsi qu'aux espaces C,(2)
(p € NgU{oo}) des fonctions p fois contintiment dérivables. On y trouve par exemple
les théoremes de permutation des limites, de Dini, de Stone-Weierstrass (cas réel et
cas complexe, en insistant sur ses applications aux espaces de fonctions périodiques),
de dérivation terme a terme des séries de fonctions, ...

La deuxieme partie est relative aux espaces de fonctions mesurables. Elle est
destinée aux étudiants en sciences mathématiques ou en sciences physiques.

Il n’est pas possible de développer, en un cours de trente heures, une introduc-
tion substantielle a ces espaces. Je dois donc limiter mon objectif aux propriétés
essentielles des espaces L', L2 et L, du produit de convolution, des transformations
de Fourier et de Laplace dans L! et dans L2, des séries de Fourier et de quelques
suites orthonormées totales remarquables dans L. Afin d’ouvrir quelques perspec-
tives, j’ai cependant jugé bon d’inclure dans ces notes des compléments a la matiere



vue au cours: cela permettra aux étudiants qui le souhaitent, d’avoir de nombreux
renseignements supplémentaires.

Par rapport a I’édition précédente, quelques améliorations ont été apportées (par
exemple, une deuxieme démonstration du théoreme d’existence d’une partition D,
et localement finie subordonnée a un recouvrement ouvert d'un ouvert de R") ainsi
que quelques compléments dont le théoreme de léthargie de Bernstein (qui montre
clairement les limites du théoreme de Stone-Weierstrass), le théoreme de Borel, une
introduction a I'inégalité de Heisenberg, ...

Ces notes sont complétées par un “Cahier d’exercices et d’applications”. C’est
la raison pour laquelle elles ne contiennent que peu d’exemples, exercices et appli-
cations malgré 'importance que je leur accorde.

Je remercie tres vivement Madame F. Bastin qui a corrigé les épreuves avec
grand soin lors de I’édition originale.

J. Schmets
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Partie 1

ESPACES C,






Chapitre 1

Espaces métriques

1.1 Définitions générales

Définitions. Une distance sur un ensemble non vide X est une application
d: X x X — R qui vérifie les quatre propriétés suivantes:

a) d(z,y) >
b) d(z, y)-()(z)x:y
) d(z,y) = d(y, x)
d) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), propriété connue sous le nom d’inégalité triangulaire:
tout coté d’un triangle est inférieur ou égal a la somme des deux autres.
Un espace métrique est un ensemble non vide X muni d’une distance d; il est
noté (X, d) ou méme tout simplement X si aucune ambiguité sur d n’est possible.

C

Théoréme 1.1.1 Si (X, d) est un espace métrique, on a
a) |d(z,z) —d(z,y)| < d(z,y) (i.e. tout coté d'un triangle est supérieur ou égal a
la différence des deuz autres);

b) d(z,y) —d(z,1)| < d(z,2) + d(y, ).
Preuve.  a) résulte directement des inégalités
d(z,2) — d(z,y) < d(z,y) et d(y, z) —d(z,2) < d(y, )

qu’on déduit aussitot de la propriété d) de d,
b) résulte directement des inégalités

d(z,y) —d(z,t) <d(x,z)+d(z,t) + d(t,y) — d(z,1)
d(27t> o d<x7y) < d(Z,QZ) + d(I,y) + d(y7t) o d(l’,y)

qu’on déduit également aussitot de la propriété d) de d.g
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Exemple. Pour tout n € Ny, ['espace euclidien réel de dimension n est
I'espace métrique (R",d), a savoir 'espace vectoriel R" muni de la distance eu-

clidienne d définie par d(x,y) = \/2?21 |z; — y;]2.0

Exemple. De méme, pour tout n € Ny, l’espace euclidien complexe de di-
mension n est I'espace métrique (C",d), a savoir 'espace vectoriel C" muni de la

distance euclidienne d définie par d(x,y) = \/Z?ZI |z; —y;|°.0

Exemple. Pour tout ensemble non vide X, l'application d : X x X — R

définie par
] 0 st =y

est une distance sur X, appelée distance discréte sur X. L’espace métrique (X, d)
est appelé [’espace discret associé a X.O

Exemple. Sur tout ensemble de plus d'un élément, il existe une infinité de
distances! De fait, si d est une distance sur un tel ensemble X, rd est aussi une
distance sur X quel que soit » > 0.

Notons aussi que

di(z,y) =Y |z —yj| et doo(w,y) = sup |z; — yjl
sn

i=1
définissent des distances sur R™ et sur C*.O

Définitions.  Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout a € X et tout r > 0,
on appelle
a)bla;<r)={ze X :dz,a) <r}etbla;r)={z e X :d(xz,a) <r} les boules de
centre a et de rayon r. (Bientot nous distinguerons ces deux ensembles en désignant
le premier par l'expression boule ouverte et le second par boule fermée);

b) {z € X :d(x,a) =} la sphére de centre a et de rayon r.

Remarque.  Nous venons tout simplement de généraliser aux espaces métriques les
notions de boules et de sphere introduites dans les espaces R™ et C™.

Il convient cependant de se montrer prudent vis-a-vis des analogies: ainsi, dans ’espace
discret (X, d) et pour tout a € X, on a

bla;<r) = { {)a(} pour tout r € { }(1):(;]0[
bla;<r) = { {f} pour tout r € { ][(1):?[)[ O
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1.2 Topologie d’un espace métrique

Définitions.  Une partie A de 'espace métrique (X, d) est

a) ouverte (on dit aussi un ouwwvert) si tout point de A est le centre d’une boule
incluse dans A;

b) fermée (on dit aussi un fermé) si X \ A est ouvert;

¢) un voisinage de a € X si a appartient a un ouvert inclus dans A.

Cela étant, pour tous a € X et r > 0, on vérifie de suite que b(a; < r) est un
ouvert et b(a; < r) un fermé de X. Il s’ensuit que A C X est un voisinage de a € X
si et seulement si a est le centre d’'une boule incluse dans A. De plus, une partie de
X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.

Théoréme 1.2.1 Dans un espace métrique (X, d),
a) X et () sont ouverts et fermés;
b) toute union d’ouverts est ouverte; toute intersection de fermés est fermée;

c) toute intersection finie d’ouverts est ouverte; toute union finie de fermés est
ferméey

Proposition 1.2.2 Dans un espace métrique (X, d);
a) tout voisinage de a € X contient a;
b) toute partie de X qui contient un voisinage de a € X est un voisinage de a;
c) toute intersection finie de voisinages de a € X est un voisinage de a;

d) tout voisinage V' de a € X contient un voisinage W de a tel que V' soit voisinage
de tout b € W 4

Théoréme 1.2.3 Tout espace métrique (X, d) est séparé, (c’est-a-dire que, pour
tous x,y € X tels que x # y, il existe des voisinages V,, de x et 'V, de y tels que
VenV,=0).

Preuve.  En posant r = d(x,y), on vérifie de suite que les ensembles V, =
b(x; < r/2) et V, = b(y; < r/2) conviennent .y

Corollaire 1.2.4 Dans un espace métrique, toute partie finie est fermée.y

Remarque.  Dans un espace discret, toute partie est a la fois ouverte et fermée.O
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1.3 Parties bornées

Définition.  Une partie B de I'espace métrique (X, d) est bornée (on dit aussi
un borné) si elle est incluse dans une boule de X.

Remarquons que 'espace X lui-méme peut étre borné; c’est d’ailleurs toujours
le cas pour un espace discret. Une boule est toujours bornée.

Définition. Si A est une partie non vide de l'espace métrique (X,d) et si
{d(z,y) : z,y € A} est une partie majorée de R, on appelle diamétre de A et on
note diam(A) la borne supérieure de {d(x,y) : x,y € A}.

On établit aisément le résultat suivant.

Proposition 1.3.1 Une partie non vide d’un espace métrique admet un diame-
tre si et seulement si elle est bornée.y

Remarque. 11 convient de se montrer prudent: si (X,d) est un espace discret, on a
diam(b(x;r)) = 0 pour tout € X et tout r €]0, 1[.0

1.4 Distance de deux parties

Définition. Etant donné deux parties non vides A et B d'un espace métrique
(X,d), la distance de A a B est le nombre d(A, B) défini par

d(A,B) = inf {d(a,b):a € A,b€ B} .

Si A est réduit au seul point a, d({a}, B) est noté plus simplement d(a, B) et est
appelé distance de a a B.

Bien sur, on a d(A, B) = d(B, A) mais d n’est cependant pas une distance sur
P(X) car d(A, B) = 0 n’implique pas A = B et l'inégalité triangulaire n’est pas
satisfaite. Cependant si A, B et C' sont des parties de X et si B est borné, alors on
a la majoration

d(A, C) < d(A, B) + diam(B) + d(B, C).

Exercice. Pour toute partie non vide A de 'espace métrique (X,d) et tout r >
0, d’une part 'ensemble {x € X : d(x, A) < (resp. >;#) r} est ouvert et d’autre part
lensemble {z € X : d(z, A) < (resp. >;=) r} est fermé.O
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1.5 Intérieur, adhérence et frontiere d’une partie

Définitions.  Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X.
Un point a € X est

a) intérieur a A si A est un voisinage de a;

b) adhérent a A si tout voisinage de a est d’intersection non vide avec A;

c) frontiere de A si tout voisinage de a est d’intersection non vide avec A et X \ A.
Cela étant,

a) lintérieur de A, noté A°; est 'ensemble des points intérieurs a A,

b) l'adhérence de A, notée A~; est 'ensemble des points adhérents & A,

c) la frontiére de A, notée A*® est I'ensemble des points frontieres de A.
Bien str, on a les résultats suivants.

Proposition 1.5.1 Soit A une partie de l'espace métrique (X, d).

a) L’intérieur de A est un ouvert inclus dans A et contient tout ouvert inclus
dans A.

b) L’adhérence de A est un fermé contenant A et est incluse dans tout fermé
contenant A.

c) Ona A* = A" N(X\ A)"; en particulier, la frontiere de A est un fermé.y

Proposition 1.5.2 Pour toute partiec A et tout ouvert 2 d’un espace métrique,
ona(ANQ) =(A"NQ) 4

Proposition 1.5.3 Dans un espace métrique,
a) la frontiére d’une partie fermée (resp. ouverte) est toujours d’intérieur vide;
b) lintérieur d’une intersection finie de parties est égale a l'intersection des inté-

rieurs; l'adhérence d’une réunion finie de parties est égale a la réunion des adhé-
rences.y

1.6 Densité et séparabilité

Définitions.  Soit (X, d) un espace métrique. Une partie D de X est dense
dans A C X sion a D™ D A, elle est partout dense si on a D~ = X. Une partie A
de X est séparable si elle contient une partie dénombrable et dense dans A.

Exemple.  Pour tout n € Ny, R™ et C" des espaces sont séparables car, dans
chacun de ces espaces, I’ensemble des points rationnels est dénombrable et partout
dense.O
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Proposition 1.6.1 Toute partie d’un espace métrique séparable est séparable.

Preuve.  Soit A une partie de I’espace métrique séparable (X, d) et soit z,, (m €
Np) une numérotation d’une partie dénombrable et partout dense.

Pour tous k, m € Ny, posons Ay, = {z € A:d(z,z,) < 1/k}. L'ensemble des
parties Ay, non vides est dénombrable; pour tous k, m € Ny tels que Ay, # 0,
on peut donc choisir un point xy,, de A, et I'ensemble D de ces points wy,, est
dénombrable. De plus, on vérifie directement que D est inclus et dense dans A.
D’ou la conclusion.g

1.7 Sous-espaces

Définition.  Soient (X, d) un espace métrique et A une partie non vide de X.
Il est clair que la restriction d ‘ Axq de da Ax A est une distance sur A, que nous
allons noter plus simplement d si aucune ambiguité ne peut en résulter. L’espace
métrique (A, d) est appelé sous-espace métrique de (X, d); on dit que A est muni de
la distance induite.

Remarque.  Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Une partie de A
peut alors fort bien étre ouverte (resp. fermée; partout dense; ...) dans A sans I’étre dans
X. Ainsi A est toujours ouvert et fermé dans (A, d)! Il convient donc de toujours préciser
I’espace de référence.O

Théoréeme 1.7.1 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X.

a) Une partie B de A est ouverte (resp. fermée) dans (A,d) si et seulement
sil existe un ouvert Q (resp. un fermé F) de X pour lequel B = Q N A (resp.
B=FnA).

b) Une partie V de A est un voisinage de a € A dans (A,d) si et seulement s’il
existe un voisinage W de a dans X tel que V=W N A.

Preuve.  a) cas ouvert. La condition est nécessaire. Notons respectivement b4
et by les boules de A et de X. Pour tout élément a de B, il existe r, > 0 tel que
ba(a;< r,) C B. Des lors, (J,cp5bx(a; < r,) est un ouvert de X dont l'intersection
avec A est égale a B. La suffisance de la condition est immédiate.

a) cas fermé. C’est immédiat par passage aux complémentaires.

b) est immédiat.g

Remarque.  Sous les conditions de ’énoncé précédent, toute partie de A qui est ou-
verte (resp. fermée; voisinage de a € A) dans X est bien str ouverte (resp. fermée;
voisinage de a) dans A.0
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Proposition 1.7.2 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Si
A est ouvert (resp. fermé; voisinage de a € A) dans X, alors tout ouvert (resp.
fermé; voisinage de a) dans A est ouvert (resp. fermé; voisinage de a) dans X 4

1.8 Applications continues
Dans ce paragraphe (X, dx), (Y,dy) et (Z,dz) désignent trois espaces métriques.

Définitions.  Une application f: X — Y est

a) continue en xo € X si, pour tout voisinage V' de f(x), il existe un voisinage W
de z¢ tel que f(W) C V ou, en d’autres termes, si pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que, pour tout x € X vérifiant dx(z,x¢) <7, on a dy(f(x), f(xg)) < &;

b) continue si elle est continue en tout =z € X.

Exemple.  Pour toute partie non vide A de X, d(.,A) est une fonction con-
tinue sur X. Cela résulte aussitot de ce que

d(z, A) < d(z,y) + diam({y}) + d(y, A), Vz,y € X.O

Théoreme 1.8.1 Une application f : X — Y est continue si et seulement si
l'image inverse de tout ouvert (resp. fermé) est ouverte (resp. fermée).

Preuve.  Cas ouvert. La condition est nécessaire. Si ) est un ouvert de Y, il
est voisinage de chacun de ses points. Il s’ensuit que tout z € f~1(Q) admet f~1(Q)
comme voisinage donc que f~!(Q) est ouvert. La condition est suffisante. Etant
donné z € X et un voisinage V' de f(x), il existe un ouvert Q2 de Y contenant f(z)
et inclus dans V. Des lors, W = f~1(Q) est un ouvert de X contenant z, c’est-a-dire
un voisinage de x tel que f(W) C Q C V.

Cas fermé. C’est direct par passage aux complémentaires.y

Corollaire 1.8.2 Si f : X — Y est continu, on a f(A) C f(A) pour tout
ACX.

Preuve.  De fait, f~1(f(A)) est un fermé de X contenant A,

Théoréme 1.8.3 La composition d’applications continues est continue, (i.e. si
f: X =Y etg:Y — Z sont continus, alors go f : X — Z est continu,).

Preuve.  De fait, pour tout ouvert Q de Z, (go f)"1Q) = f~1(g71(Q)) est un
ouvert de X
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Proposition 1.8.4 Si Fy et Fy sont deuz parties fermées et disjointes de (X, d),
il existe une fonction f: X — R continue, a valeurs dans [0, 1], égale identiquement
a 0 en tout point de Fy et a 1 en tout point de F;.

En particulier, il eziste des ouverts disjoints Qo O Fy et 1 D Fy. (On dit que
tout espace métrique est normal).

Preuve.  On vérifie de suite que la fonction

d('wFO)
()= d(-, Fy) + d(-, Fy)

et les ouverts Qy = f71(] — 00,1/2[) et Q; = f71(]1/2, 00[) conviennent.y

1.9 Convergence de suites

Définitions.  Une suite (z,,)men, de l'espace métrique (X, d) converge vers
(on dit aussi tend vers) xy € X si, pour tout voisinage V' de zg, il existe M € Ny
tel que x,, € V pour tout m > M. Il revient au méme de dire “si la suite d(z,,, x¢)
tend vers 0”. Ce point x( est appelé limite de la suite (x,,)men, €t on écrit x,, — xg
ou xg = lim,, x,,.

On dit que la suite (x,,)men, de I'espace métrique X converge si elle a une limite.

Théoreme 1.9.1 Dans un espace métrique, si une suite converge, sa limite est
unique.g

Théoreme 1.9.2 Un point de l’espace métriqgue X appartient a l'adhérence de
A C X si et seulement s’il existe une suite de A qui converge vers lui.

En particulier, une partie d’un espace métrique est fermée si et seulement si elle
contient la limite de chacune de ses suites convergentes.y

Théoreme 1.9.3 Une application f : X — Y entre deux espaces métriques est
continue si et seulement si, pour toute suite convergente (T, )men, dans X, la suite
(f(@m))men, converge dans'Y wers f(xg), xo étant la limite de la suite (Tm)men,

Définition.  Une suite (2,,)men, de 'espace métrique (X, d) est de Cauchy
dans X si, pour tout £ > 0, il existe M € Ny tel que d(z,,zs) < € pour tous r,
s> M.

Proposition 1.9.4 Dans un espace métrique,
a) toute suite convergente est de Cauchy;
b) toute suite de Cauchy est bornée;
c) toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy;
d) toute suite de Cauchy dont une sous-suite converge est convergente.y
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Définition. Un espace métrique est complet si toutes ses suites de Cauchy
convergent.

Exemple. Nous savons déja que, pour tout n € Ny, les espaces euclidiens R™
et C" sont complets.O

Remarque.  Cependant il existe des espaces métriques qui ne sont pas complets:
ainsi le sous-espace Z de R constitué des nombres irrationnels n’est pas complet car la

suite (v/2/m)men, est de Cauchy mais ne converge pas dans cet espace Z.0

Proposition 1.9.5 Toute partie compléete d’un espace métrique est fermée.
Toute partie fermée d’un espace métrique complet est compléte.y

1.10 Précompacts, compacts, extractables
Dans ce paragraphe, (X, d) désigne un espace métrique.

Définition.  Une partie K de (X, d) est précompacte (on dit aussi un précom-

pact) si, pour tout € > 0, il existe une partie finie {z1,...,2,} de X telle que K
soit inclus dans Uf_,b(z;; ).
Remarquons de suite que nous pouvons exiger que ces points 1, ..., T; appar-

tiennent a K ou a une partie dense dans K et que les boules soient remplacées par
les boules ouvertes correspondantes.

Critére 1.10.1 Une partie K de (X,d) est précompacte si et seulement si, de
toute suite de K, on peut extraire une sous-suite de Cauchy.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit (Z,,)men, une suite du précompact
K. Pour tout k € Ny, il existe une partie finie Ay de X telle que K C [, 4, b(a; 1/k).
Il existe alors a; € A; tel que

Ni={meNy:z, €bla;1)}

soit infini. Des lors, par récurrence, on obtient aisément une suite (ay)ren, telle que,
pour tout k£ € Ny, on ait a; € Ay et

Ny ={m &€ Ny_1: x,, € blax;1/k)}

infini. Cela étant, la suite dont le m-eme élément est 1’élément de la suite de départ
d’indice égal au m-eéme élément de N, est assurément une sous-suite de Cauchy de
la suite (Z.,)men, -
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La condition est suffisante. De fait, si K n’est pas précompact, il existe € > 0
tel que de {b(z;¢) : x € K}, on ne puisse pas extraire de partie finie dont I'union
contient K. On en déduit aussitot 'existence d'une suite (z,,)men, de K telle que
d(x,,xs) > e pour tous r, s € Ny distincts, c’est-a~-dire d’une suite dont aucune
sous-suite n’est de Cauchy.y

Proposition 1.10.2 Tout précompact de (X, d) est séparable.

Preuve.  Si K est un précompact de X, pour tout m € Ny, il existe une partie
finie A,, de K telle que K C (J,c, 0(2;1/m). On vérifie alors de suite que [ J;_; A,
est une partie dénombrable de K qui est dense dans K j

Définition.  Une partie K de (X, d) est extractable si, de toute suite de K, on
peut extraire une sous-suite convergente dont la limite appartient a K.

Définitions.  Une famille { A, : j € J} de parties de X est un recouvrement
de A C X si [J;c; Aj contient A. Ce recouvrement est fini (resp. dénombrable) si
J est fini (resp. dénombrable). Il est ouvert si chacun des A; est ouvert.

Une partie K de (X, d) est compacte (on dit aussi un compact) si, de tout re-
couvrement ouvert de K, on peut extraire un recouvrement fini; cela a bien str lieu
si et seulement si I'espace (K, d) lui-méme est compact.

Par passage aux complémentaires, on obtient directement qu’une partie K de
(X, d) est compacte si et seulement si toute famille { Fj : j € J} de fermés de K qui
a la propriété d’intersection finie (c’est-a-dire que, pour toute partie finie J' de J,
on a ;o Fy # 0), est d’intersection non vide.

Exemple. Toute partie finie d'un espace métrique est compacte.O

Exemple. Si la suite (2)men, de (X, d) converge vers g, alors 1’ensemble
{Zy : m € N} est compact.O

Proposition 1.10.3 Toute partie fermée d’un compact est compacte.

Prewve.  Si{;:j € J} est un recouvrement ouvert du fermé F' du compact K
de (X,d), {X\ F}U{Q;:j € J} est un recouvrement ouvert de K. On peut donc
en extraire un recouvrement fini de K qui, & 'omission éventuelle pres de X \ F,
constitue un recouvrement fini de F', extrait de {Q; : j € J}.4

Théoréme 1.10.4 Toute partie compacte de (X,d) est fermée.

Preuve.  Soit K une partie compacte de (X, d). Si K n’est pas fermé, il existe
r € K-\ K. Cela étant, { X \ V™ : 2z € V,V = ouvert} est un recouvrement ouvert
de K dont on peut extraire un recouvrement fini. D’ou une contradiction car ceci
entraine l’existence d’un ouvert V' contenant z et tel que K NV = ()4
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Proposition 1.10.5 Toute union finie de parties compactes de (X, d) est com-
pacte.g

Théoreme 1.10.6 Si f : (X,dx) — (Y,dy) est une application continue et si
K est un compact de X, alors f(K) est un compact de Y .

Preuve.  Clest direct: si {€); :j € J} est un recouvrement ouvert de f(K),
alors 'ensemble { f~1(Q;) : j € J} est un recouvrement ouvert de K. Il existe donc
une partie finie J' de J telle que ;. f~1(Q;) D K, d’ott on tire ;. Q; D f(K),
ce qui suffit.g

Théoreme 1.10.7 Si les espaces métriques K et H sont compacts et si f : K —
H est une bijection continue, alors f~1: H — K est continu.

Preuve.  Pour tout fermé F de K, (f~Y)"YF) = f(F) est compact vu le
théoreme précédent, donc fermé, vu ce qui précede. D’ou la conclusion.g

Lemme 1.10.8 (Lebesgue) Si{; : j € J} est un recouvrement ouvert de [’es-
pace métrique précompact et complet (K, d), il existe v > 0 tel que, pour tout x € K,
il existe j € J tel que b(x;r) C €.

Preuve.  Si ce n’est pas le cas, pour tout m € Ny, il existe x,, € K tel que
b(x,; 1/m) ne soit inclus dans €2; pour aucune valeur de j € J. De la suite (2, )men,
on peut extraire une sous-suite de Cauchy donc convergente; soit @y, — xo. Cela
étant, il existe j € J tel que zp € Q;, donc r > 0 tel que b(zp;r) C ;. On en
déduit aisément l'existence de m € Ny tel que b(z,,; 1/m) C b(zo;r) C ©;. D’olt une
contradiction.g

Théoréme 1.10.9 Si (K,d) est un espace métrique, les assertions suivantes
sont équivalentes:
(a) K est compact;
(b) K est extractable;

(¢) K est précompact et complet.

Preuve.  (a) = (b). Soit (Zy;)men, une suite de K.

Comme {{x,,:m> M} : M €Ny} est une famille de parties fermées de K
qui a la propriété d’intersection finie, il existe un point xq € K appartenant a
{@m :m > M}~ pour tout M € Ny. On en déduit de suite l'existence d’une sous-
suite (Tr(m))men, de la suite (2, )men, qui converge vers x.

(b) = (c¢). La précompacité résulte aussitot du critere de précompacité; la
complétion est triviale.
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(c) = (a). Soit {€2;:j € J} un recouvrement ouvert de K. Vu le lemme de
Lebesgue, il existe r > 0 tel que, pour tout x € K, b(z;r) est inclus dans un des €2,
avec j € J. Comme il existe une partie finie A de K telle que (J,.,b(z;7) D K, on
conclut aussitot.g

Corollaire 1.10.10 57 toutes les boules fermées de l’espace métrique X sont
compactes, alors tout borné de X est précompact et tout borné fermé de X est
compact.

En particulier, pour tout n € Ny, dans R™ et dans C", les compacts, les extracta-
bles et les bornés fermés coincident.y

1.11 Espaces connexes

Définitions.  Un espace métrique X est conneze s’il n’admet pas de discon-
nexion, c’est-a-dire de partition en deux parties ouvertes et non vides ou, ce qui
revient au meéme, s’il n’existe pas dans X d’autres parties a la fois ouvertes et
fermées que ) et X.

Il s’agit d’une propriété de (X, d); on dit cependant qu'une partie A de X est
conneze si I'espace (A, d) est connexe.

Théoréme 1.11.1 Une partie de R est connexe si et seulement s’il s’agit de (),
d’un ensemble réduit a un point ou d’un intervalle.

Preuve.  La condition est nécessaire. Il suffit de prouver que si A est une partie
connexe de R qui contient deux points distincts, alors A est un intervalle de R. Soit
m la borne inférieure de A si A est minoré, sinon posons m = —oo. De méme, soit M
la borne supérieure de A si A est majoré, sinon posons M = +oo. Comme on a bien
stir m < M, pour conclure, il suffit de prouver que A contient l'intervalle Jm, M[. Si
ce n’est pas le cas, il existe xg €|m, M[\A et alors {AN] — oo, z¢[, AN|xg, +00[} est
une disconnexion de A. D’ou la conclusion.

La condition est suffisante. Il suffit bien str de prouver que tout intervalle de
R est connexe. Si ce n’est pas le cas, il existe un intervalle I de R qui admet
une disconnexion {{21,{2}. Soient alors a,b deux nombres réels tels que a €
et b € Q5. Quitte a permuter les roles de €21 et €25, nous pouvons supposer avoir
a < b. Cela étant, considérons zp = sup{z € R: |a,z[C ©;}. Bien str, on doit
avoir a < xg < b, xg € Q1 et oy & s, ce qui est contradictoire car alors xy est un
point de I qui n’appartient pas a Q; | Q24

Théoreme 1.11.2 Toute image continue d’un espace connexe est connexe: Ssi
f:(X,dx) — (Y,dy) est une application continue et si C' est une partie connexe de
X, alors f(C) est une partie conneze de 'Y .
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Preuve.  De fait, s'il existe une disconnexion {Q1, s} de (f(C),dy), on vérifie

de suite que
{fﬁl(Ql) moa F7H(92) ﬂC’}

est une disconnexion de (C,dx) 4

Remarque.  Bien siir, le théoreme des valeurs intermédiaires est un corollaire direct
des deux théoremes précédents.O

La définition suivante conduit a un critere tres utile pour vérifier si un espace
est connexe.

Définition.  Un espace métrique (X, d) est connezre par arc si, pour tous a,
b € X, il existe une chemin 7 : [0,1] — X d’origine a et d’extrémité b (c’est-a-dire
une application continue v : [0, 1] — X telle que v(0) = a et y(1) = b).

Critere 1.11.3 Tout espace métrique connexe par arc est conneze.

Preuve.  Procédons par I’absurde. Supposons l'espace métrique (X, d) connexe
par arc et non connexe. Il existe alors une disconnexion {2, } de X. Etant donné
a € Q et b € Qy, il existe ensuite un chemin continu 7 : [0,1] — X d’origine a et
d’extrémité b. Vu le théoreme précédent, v([0,1]) = I' est une partie connexe de
X. D’ou une contradiction car {I'() €, ['( 2} est assurément une disconnexion
de (F, d).

Exemples. a) Pour tout n € Ny, toute partie convere de R™ ou de C" est
connexe par arc donc conneze.

En particulier, pour tout n € Ny, toute boule et tout intervalle de R™ ou de C"
sont connexes par arc donc connexes.

b) Pour tout entier n > 2, toute sphére de R™ est connezxe par arc donc connexe.O

Exercice. Etablir que 'espace métrique X est connexe par arc si et seulement s’il
est connexe et tel que tout point ait un voisinage connexe par arc.0

Théoréme 1.11.4 (Passage des douanes) Si C' est une partie conneze de
Uespace métrique (X, d), alors, pour toute partic A de X telle que C N A # 0 et
C\NA#D, onaCNA®£0.

Preuve.  De fait, sinon {C N A° = CNAC\ A"} est une disconnexion de
(07 d)l
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Théoréme 1.11.5 Si {C; : j € J} est une famille de parties connexes de l’es-
pace métrique (X, d) d’intersections deuzx a deux non vides, alors C' = J;c; Cj est
une partie connezxe de X.

Preuve.  Sinon il existe une disconnexion {Q4,$} de (C,d). 1l existe ensuite
J1, J2 € J tels que Cj;, NQy # 0 et Cj, NQy # (. Ceci entraine bien sir C;, C
et Cj, C €y car, par exemple, si C;, n’est pas inclus dans Qy, {Cj, Ny, C;, N Q)
est une disconnexion de (C},, d). D’oll une contradiction car ceci entraine j; # js et

Oj1 N Oj2 - @..

Théoreme 1.11.6 Soit C' une partie connexe de l’espace métrique X. Alors
toute partie A de X telle que C C A C C™ est connexe.

Preuve.  De fait, on vérifie de suite que, si {21,{2} est une disconnexion de
(A, d), alors {C'NQy,CNQ} est une disconnexion de (C,d).y

Définition.  Deux points x,y de 'espace métrique X sont connectés dans X
et on écrit x ~x y s’il existe une partie connexe de X contenant z et y.

Théoreme 1.11.7 Si X est un espace métrique, ~x est une relation d’équiva-
lence sur X g

Définitions.  Une composante connexe de 1'espace métrique X est une classe
d’équivalence de ~x. Bien siir, 'ensemble des composantes connexes de X est une
partition de X en parties connexes.

La composante connezxe de x € X est la composante connexe de X contenant z;
c’est donc {y € X 1y ~x z}.

Théoreme 1.11.8 Soit X un espace métrique.

a) Si une composante connexe C de X contient x € X, (c’est-a-dire si C est la
composante connexe de x), C' coincide avec la réunion des parties connexes de X
qui contiennent x.

b) Toute composante connexe de X est fermée.
Preuve.  C’est immédiat, vu ce qui précede.y

Exercice. Si 2 est un ouvert de R,
a) établir que toute composante connexe de € est un ouvert de R™ et aussi une partie
ouverte et fermée de (2;
b) établir que ’ensemble des composantes connexes de € est dénombrable.O



Chapitre 2

Espaces de Banach (éléments)

Convention. A partir de ce chapitre, tous les espaces vectoriels considérés
sont des espaces vectoriels sur le corps K égal a R ou a C.

2.1 Généralités

Définitions. Une semi-norme sur 'espace vectoriel E est une fonction p :
E — R telle que

a) p(ce) = |c| p(e) pour tout ¢ € K;

b) pler + e2) < pler) + plez).

Une norme sur I'espace vectoriel F est une semi-norme p sur E telle que p(e) =0
a lieu si et seulement si e est égal a 0. Le plus souvent, on abandonne alors la notation
p pour une norme sur F, au profit de ||-||, le nombre p(e) étant noté ||e||.

Exemple. Pour tout n € Ny, le module est une norme sur R” et sur C". Pour
tout compact K C R, ||-|| ;- := sup,ex | - ()] est une norme sur Cy(K).O

Voici les propriétés fondamentales des semi-normes.

Proposition 2.1.1 Si p est une semi-norme sur [’espace vectoriel E,

a) p(0) = 0;
b) p(e) = 0;
c) p(z;le cje;) < Z}le lc;| p(e;) pour toute combinaison linéaire d’éléments de E;

d) [p(er) = plea)| < pler = €2).

Preuve.  a) Il suffit de noter qu’on a p(0) = p(c0) = |¢|p(0) pour tout ¢ € K.
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b) De fait, pour tout e € E, on a alors

0= ple—e) < ple) +p(—e) = 2p(e).
¢) est immédiat par récurrence.
d) résulte aussitot des majorations
pler) =pler —ex+e2) <
plez2) = plez —ex +e1) <
Définition.  Un espace normé (E, ||-||) (on écrit aussi £ tout simplement si

aucune confusion sur ||-|| n’est possible) est la donnée d'un espace vectoriel E et
d’une norme ||-|| sur £.

pler — e2) + plea),
plez —e1) +pler)a

Exemples. Pour tout n € Ny, R" = (R", |-|) et C" = (C", |-|) sont des espaces
normés. Pour tout compact K de R™, (Co(K), ||-|| ) est un espace normé.O

Bien qu’immeédiat, le résultat suivant est fondamental.
Théoréme 2.1.2 a) Si (E, ||]|) est un espace normé, lapplication
dij: ExE—R; (er,e2) — [ler — e2
est une distance sur E vérifiant les deux propriétés (x) suivantes:
d”‘H (61 — €,€6y — 6) = d”‘H (61, 62),
dy(cer,ces) = |cldy(er,e2), VeceK

b) Inversement si la distance d sur l'espace vectoriel E vérifie les deuz propriétés
(x) de a), alors la fonction

Ill;: E—R; e d(e,0)

est une norme sur FE telle que d)., = d.
De plus, si (E,||-||) est un espace normé, on a ”'Hdu»n = a

Remarque.  Les espaces normés apparaissent donc comme des exemples privilégiés
d’espaces métriques.O

Définitions. Si (E,||-||) est un espace normé, pour tout r > 0, les ensembles
b(r)y={ec E:le]| <r} e b<r)={ecE:|e|| <r}

sont bien str égaux respectivement a b(0;7) et a b(0; < r). Ils sont appelés respec-
tivement boule fermée de rayon r et boule ouverte de rayon r (sans spécification du
centre). Pour tout e € E et tout r > 0, on vérifie de suite que

ble;r) =e+b(r) et ble;<r)=e+b(<r).
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Définition.  Un espace de Banach est un espace normé complet.
Exemple.  Pour tout n € Ny, R" et C" sont des espaces de Banach.O

Exercice. Etablir que, si L est un sous-espace vectoriel de I’espace normé FE, alors
L~ est aussi un sous-espace vectoriel de F.O

2.2 Séries

Définitions.  Etant donné une suite (€, )men, d'un espace vectoriel £, la nou-
velle suite (s, = Y., €;) est appelée série associée a la suite (ey,) et est
m j=1 €5 )meNy pp m)meNg
notée > °_, e,. On parle tout simplement de la série Y °_, e,,. Cela étant, e, est
appelé le m-éme terme et s,, la m-éme somme partielle de cette série.

Définition.  Une série >~ e, de l'espace normé E converge si la suite
(Sm)men, de ses sommes partielles converge. Par abus d’écriture, dans ce cas, la
limite de la suite des sommes partielles est aussi notée > - e,,, 'ambiguité de
cette notation étant levée par le contexte.

Tout comme dans R™ et C", on est amené a distinguer plusieurs types de con-
vergence des séries dans les espaces normés.

Définition.  Une série Y °_ e, de l'espace normé (E,|-||) est absolument
convergente si la série numérique >~ e, || converge.

Théoreme 2.2.1 Dans un espace de Banach, toute série absolument conver-
gente converge.

Preuve.  De fait, si la série Y ~_, e, de l'espace de Banach (E, ||-||) est abso-
lument convergente, la suite (S, )men, de ses sommes partielles est de Cauchy car,
pour tous p, ¢ € Ny tels que p < ¢, on a

q q
lsa=sull = || D eml| < D llemll
m=p+1 m=p+1

et car la série numérique Y *°_, ||e,|| converge.y

Remarque.  Dans ’énoncé précédent, il est essentiel que ’espace normé E considéré
soit complet car si toute série absolument convergente de ’espace normé (E, ||-||) converge,
alors E est de Banach. Pour établir ce résultat, prouvons que toute suite de Cauchy
(eém)men, de cet espace E contient une sous-suite convergente donc converge. Bien str, de
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la suite (€, )men,, on peut extraire une sous-suite (€ () )men, telle que, pour tous p, ¢ € Ng
tels que p < ¢, on ait Hek(p) - ek(q)H < 27P. Cela étant, considérons la série > °_, fn, de
E ou on a posé f1 = ep1) et fin = €p(m) — €x(m—1) pour tout m > 2. D’une part, par
construction, la série >~ fm, est absolument convergente donc converge. D’autre part,
pour tout m € Ny, la m-éme somme partielle de cette série est égale a ey(,,). D’ou la
conclusion.O

Définition.  Une série Y °_ e, d’un espace normé est commutativement con-
. . ;. o0 N .
vergente si, pour toute permutation 7w de Ny, la série ) >, ey converge, les limites
de toutes ces séries étant égales.

Théoreme 2.2.2 Dans un espace normé, toute série convergente et absolument
convergente est commutativement convergente.

En particulier, dans un espace de Banach, toute série absolument convergente
est commutativement convergente.

Preuve.  Soit Y *°_, e, une série convergente et absolument convergente de
I'espace normé (E, ||-||) et soit m une permutation de Ny. De plus, notons ¢, la
limite de la série >~ €.

Pour tout ¢ > 0, il existe alors M € Ny tel que Y °_, |leq|| < e puis K € Ny
tel que

{1,....M}ycr({l,...,K})

donc tel que

p e’}
o= e =|| Do em— D em||< Y lleml <
j=1

m=M+1 m>M,7T1(m)§K

pour tout p > K. Il s'ensuit que la série > >, ex(m) converge vers eg. D’ou la
conclusion.g

Remarque.  La réciproque du théoreme précédent est fausse. On peut méme établir
au prix d’une preuve délicate (cf. A. Dvoretzki, C.A. Rogers, Absolute and unconditional
convergence in normed linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sc. USA 36(1950), 192-197) que,
dans tout espace normé de dimension infinie, il existe une série commutativement conver-
gente et non absolument convergente. Cependant on a la réciproque partielle suivante.O

Théoreme 2.2.3 Dans R" et C", une série est commutativement convergente
st et seulement si elle est absolument convergente.
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Preuve.  La nécessité de la condition est connue pour les séries de R™. Pour les
séries de C", elle résulte directement du cas des séries de R, en passant aux parties
réelle et imaginaire des différentes composantes des termes.

La suffisance de la condition a été établie au théoreme précédent.y

Définition.  Une série > -, e,, de 'espace normé (E, ||-||) est sommable s'il
existe sg € F tel que, pour tout r > 0, il existe une partie finie J de Ny telle que,
pour toute partie finie K de Ny telle que J C K, on a Hso — D omek emH <r. Cet
élément s est alors appelé somme de la série Y - €.

En fait, il ne s’agit pas d’un concept nouveau.

’, N 7’ s - (o]
Théoréme 2.2.4 Dans un espace normé (E, ||-||), une série Y ~_, e, est som-
mable de somme sq si et seulement si elle est commutativement convergente de limite
S0-

Preuve.  La condition est nécessaire. Soient 7 une permutation de Ny et € > 0.
Il existe alors une partie finie J de Ny telle que, pour toute partie finie K de Nj
telle que J C K, on a HSO — D omek emH < e. Il existe ensuite M € Ny tel que
J Cw({l,...,M}). Cela étant, pour tout p > M, on a ||50 > eﬂ(m)H <eg, ce
qui suffit.

La condition est suffisante. Procédons par 'absurde. Supposons la série Y~ °_, e,
commutativement convergente de limite sy et non sommable de somme sg. Il existe
alors r > 0 tel que, pour toute partie finie J de Ny, il existe une partie finie K de
Ny telle que J C K et HSO — D omek emH > r. Posons d’abord J = {1} et soit K;
I'ensemble K correspondant. Posons ensuite J = K; U {2} et soit Ky 'ensemble
K correspondant. En continuant de la sorte, nous obtenons une suite strictement
croissante (K, )men, de parties finies de Ny telles que, pour tout m € Ny, on ait

So — E €;

JEKm

{1,...,m} C K, et >

Soit card(K,,) le nombre d’éléments de K,,; on a donc card(K,) T +oo. Cela étant,
il est aisé de construire de proche en proche une permutation 7 de Ny telle que
m({1,...,card(K,,)}) = K, pour tout m € Ny. On en déduit que > °_, €r(y) ne
converge pas vers Sg: on a en effet

card (k)
So — Z ex|| =1 VmeN.

J=1

D’ou une contradiction.y
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Critéere 2.2.5 (Cauchy - sommabilité des séries) Dans un espace de Ba-
nach (E, ||-||), une série Y °_ e, est sommable si et seulement si, pour tout € > 0,
il existe une partie finie J de Ny telle que ||Z em” < & pour toute partie finie
H de Ny disjointe de J.

meH

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si sy est la somme de cette série
alors, pour tout € > 0, il existe une partie finie J de Ny telle que, pour toute partie
finie K de Ny, contenant J, Hso — D ek emH < ¢/2. Des lors, pour toute partie
finie H de Ny disjointe de J, K = JU H est une partie finie de Ny contenant J donc
telle que

D en

meH

= <

+ <e.

— So — E €m

meJ

D em =D en

meK meJ

So — E €m

meK

La condition est suffisante. Bien sur, la série ) °_, e, est alors de Cauchy donc
converge; soit sg sa limite. Pour tout ¢ > 0, comme il existe une partie finie J de
Ny telle que HZmeH emH < £/2 pour toute partie finie H de Ny disjointe de J, on
obtient aisément ||so — > 7 _ ey < €/2 pour tout p > supJ. Cela étant, pour
toute partie finie K de Ny contenant J, il existe p € Ny tel que K C {1,...,p}.
Comme {1,...,p} \ K est une partie finie de Ny disjointe de J, il vient

p p
S0 — E €m S S0 — E Em|| + E €m — E €m S&
meK m=1 m=1 meK

car on a p > supJ. De 1, la série >~ e, est sommable de somme s¢.4

Définitions.  Soit > ~_, e, une série de I'espace normé (E, ||-||) et soit I une
partie de Ny. Si I est fini, le symbole ) ey, est clair. Si I n’est pas fini, on dit
que la famille { e, : m € I'} est sommable ou encore que ) _; en, est sommable s’il
existe s; € E tel que, pour tout € > 0, il existe une partie finie J de I telle que,
pour toute partie finie K de I contenant .J, on a ||s] — D ok emH < e. Cet élément
est alors appelé somme de ) ;€. 1l s’agit assurément d’une extension des séries
sommables et des sommes finies.

Théoréme 2.2.6 (Sommation par paquets) Soit { A; : j € J} une partition
de Ny telle que J C Ny (ce que nous pouvons toujours supposer car J est nécessai-
rement dénombrable).

Si >0 e est une série sommable de Uespace de Banach (E.|-||), alors

a) pour tout A C No, Y, em est sommable;

b) si sg est la somme de Y % | e, et si, pour tout j € J, 04, est la somme de
ZmeAj €m, alors Zje, oa; est sommable et sa somme est égale a So.
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Preuve.  a) résulte aussitot du critere de Cauchy pour la sommabilité.

b) Pour tout € > 0, il existe une partie finie K de Nj telle que, pour toute partie
finie H de Ny contenant K, on a Hsg — D omeH emH < ¢/2. 1l s’ensuit aisément que,
pour toute partie H de Ny (finie ou non) contenant K, ) . e, est sommable et
que sa somme oy est telle que [|sp — oy|| < e. Il existe ensuite une partie finie B
de J telle que Ag = UjEB A; contienne K. Cela étant, pour toute partie finie L de
J telle que B C L, on a d'une part ||sg — o4, | < e car Ar, contient K et d’autre
part o4, = Y ,.; 04, comme on le vérifie aisément (si n est le nombre d’éléments
de L, pour tout € > 0 et tout [ € L, il existe une partie finie .J; de A; telle que
||O'Al — ZmeLl emH < ¢/n pour toute partie finie L; de A; telle que J; C L;. Des
lors, on a HZleL TA = D meM emH < ¢ pour toute partie finie M de Ap = ., A
telle que | J,., /i C M). D’ou la conclusion g

Remarque.  Soit { A; : j € J} une partition de Ny telle que J C No. Si Y >, ey, est
une série dans l'espace de Banach (E, ||-||) et si, pour tout j € J, la série ZmeAj em est
sommable de somme 04,

a) on ne peut pas affirmer que ) jeg OA; est sommable; il suffit de considérer le cas J = Ny,
A;j={2j— 1,25} et ey, = (—1)™m dans E = R;

b) et si Zje 7 04A; est sommable, on ne peut pas affirmer que > oo, em est sommable: il
suffit de considérer le cas J = No, 4; = {25 — 1,25}, ea, = m et egp—1 = —m dans
F=R.O

2.3 Opérateurs linéaires continus

Rappel. Si E et F sont deux espaces vectoriels, un opérateur linéaire de E' dans F
est une application T : E — F' qui vérifie les propriétés suivantes:

a) T'(e1 + e2) = Tey + Tey;

b) T(ce) = ¢T'e pour tout ¢ € K;

donc telle que T (23'121 cjej> = E}le c¢jT'e; pour toute combinaison linéaire d’éléments
de E.

Théoreme 2.3.1 Soient (E, ||| ) et (F,||-||p) deux espaces normés. Un opé-
rateur linéaire T de E dans F est continu si et seulement s’il existe C' > 0 tel que
IT-[p < Cllllg-

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, I'image inverse par T' de la boule
ouverte de rayon 1 dans F' est un ouvert de E contenant l'origine: il existe donc
r > 0 tel que ||e]|; < r entraine ||T¢|| < 1. Des lors, on a

1
|ITellp < —llelly, Ve€F,
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car, d'une part, cette majoration est triviale pour e = 0 et, d’autre part, pour tout

ec E\ {0}, on a
] ‘T (ue];)

‘ lell 2

La condition est suffisante. De fait, pour tous ey € E et r > 0, 'image par 1" de
bg(eo;r/C) est incluse dans bp(Tey; ) car on a

= r donc
E

1
. <1donc ||Tel, < =le]lg-
r

F

T
le —eollp = &5 = [Te = Teollp = IT(e — eo)llr < Clle = eollp < 7

Définition. Si (E,||-||z) et (F, ||| ) sont deux espaces normés et si 7" est un
opérateur linéaire continu de E dans F', on a bien sir

|Tell
E— sup ||Te|p= sup |[Te|
e20 llellp o<llel <t le]l p=1

et ce nombre, noté ||T||, est la borne inférieure de 1’ensemble des nombres C' > 0
tels que ||T-|| < C'||-||z- Ce nombre ||T'|| est appelé la norme de T.

Théoréme 2.3.2 Si (E,||||z) et (F,|||z) sont deuz espaces normés, si T est
un opérateur linéaire continu de E dans F et
a) si la série Y °_ e, de E converge, alors la série Y *°_ Te,, converge dans F
vers T(.°_ em);
b) si la série Y °_, e, de E converge absolument, alors la série Y ~_ Te,, de F
converge absolument et on a

00 00
STl < ITIY llemllp:
m=1 m=1

c) sila série Yy~ e, de E est commutativement convergente de somme sy, alors
la série y > _ Te,, de F est commutativement convergente de somme T'soq

2.4 Espaces de Fréchet (définition)

Définition.  Un espace a semi-normes dénombrables séparé (E, P) (on écrit
aussi £ tout simplement si aucune confusion sur P n’est possible) est la donnée
d’un espace vectoriel E et d'un ensemble dénombrable P = {p,, : m € Ny} de semi-
normes sur F telles que
a) Pm < Pma1 pour tout m € Ny;

b) pm(e) = 0 pour tout m € Ny entraine e = 0.
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Définition.  Soit (£, P) un espace a semi-normes dénombrables séparé. Pour
tous eg € E, p € P et r > 0, les ensembles

by(eo;r) = {e € E:ple —ep) <1}

et
by(eg;<r)={e€ E:ple—ey) <1}
sont appelés semi-boules de centre ey, de semi-norme p et de rayon r. (Bientot
nous pourrons distinguer ces deux ensembles en désignant le premier par I’expression
semi-boule fermée et le second par semi-boule ouverte). Remarquons qu’on a bien
str
by(e;r) =e+b,(0;7) et by(e; < r) =e+by(0; < 1)

pour touse € E, pe Petr > 0.

Théoreme 2.4.1 Si (E, P) est un espace a semi-normes dénombrables séparé
avec P = {pm : m € No}, Uapplication

pm(er — ez)
dp: Ex E—R; (e,es) 2—m
" b Z 1+ pm(er — e2)
est une distance sur E telle que

a) dp(ey —e,ea —e) = dp(er,ea); on a donc by, (e;r) = e + by, (0;7) ainsi que
bap(e;< 1) =e+ b4, (0; <) pour tous e € E et r > 0;

b) pour tous m € N et r > 0, il existe s > 0 tel que by, (0;s) C by, (0;7);
c) pour tout € > 0, il existe m € N et n > 0 tels que by, (0;1) C by, (0;¢).

Preuve.  Remarquons d’abord que la fonction

T

=1 R:
f:]  Fool—~ R; le+:c

appartient & Coo(] — 1, +00[), est strictement croissante et vérifie l'inclusion suivante
f([0,+00]) C [0,1]. Il s’ensuit que l'application dp est définie. C’est méme une
distance sur E car

i) on a bien siur dp(eq, e3) > 0 pour tous ey, es € F;

ii) si e;,eq € E vérifient dp(er,e2) = 0, on doit avoir p,,(e; — ez) = 0 pour tout
m € Ny donc e; = eg;

iii) on a bien str dp(eq, e2) = dp(ea, €1) pour tous ey, es € E;
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iv) l'inégalité triangulaire résulte aussitot des inégalités

pm<€1 - 63) < pm<€1 - 62) +pm(e2 - 63>
L+ pm(er —es) = 1+ pnler —e2) + pr(es — e3)
pm(e1 — €2) pm(e2 — €3)
T 14+ pnler —es) 1+ pn(ea —es3)

valables pour tout m € N et tous ey, es € E (la premiére inégalité résulte du fait
que f est croissant).

a) est immédiat.
b) De fait, s = 27™r /(1 + r) convient.

c) De fait, il existe M € Ny tel que 277 < ¢e/2 et n > 0 tel que n/(1 +1n) < &/2
donc tels que pys(e) < n entraine

[e's) M 0o

“m  Pm(e) |
Y 2 <N o + Y 2
=1 1 +p (6) m=1 1 + 77 m=M-+1

ce qui suffit.g

Remarque.  Les espaces a semi-normes dénombrables séparés (F, P) apparaissent
donc comme des exemples privilégiés d’espaces métriques, a savoir (E,dp). Le tout est
de savoir comment adapter a (E, P) les notions étudiées au chapitre I dans (E,dp). Vu
le théoreme précédent, il est aisé d’établir les résultats suivants, qui nous suffiront pour la
suite:

a) une partie V' de E est un voisinage de e € E si et seulement s’il existe m € Ny et r > 0
tels que V' D by, (e;7);

b) une partie §2 de E est donc ouverte si et seulement si tout point de €2 est le centre d’une
semi-boule incluse dans 2;

c) une suite (em)men, de E converge vers ey € E si et seulement si, pour tout k € Ny, on
a pr(em — o) — 0;

d) une suite (em)men, de E est de Cauchy si et seulement si, pour tout k£ € Ny et tout
e > 0, il existe M € Ny tel que pr(e, — es) < € pour tous r,s > M;

e) une partie K de E est précompacte si et seulement si, pour tout m € Ny et tout r > 0,
il existe une partie finie {e1,...,e;} de E telle que K C U;-]:1 by, (ej;7).0

Définition.  Un espace de Fréchet est un espace a semi-normes dénombrables
séparé et complet.



Chapitre 3

Espaces du type C,

3.1 Convergence ponctuelle

Définition. Si A est une partie non vide de R",
Fx(A) (resp. FBk(A))

désigne ’ensemble des fonctions (resp. des fonctions bornées) sur A, a valeurs dans
K, muni des opérations habituelles de combinaison linéaire et de produit. Si aucun
doute sur K n’est possible ou si le résultat annoncé est valable pour K = R et pour
K = C, on écrit plus simplement F(A) (resp. FB(A)).

Il s’agit donc d’espaces vectoriels mais on a bien mieux.

Définitions.  Une K-algébre (on dit aussi une algébre si aucun doute sur K
n’est possible) est un espace K-vectoriel (L, 4+, ) muni d’une multiplication interne
x: L x L — L telle que

fx(gxh)=(fxg)xh
fx(g+h)=(fxg)+(fxh)
(f+9)xh=(fxh)+(gxh)

c(fxg)=(c-fxg=[x(cg), VceK
Bien souvent, on écrit fg au lieu de f x g et on parle de I'algebre L.
Un telle algebre L
a) est commutative si fg = gf pour tous f, g € L;

b) a une wunité dans une algébre §’il existe e € L tel que ef = f = fe pour tout
felL.

Remarquons de suite que si L a une unité, elle est unique: de fait, si e; et eg
sont des unités de L, on a e; = ejen = es.
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Théoréme 3.1.1 Les espaces F(A) et FB(A) sont toujours des algébres com-
mutatives avec unité.

Preuve.  C’est direct, 'unité étant égale a x .a

Définitions.  Soient (f,,)men, une suite de F(A) et f un élément de F(A). La
suite (fn)men, converge ponctuellement sur A vers f si, pour tout x € A, la suite
numérique ( f,,(z))men, converge vers f(x); on écrit

fmTf ou f,, — f sur A.

Cette fonction f est appelée limite ponctuelle sur A de la suite (fm)men,. (Parfois
on dit simplement au lieu de ponctuellement).

La suite (fn)men, de F(A) converge ponctuellement sur A s'il existe f € F(A)
tel que la suite (fi,)men, converge ponctuellement sur A vers f.

Remarque.  Vule critere de Cauchy pour les suites numériques, une suite (f,)men, de
F(A) converge ponctuellement sur A si et seulement si, pour tout z € A, la suite numérique
(fm())men, est de Cauchy. II suffit en effet de définir f € F(A) par f(x) = lim fp,(2)
pour tout x € A et de vérifier qu’on a effectivement f,, — f sur A.

Théoreme 3.1.2 Si les suites (fi)men, €t (gm)n, de F(A) convergent ponctu-
ellement sur A vers f et g respectivement,
a) fon + gm—f +9;
b) CfmTCf pour tout ¢ € K;

C) fmngfg-l

Proposition 3.1.3 Soient (f)men, une suite de F(A) et f un élément de F(A).
On a alors
a) fmTf — fmTf;

(\‘
- 3

) fm—rf =l =111,

fmn—f
1 1
d) fm(z) #£0, VmeNy,Vze A :>f—7?

flz) #0, YVzeA
En particulier, si on a fmTf et fm € Fr(A) pour tout m € Ny, alors on a

feFr(A)a
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Proposition 3.1.4 Soient (fim)men, €t (Gm)men, deux suites de Fr(A) et f, g
deuz éléments de Fr(A). On a alors

b f Jina—o I+
a m N fm’_Tf_ ’
) fm— 1 _ syp{fm,gm}jfup{f,g}
gm =9 lnf{fm,gm}Tlnf{f,g} 7
fn— 1
c) gm——9 = f(z) < g(z), Vaze A

A
fm(x) S .g7n<w)7v S A,V mE NO

Exercice.  Etablir que, pour tout fermé propre F (resp. tout ouvert propre 1) de
R™, il existe une suite (fm)men, de Co(R™) qui converge ponctuellement sur R™ vers xr

(resp. xq).

Suggestion.  Vérifier que la suite

XR7 (resp md(7 R" \ Q) >
Xrr + md(-, F) " xre + md(-, R\ Q)

convient. On remarque qu’en tout x € R”, la suite (fm(z))men, est décroissante (resp.
croissante). On peut méme modifier ces suites de fagon a pouvoir supposer chacun des f,
a support compact dans le cas d’'un ouvert et dans le cas ou F' est un compact.O

Exercice. Si A est une partie non vide de R, si les f,, sont des fonctions croissantes
sur A pour tout m € Ny et si la suite (fm)men, converge ponctuellement sur A wvers
f € F(A), établir que la fonction f est croissante sur A.

(On a bien sir un énoncé analogue pour des fonctions décroissantes.)O

Remarque.  Etant donné une suite (Ep,)men, de parties de R™, la notion de con-
vergence que nous venons d’introduire s’applique notamment a la suite (xg,, )men, de
F(R™). Comme chacune de ces fonctions est a valeurs dans {0,1}, la limite ponctuelle
éventuelle ne peut elle aussi qu'étre a valeurs dans {0, 1} et est par conséquent la fonction
caractéristique d’une partie £ de R™. Dans ce cas, par abus de langage, on dit aussi que
la suite (Ep,)men, converge ponctuellement sur R™ vers E.

Exercice.  Si les parties E,, de R™ sont emboitées en décroissant (resp. en crois-
sant), on a Xg,, — XEg sur R" avec E = (\°_, Ey, (resp. E=J;._; Ep).O
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Exercice.  Etablir que la suite (Jam, bm|)men, de semi-intervalles dans R converge
ponctuellement sur R vers le semi-intervalle ]a,b] si et seulement si on a ap, — a® et
b, — bT.

(Obtenir des résultats analogues pour les intervalles [am, by] ou Jam, by[ ou [am, by [
vis-a-vis de [a, b] ou |a, b ou [a,b[.)O

Exercice. Etablir que, pour toute partie propre E de R", la suite d’ensembles
{z:d(z,FE) <1/m})men, (resp. ({z:d(z,R"\ E) >1/m})men,) converge ponctuelle-
ment sur R™ vers E~ (resp. E°).0

Remarque.  La convergence ponctuelle d’une suite (fi,)men, de F(A) sur A ne con-
serve guere les propriétés des fi,.

Voici divers exemples.

a) La convergence ponctuelle ne préserve pas la continuité: il existe des suites ( fi)men,
de Cp(A) qui convergent ponctuellement sur A vers f € F(A) avec f € Co(A). Exemple:
la suite (fim(-) = exp(=m ||))men, de Co(R) converge ponctuellement sur R vers x g}

b) La convergence ponctuelle ne préserve pas la bornation: ainsi la suite (f, =
inf{|-|,m})men, de FB(R™) converge ponctuellement sur R™ vers |-|.

c) La convergence ponctuelle ne préserve pas la bornation des supports et n’entraine
pas non plus la convergence des supports: on a en effet x|_, m[ — XR €t X]—m,m[/m — 0
sur R.

d) La convergence ponctuelle ne préserve pas non plus des notions plus élaborées.
Pour tout m € Ny, définissons f,, (resp. g,,) comme étant 1’élément de F([0, 1]) dont le
graphique est décrit par la construction suivante: a tout couple ((k/m,0), ((k+1)/m,0))
avec (k = 0,1,--- ,m — 1) et m € Ny, on associe le triangle équilatéral (resp. la demi-
circonférence) de R? situé dans le demi-plan des y > 0 ayant ces deux points pour sommets
(resp. pour points diamétralement opposés); le graphique de f,, (resp. ¢,,) est I'union
des cotés de ces triangles "moins ]0, 1[” (resp. est I'union de ces demi-circonférences). On
vérifie alors aisément que les suites f,,, et g, convergent ponctuellement sur [0, 1] vers 0
alors que la longueur de la courbe simple rectifiable ((-, f(+)), [0, 1]) est égale & 2, celle de
la courbe simple rectifiable ((-, gm/(+)), [0,1]) & m/2 et celle de la courbe simple rectifiable

((+,0),[0,1]) a 1.

La notion de convergence uniforme a été introduite pour pallier quelques-uns des
handicaps signalés dans la remarque précédente.

3.2 Convergence uniforme

Notation. Si E est une partie non vide de A C R" et si f € F(A) est borné
sur F/, on pose

£l = sup|f(z)|.
zelE
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Si E est égal a A et si aucune confusion ne peut en résulter, on écrit souvent || f|| &
la place | f]],

Définition. Il est clair que ||-||, est une norme sur FB(A). L’espace normé
FB(A) est 'espace (FB(A), ||| ,)-

De méme, il est clair que [|-||; est une semi-norme sur l’algebre des fonctions
définies sur A et bornées sur E.

Définitions.  Soit E une partie non vide de A C R".

Soient ( fy)men, une suite de F(A) et f un élément de F(A). La suite (fi)men,
converge uniformément sur E vers f §’il existe M € Ny tel que, pour tout m > M,
fm — [ soit borné sur E et si la suite || f,,, — f||; converge vers 0. Une telle fonction
f est appelée limite uniforme sur E de la suite f,,; on écrit

fm = .

La suite (fi)men, de F(A) converge uniformément sur £ C A s’il existe f € F(A)
tel que f,, :E> f. Remarquons que ceci entraine 'unicité de la valeur de f(z) en

tout € £ mais n’entraine aucune restriction sur la valeur de f(z) pour x € A\ E.

Remarque.  Comme la convergence uniforme sur E d’une suite ( fi)men, de F(A) ou
E est une partie non vide de A, revient a la convergence uniforme sur F de la suite f,|z,
les propriétés relatives a cette notion s’obtiennent en considérant celles de la convergence
uniforme sur A des suites de F(A).O

Théoreme 3.2.1 La convergence uniforme sur A implique la convergence ponc-
tuelle sur A vers la méme limite.g

Remarque.  La réciproque de ce théoreme est fausse: ainsi on a xjo /m[go mais

mi7>0.
X]o,1/ [?g

Théoreme 3.2.2 Si les suites (fu)men, €t (Gm)men, de F(A) convergent uni-
formément sur A vers f et g respectivement,

a) fm+gm :A>f+g;
b) c¢fm = cf pour tout c € K;

c) si f et g sont bornés sur A, fugm :A>fg.

Preuve.  a) et b) sont immédiats.
¢) De fait, la majoration

[ fmgm = Fall <ASIgm = gl + Lfm = FI lgm = gll + Lfm = fI llg]]

est valable pour m suffisamment grand.g
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Remarque.  Dans c), il est essentiel que f et g soient bornés sur A. Ainsi on a
e’ + l/m?ex mais (e” + 1/m)(e* + 1/m)#=e?*.0
R

Proposition 3.2.3 Soient (f)men, une suite de F(A) et f un élément de F(A).
On a alors

a) fm=>f <= fn=>f;
Rfn — Rf
S
) fumrf = |ful = 111
De plus, si on a fm:A>f et inf{|f(z)|:xz € A} > 0, il existe M € Ny tel que,

pour tout m > M et tout v € A, on a fn(x) # 0 et la suite (1/ fin)men, converge
uniformément sur A vers 1/ f 4

Proposition 3.2.4 Soient (fi)men, €t (Gm)men, deux suites de Fr(A) et f, g
deux éléments de Fr(A). On a alors

fm,+:A>f+
a) fm:A>f<:> fm,—:A>f— ’
) fm=1 Sup{ fm, gm}=>sup{/, g}
A nf{ S, g} = inf {9} [

Proposition 3.2.5 Soit (f,)men, une suite de F(A) qui converge uniformément
sur A vers f € F(A).

a) Si les f, finissent par appartenir a FB(A), alors f appartient a FB(A) et la
suite numérique || fm|| 4, définie pour m suffisamment grand, converge vers | f]| 4.

b) Si les f,, finissent par appartenir a FBr(A), alors f appartient ¢ FBr(A)
et les suites numériques (infyea frn(2))men, €t (SUPyea fin(T))men,, définies pour m
suffisamment grand, convergent vers infyea f(x) et sup,c4 f(x) respectivement.y

Critére 3.2.6 (Cauchy) La suite (fp)men, de F(A) converge uniformément
sur A si et seulement si, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que || f, — fsll, < ¢
pour tousr, s > M.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.
La condition est suffisante. Pour tout z € A, il est clair que la suite numérique
(fm(2))men, est de Cauchy. Il existe donc f € F(A) tel que la suite (fi)men,
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converge ponctuellement sur A vers f. Cela étant, avec les notations de 1’énoncé,
on a || f — f|l 4 < e pour tout m > M car, pour tout z € A, on a

) = F(@)] = T [fn() = £u(2)
avec | fn () — fs(x)| < e pour tout s > My
Théoreme 3.2.7 L’espace FB(A) est de Banach.y

Remarque.  Le cas des séries de fonctions est fort intéressant et mene aux résultats
suivants.O
Critere 3.2.8 (Séries de fonctions) Soit (f,)men, une suite de F(A).

a) Critére de Cauchy. La sériey - fm converge uniformément sur A si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que |30 . fll , < € pour tous
r, s € Ny tels que M <r <s.

b) Critére des séries magjorées. Si chacun des f,, est borné sur A et si
la série numérique > - || fmll4 converge, alors la série Y °_| fm converge uni-
formément sur A.

c) Premier critére d’Abel. S’il existe C > 0 tel que, pour tous p, ¢ € Ny
Yoy fm(2)| < C et si la suite (gm)men, de FB(A) est
telle que ||gmll4 — 0 €t > 19m — Gmt1] = alors la série Y >, fmgm converge
uniformément sur A et on a

, ¥V M e Nj.

Z JmGm Z |gm - gm—i-l‘
m=M m=M A

d) Critére des séries alternées. Si chacun des f,, est positif et borné sur
A, st on a fr(z) | 0 pour tout x € A ainsi que || f]|4 — 0, alors la série alternée

Yo (=1)™f,, converge uniformément sur A et on a

tels que p < g, on a sup,c 4

<C

A

[e.e]

m=M

S“fMHA? v]\461\]0-

A

¢) Deuxiéme critére d’Abel. Sila série Y | fm converge uniformément
sur A et si (gm)men, est une suite de FB(A) telle que la série Y ° 1 |Gm — Gm+1]
converge uniformément sur A, alors la série Y °_| fmGm converge uniformément
sur Ay

Exemples. 1. La série Y~ m~22™ converge uniformément sur [—1, 1].

2. Lasérie Y~ ™ converge uniformément sur tout compact inclus dans |—1, 1[.

3. La série Y *°_,(—1)"/(x + m) converge uniformément sur [0, +oo].

4. Siles a,, € [0,+oo[ décroissent vers 0, alors la série Y - a,,e"" converge
uniformément sur tout compact de R\ {2kr : k € Z}.0
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3.3 Permutation de limites

Position du probléme. Etant donné une suite (f,,)men, de F(A) et £ un point
de A~ ou oo (cette derniere possibilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné),
quand a-t-on
lim lim f,,(z) = lim lim f,(x)?
m—o0 x—§ z—& m—00
Théoreme 3.3.1 Soit (fi,)men, une suite de F(A) et soit & un point xo de A~
ou 00, cette derniére possibilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné.
Si la suite (fim)men, converge uniformément sur A et si chacun des f,, a une
limite finie en &, alors les limites

lim lim f,,(z) et lim lim f,,(x)

m—o0 r—¢ T—E& M—00

existent, sont finies et sont égales.

Preuve.  Soit f la limite uniforme sur A de la suite (f,)men, €t, pour tout
m € Ny, soit ¢, la limite de f,, en &.

a) Etablissons d’abord que la suite (¢)men, est de Cauchy donc converge. De
fait, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que || f, — f5|| , < € donc tel que |¢, — ¢ | <
€ pour tous r, s > M. Soit ¢ sa limite.

b) Pour tout m € Ny et tout x € A, nous avons bien str

[f(2) = o] <[f(x) = fn(@)| + | fn(2) = cm| + lem —

Cela étant, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que |f(z) — fu(z)] < /3 et
lem — ¢| < €/3 pour tout m > M et tout x € A. Il existe ensuite un voisinage
V de € tel que |fa(x) —ep| < €/3 pour tout x € VN A, Au total, nous avons
|f(z) — ¢| < e pour tout x € VN A.

La conclusion s’ensuit aussitot.g

Dans le cas des séries, cet énoncé prend la forme suivante.

Théoreéme 3.3.2 Soit >~ fi, une série de F(A) et soit & un point xo de A~
ou 00, cette derniére possibilité n’étant envisagée que si A n’est pas borné.

Si la série Y ° | fm converge uniformément sur A et si chacun des f,, a une
limite finie en &, alors les limites

Z}Lﬂ% fm(x) et lim Z fm(x)

r—E

existent, sont finies et sont égales.y
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Remarque.  La convergence uniforme de la suite n’est pas une condition nécessaire
pour avoir la permutation des limites. Ainsi la suite (f)men, de F([0,1]) définie par
fm(x) = ma(1 — x)™ converge ponctuellement sur [0, 1], ne converge pas uniformément
sur [0, 1] et cependant on a

lir% lim f,(r) = lim lin%)fm(:v) =0.

Cependant, on ne peut pas I’éliminer dans ’énoncé car, sur l'intervalle [0, 1], il vient

1= lim lim 2™ # lim lim 2™ =0.
m—o0 x—1- r—1— M—00

3.4 Convergence uniforme et continuité

Remarque.  Rappelons que la convergence ponctuelle sur A d’une suite de fonctions
continues sur A n’entraine pas la continuité sur A de sa limite.

En plus des exemples déja donnés précédemment, notons que
a) la suite (Zarctg(mz))men, de Coo(R) converge ponctuellement sur R vers la fonction
Sign € F(R) définie par Sign(z) = sign(x) pour tout = # 0 et Sign(0) = 0.
b) si on pose fo,(z) = sin?(m!rx) pour tout m € Ny et tout = € R, alors la suite Sign(f.,)
converge ponctuellement sur R vers la fonction de Dirichlet D définie par D(z) = 0 pour
tout = € R rationnel et D(x) = 1 pour tout € R irrationnel.

Théoréeme 3.4.1 Si la suite (f)men, de F(A) converge uniformément sur A
vers f € F(A) et si zg € A est un point de continuité de chacun des f,,, alors xg
est aussi un point de continuité de f.

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme de permutation des limites.y
On en déduit immédiatement le résultat fondamental suivant.

Théoreme 3.4.2 Si la suite (fm)men, de Co(A) converge uniformément sur A
vers f, alors f est continu sur A.y

Ce dernier résultat peut étre amélioré de la maniere suivante *mais ne peut étre
étendu sous cette forme qu’aux espaces topologiques du type kg*.

Théoréme 3.4.3 Sila suite (f)men, de Co(A) converge uniformément sur tout
compact de A C R™ vers f, alors f est continu sur A.

Preuve.  De fait, pour tout xy € A et toute suite (z,,)men, de A qui converge
vers xg, { T, : m € N} est un compact de A. On en déduit aussitdt que f est continu
sur ce compact donc qu'on a f(x,,) — f(xp). On conclut aussitot.y
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Exemple. Nous savons qu’il existe des fonctions continues sur un ouvert {2
de R qui ne sont pas dérivables en certains points de R. Ainsi |-| € Co(R) n’est pas
dérivable en 0.

Nous allons a présent construire une fonction continue sur R, qui n’est dérivable
en aucun point de R.

Bien sur, pour tout m € Ny, la fonction f,, définie sur R par

fo(z)=d(z,{k-107": k€ Z}), VzeR,

est continue et & valeurs dans [0,107™/2]. Il s’ensuit que f = >~ f,, est une
fonction continue sur R. Prouvons que f n’est dérivable en aucun point x de R.

Etant donné p € Ny, un des intervalles [z — 1077, z] et [z, 2 + 107?] au moins est

inclus dans un intervalle ou f,—; est monotone donc ou chacune des fonctions fi,
.., fp—1 est monotone. S’il s’agit de [z, x 4+ 107P], par exemple, nous obtenons

fk(l’ + 10—p> - fk(x)
10—»

e{-1,1}, Vke{l,....p—1}
par contre, pour tout k > p, nous avons bien stur fx(z + 107P) = fi(x). Dans ces

conditions,
fle+1077) — f(2)
107
est un entier pair si p est impair et un entier impair si p est pair. La fonction f ne
peut donc étre dérivable en x.0

Mentionnons le résultat relatif aux séries.

Théoréme 3.4.4 Sila séried | fm de Co(A) converge uniformément sur tout
compact de A C R™ (a fortiori si elle converge uniformément sur A), alors sa limite
appartient a Co(A).x

Le théoreme qui suit donne la convergence uniforme a partir de la convergence
ponctuelle monotone.

Théoréme 3.4.5 (Dini) Si la suite (fm)men, de fonctions réelles et continues
sur le compact K de R™ croit (resp. décroit) vers f € Co(K), alors on a fm?f

Preuve.  Quitte a remplacer chaque f,, par —f,, et f par —f, nous pouvons
supposer la suite f,, décroissante.
Fixons € > 0 et, pour tout m € Ny, posons

Kp={z€K: ful) - fz) > }.
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Tout revient a établir qu'il existe M € Ny tel que Ky = @ car alorson a || f,, — fl|x <
e pour tout m > M. Si ce n’est pas le cas, (K;)men, est une suite décroissante de
compacts non vides. Des lors, leur intersection n’est pas vide et en tout point z de
cette intersection, nous devons avoir f,,(x) — f(x) > € pour tout m € Ny et la suite
fm(z) ne peut décroitre vers f(x). D’ott une contradiction.y

Remarque.  Dans I’énoncé du théoreme de Dini, il est indispensable que f apparti-
enne & Co(K). Pour s’en convaincre, il suffit de considérer la suite f,,, de Co([0, 1]) définie
par fp(z) =1/(1 + mz) pour tout = € [0,1].0

Exercice. Etablir la généralisation suivante du théoréme de Dini.

Si la suite (fm)men, de fonctions réelles et continues sur le compact K de R™ croit
vers f € F(K), alors, pour tout g € Co(K) tel que g(x) < f(z) pour tout x € K, il existe
M € Ny tel que g(x) < fin(x) pour tout x € K et tout m > M. En déduire que si les
suites (fm)men, €t (gm)men, de fonctions réelles et continues sur le compact K de R"
croissent strictement vers f € F(K), alors il existe une suite strictement croissante k(m)
de Ny telle que

Tra) S gr2) < fr@) < Gr@a) < -0

3.5 Espaces Cy(K), Cy(F) et Cy(Q)

Définition.  Si K est un compact non vide de R", il est clair que ||-|| ;- est une
norme sur lespace vectoriel Co(K). L’espace normé (Co(K), ||-||) qui en résulte
est le plus souvent noté Cy(K) tout simplement.

Définition.  Soit F' un fermé non borné de R"™. Il existe alors un premier entier
M tel que FN{x: |z|] < M} # 0. Cela étant, on pose K,,, = FN{z: x| < M +m}
pour tout m € Ny. Il est clair que chacun des K, est compact, que leur réunion est
égale a F' et que, pour tout compact K C F|, il existe un entier m tel que K C K,,.
On pose alors p,(-) = |||k, pour tout m € Ny. Chacun de ces p,, est bien sir
une semi-norme sur Cy(F'). Cela étant, il est clair que (Co(F), {pm : m € Ng}) est
un espace a semi-normes dénombrables séparé, noté le plus souvent Cy(F') tout
simplement. On dit qu’on a muni l'espace Cy(F') de la convergence compacte.

Définition.  Soit {2 un ouvert non vide de R™. Si €2 est égal a R", 'espace
Co(R2) = Co(R™) a déja été introduit ci-dessus. Si Q differe de R™, nous savons qu'il
existe une suite croissante (K,,)men, de parties compactes de € et d’union égale a
Q telles que K, C (Kpq1)” pour tout m € Ny. On pose alors pp,(-) = |||l pour
tout m € Ny. Chacun de ces p,, est bien sur une semi-norme sur Cy(2). Cela étant,
il est clair que (Co(2), { pm : m € No}) est un espace a semi-normes dénombrables
séparé, noté le plus souvent Cy(€2) tout simplement. On dit qu’on a muni l'espace
Co(2) de la convergence compacte.
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Les résultats du paragraphe précédent conduisent de suite aux propriétés fonda-
mentales que voici.

Théoreme 3.5.1 a) Pour tout compact non vide K de R™, Co(K) est un espace
de Banach.

b) Pour tout fermé non borné F' de R™, Co(F') est un espace de Fréchet.
c¢) Pour tout ouvert non vide Q de R"™, Cy(§2) est un espace de Fréchet.y

Remarque. 11 est clair qu'une suite (fm)men, de Co(F) (resp. de Co(€2)) converge
vers f dans cet espace si et seulement si la suite (fp,)men, converge uniformément sur tout
compact de F' (resp. de Q) vers f. On dit qu’on a muni les espaces vectoriels Co(F') et
Co(92) de la convergence compacte.

De méme, on vérifie immédiatement que la suite (fpm)men, de Co(F) (resp. Co(2))
est de Cauchy si et seulement si, pour tout compact K de F' (resp. de Q) et tout € > 0, il
existe M € Ny tel que || f, — f||x < € pour tous r, s > M.O

3.6 Théoreme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 3.6.1 Une partie K de Co(K) (resp. Co(F); Co(2)) est compacte si
et seulement si elle est extractable, ce qui a lieu si et seulement si elle est précompacte
et ferméey

Remarque.  Le théoreme d’Arzela-Ascoli caractérise notamment les parties précom-
pactes de Co(K) (resp. Co(F); Co(Q2)).0

Définitions.  Une partie F de Cy(A) est

a) équicontinue en xo € A si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour tout
x € A tel que |z — x| <n, on a

sup [ f(x) — f(xo)| <¢;

fer

b) équicontinue sur A si elle est équicontinue en tout point de A;

c) uniformément équicontinue sur A si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour
tous x, y € A tels que |z —y| <7, on a

sup [f(z) = f(y)| <e.

fer

Exemple. Si f est une fonction (uniformément) continue sur A, I'ensemble
{f+c:ceK} est une partie (uniformément) équicontinue sur A de Cy(A).0
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Exemple. Si f est une fonction uniformément continue sur R", ’ensemble
{f(-+a):a€R"} est une partie uniformément équicontinue sur R” de Cy(R"™).0O

Exemple. Si K est un compact de R" et si f est une fonction continue sur
K x A, alors { f(z,-) : x € K} est une partie équicontinue sur A de Cy(A).0

Exemple. Si F est un ensemble de fonctions dérivables sur 'ouvert 2 de R",
si A est une partie non vide de Q telle que d(A,R"\ Q) =r > 0 et sion a

sup{ D, f(z)|: fe F.k<n,x e} <oo,

alors F est uniformément équicontinu sur A. Cela résulte du théoreme des accroisse-
ments finis: si z, y € A sont tels que d(z,y) < r, on a en effet

{5 }ro-{ 3w« _sw
ELEQ, k=1,...n

Exemple. Si F est une partie de C;(€2) et si A est une partie convexe et non
vide de € telle que

n

> (e — ye)Dyf (&)

k=1

.0

sup{ D, f(z)|: fe F,k<n,x e A} < oo,

alors F est uniformément équicontinu sur A. Il suffit de procéder comme a I'exemple
précédent, en recourant au théoreme de Taylor.O

Exemple. Si K est un compact non vide de R™ et si F' est une fonction
continue sur K x K,

F = {/ F(z,y)f(y)dy : f mesurable, |f| < xx pp sur K}
K

est une partie de Co(K') uniformément équicontinue sur K. Comme on a
[ () = Fea) (o) o] < mest8) - sup | (o,3) = Flao )]
K ye

cela résulte aussitot de la continuité de F' sur K x K.O

Remarque.  Une partie F de Cy(A) peut étre uniformément équicontinue sur A sans
étre ponctuellement bornée sur A. Le premier exemple est éloquent a ce sujet.O

Remarque.  Bien stir, toute partie uniformément équicontinue sur A de F(A) est
équicontinue sur A et chacun de ses éléments est une fonction continue sur A. Voici une
réciproque partielle de cette propriété.O
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Proposition 3.6.2 Sv K est un compact non vide de R", alors toute partie
équicontinue sur K de Co(K) est uniformément équicontinue sur K.

Des lors, toute partie équicontinue sur A de Co(A) est uniformément équiconti-
nue sur tout compact de A.

Preuve. Si F C Co(K) n’est pas uniformément équicontinu sur K, il existe
e > 0 tel que, pour tout m € Ny, il existe x,,, y,, € K tels que

1
T — Y| < — et sup[f(am) — f(ym)| = €.
m feF

De la suite (2, )men,, DOUs pouvons extraire une sous-suite (Zx(m))men, qui converge

vers un point xp de K. Bien str, la suite (Yx(m))men, converge également vers .

Des lors, on voit aisément que F n’est pas équicontinu en xy. D’ou la conclusion.
Le cas particulier est immédiat.y

Proposition 3.6.3 Si A est une partie dénombrable de R™, alors, de toute suite
(fm)men, de F(A) qui est ponctuellement bornée (i.e. telle que sup,,cy, | fm(x)| < 00
pour tout x € A), on peut extraire une sous-suite ponctuellement convergente sur A.

Preuve.  Si A est fini, c’est immédiat en recourant un nombre fini de fois au
théoreme d’extraction car, pour tout x € A, la suite numérique (f,(z))men, €st
bornée.

Sinon, soit (zj)ken, une numérotation de A. De la suite numérique bornée
(fm(21))men,, on peut extraire une sous-suite (fi(m)(21))men, convergente. De
la suite numérique bornée (fi(m)(@2))men,, on peut aussi extraire une sous-suite
(fa(m)(22))men, convergente. En continuant de la sorte, pour tout k € Ny, on obtient
une sous-suite (firi1)(m))men, de la suite (fim))men, telle que la suite numérique
(fk+1)(m) (Trt1))men, converge. Dans ces conditions, (fum))men, €st une sous-suite
de la suite (fn)men, de départ, qui converge ponctuellement sur Ay

Proposition 3.6.4 Soient B un borné non vide de R™ et D une partiec de B
dense dans B. Si la suite (fim)men, de F(B) est uniformément équicontinue sur B
et converge ponctuellement sur D, alors elle converge uniformément sur B.

Preuve.  Fixons ¢ > 0. Comme { f,, : m € Ny} est uniformément équicontinu
sur B, il existe n > 0 tel que, pour tous z, y € B vérifiant |z — y| < n et tout m € Ny,
on a |fm(x) — fi(y)| < /3. Comme D est dense dans le borné B, il existe ensuite
des points xy, ..., x; de D, en nombre fini et tels que B C U;.Izl {z |z —x;] <n}
Cela étant, comme, pour tout j < J, lasuite (f,,,(z;))men, converge, il existe M € Ny
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tel que, pour tous r, s > M et tout j < J, on a |f,(z;) — fs(x;)| < e/3. Dans ces
conditions, pour tout x € B, il existe j < J tel que |x — z;| <7 donc tel que

|fr(z) = fs(@)] < [folz) = frl@y)| + | folas) = fo(zy)| 4+ | fo(zy) — fi(z)] < e
pour tous r, s > M. D’ou la conclusion g

Théoréme 3.6.5 (Arzela-Ascoli) Si B est un borné non vide de R™, de toute
suite ponctuellement bornée et uniformément équicontinue sur B, on peut extraire
une sous-suite uniformément de Cauchy sur B.

De plus, une partie de Co(K) (resp. Co(F'); Co(Q2)) est précompacte si et seule-
ment si elle est ponctuellement bornée et équicontinue sur K (resp. F; Q).

Preuve.  Comme toute partie de I'espace métrique séparable R™ est séparable,
il existe une partie dénombrable D de B qui est dense dans B. Des lors, de toute
suite ponctuellement bornée sur B, on peut extraire une sous-suite ponctuellement
convergente sur D. D’ou la conclusion au moyen du résultat précédent.

Cas de Cy(K).

La condition est nécessaire. Soit I une partie précompacte de Cy(K). Pour tout
e > 0, il existe une partie finie {fi,..., f;} de K telle que K C Uj=1 b(f;;€/3). Des
lors, K est méme uniformément borné sur K car on a

€
sup|f(a)] < sup Sl + 5. VS EK.
zeK i<J
De plus, chacun des fi, ..., f; étant uniformément continu sur K, il existe n > 0

tel que | fj(x) — fi(y)] < e/3 pour tout j < J et tous z, y € K tels que |z —y| <.
Cela étant, pour tout f € K et tous z, y € K tels que |z —y| <n, on a

[f(@) = f)l < |f(2) = fi@)] + i) = L)+ 1) - fy) <e

pour autant qu’on choisisse j < J tel que || f — fj]| x < €/3. D’ou la conclusion.
La suffisance de la condition résulte aussitot du fait qu'une telle partie est uni-
formément équicontinue sur K et du critere de précompacité.

Cas de Co(F).

La condition est nécessaire. Si K est une partie précompacte de Co(F'), alors,
pour tout m € Ny et tout > 0, il existe une partie finie {f,..., f;} de K telle que
K cC U}']:1 b, (fj;7). En procédant comme dans le cas de Cy(K), on obtient alors
que K est méme uniformément borné et uniformément équicontinu sur le compact
K,,. La conclusion est alors immeédiate.

La condition est suffisante. Vu le critere de précompacité, il suffit de prouver
que, de toute suite (f,)men, ponctuellement bornée et équicontinue sur F', on peut
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extraire une sous-suite de Cauchy dans Cy(F'). Comme cette suite (fi)men, €st
ponctuellement bornée et uniformément équicontinue sur le compact K, il en existe
une sous-suite ( fl(m))meNo uniformément de Cauchy sur ce compact. De la méme
maniere, il existe une sous-suite (foim))men, de cette suite (fiom))men, qui est uni-
formément de Cauchy sur le compact K. En continuant de la sorte, nous obtenons
pour tout k& € Ny une sous-suite (fixr1)m))men, de la suite (k(m))men, qui est uni-
formément de Cauchy sur Kj1;. Cela étant, on vérifie directement que (fy(m))men,
est une sous-suite de la suite (fi,)men, de départ et est de Cauchy dans Cy(F).

Cas de Co(2).
La démonstration est analogue a celle du cas de Cy(F') 4

Exercice. Si B est un borné de R”", établir que toute partie de Co(B) qui est
ponctuellement bornée et uniformément équicontinue sur B, est uniformément bornée sur
B.O

3.7 Théoréme de Stone-Weierstrass

K. Weierstrass a d’abord prouvé pour K = [0, 1] puis pour un intervalle compact
non vide K de R"™ que 'ensemble P(K) des restrictions & K des polynomes est
dense dans Co(K). M. Stone a ensuite étendu cette propriété a de nombreuses
sous-algebres de Cy(K).

Dans ce paragraphe, K désigne un compact non vide *séparé qu’on supposera,
en premiere lecture® de R”.

Lemme 3.7.1 Soit F une partie de Cor(K). Si les conditions suivantes sont
vérifiées:
a) F est latticiellement fermé, (i.e. pour tous f, g € F, on a sup{f,g} € F et
inf{f, g} € F);
b) pour tout x € K et tout v € R, il existe f € F tel que f(x) =r;

c) pour tous x, y € K distincts et tous r, s € R, il existe f € F tel que f(x) =1 et
fly) =s,
alors F est dense dans Cor(K).

(Bien str, si K a plus d’un élement, ¢) implique b).)

Preuve. 11 suffit d’établir que, pour tout f € Cor(K) et tout € > 0, il existe
g€ Ftel que | f —gllx <e

Vu b) et ¢), pour tous a, b € K, il existe g, € F tel que gop(a) = f(a) et
Gus(b) = 1)

Fixons @ € K. Pour tout b € K, il existe alors un voisinage ouvert V,; de b
dans K tel que f(x) —e < gup(x) pour tout z € V, ;. Du recouvrement ouvert



3.7. Théoréme de Stone-Weierstrass 43

{Vap: b€ K} de K, on peut extraire un recouvrement fini; soit {V;,bj 17 < J} un
tel recouvrement. A ce moment, la fonction

9o = Sup{ga,h? oo 7ga,bJ}

appartient a F, prend la valeur f(a) en a et est telle que f(z) —e < g,(x) pour tout
z e K.

Pour tout a € K, il existe donc un voisinage ouvert V, de a dans K tel que
ga(x) < f(z) + € pour tout x € V,. Du recouvrement ouvert {V,:a € K}, on
peut extraire un recouvrement fini; soit {Va]. 1 <J } un tel recouvrement. A ce
moment, la fonction

g =inf{ga,, -1 Ga,}
appartient a F et est telle que

flz)—e<g(z) < flz)+e, Vzek,

ce qui suffit.g

Lemme 3.7.2 [l existe une suite P, de polynomes a coefficients réels sur R,
sans termes constants, qui converge uniformément sur [—1,1] vers |-|.

Preuve. 11 suffit d’établir que la suite (Qu;)men, de polynémes sur R définie
par la récurrence

Qo =0et Qm+1(-) = Qm() + 50— Qn(), ¥meN,

converge uniformément sur [0, 1] vers /- car on a alors @,,,(0) = 0 pour tout m € N
et ainsi la suite P,(-) = Q,,(-?) convient.
Fixons x € [0,1]. Pour tout m € N, on a bien sir

\/_ - Qm—i—l(x) = \/_ - Qm(x) - %(ZE - Q?n(l’))
= (V2 = Qu(2))(1 = (V& + Qn(2))).
Cela étant, une récurrence aisée procure 0 < Q,,(z) < /z donc Qp(z) < Qpi1(z).
Des lors, la suite (Q(7))men, est croissante et majorée, et on vérifie directement

que sa limite est égale & \/x. On conclut alors aussitot au moyen du théoreme de
Dini..

Lemme 3.7.3 Toute sous-algébre fermée de Cor(K) est latticiellement fermée.
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Preuve.  Soit L une sous-algebre fermée de Cyg(K). Il suffit de prouver que,
pour tout f € L, on a |f| € L car alors, pour tous f, g € L, il vient

f+g+2!f—9! L

sup{f, g} =

Or il existe bien str r €]0, +o0] tel que [|rf|| < 1. Cela étant, si (P,)men, est une
suite de polynomes a coefficients réels sur R, sans termes constants, qui converge
uniformément sur [—1, 1] vers ||, il vient

1
Po(rf)=|rf| donc —Pu(rf)==|fl.
D’oui la conclusion car chacune des fonctions P, (rf)/r appartient bien sir a L.y

Théoréme 3.7.4 (Stone-Weierstrass, cas réel) Une sous-algébre L de [’es-
pace Cor(K) est dense dans cet espace si et seulement si elle vérifie les deux condi-
tions suivantes:

a) pour tout x € K, il existe f € L tel que f(z) # 0;

b) L sépare les points de K (i.e. pour tous x, y € K tels que x # y, il existe f € L
tel que f(z) # f(y))-

Preuve.  La condition est nécessaire. D’une part, il existe f € L tel que
I f — xkllx < 1/2 donc tel que f(a) # 0 pour tout a € K. D’autre part, pour
tous a, b € K tels que a # b, il existe g € Cor(K) tel que g(a) =0 et g(b) =1, a
savoir g(-) = d(a, -)/d(a,b); il existe ensuite f € L tel que || f — g||, < 1/3 donc tel
que f(a) # £(b).

La condition est suffisante. Considérons 'adhérence L~ de L dans Cor(K).

a) Cette partie L~ de Cor(K) est latticiellement fermée car on peut vérifier
directement que L~ est une sous-algebre fermée de Co g (K).

b) Pour tout x € K et tout r € R, il existe f € L C L~ tel que f(x) # 0 donc
tel que g = (r/f(x))f € L™ vérifie g(z) =r.

c) Pour tous z, y € K tels que = # y et tous r, s € R, établissons qu’il existe
f e L™ tel que f(z) =ret f(y) =s. Il existe g € L tel que g(x) # g(y). Des lors,
pour tous a, b € R, ag + bg? appartient & L~ et, pour conclure, il suffit de prouver
qu’il existe ag, by € R tels que

aog(x) + bog®(z) = r et aog(y) + bog*(y) = s.

Cela a effectivement lieu si le déterminant

9(2)g*(y) — 9°(2)g(y) = 9(x)g(y)(9(y) — g(x))
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differe de 0, c’est-a-dire si outre g(x) # ¢(y), on a aussi g(x)g(y) # 0. Si ce n’est pas
le cas, un seul des nombres g(x), g(y) est nul; supposons qu'il s’agisse de g(x), le cas
g(y) = 0 se traite de maniere analogue. Comme il existe h € L~ tel que h(z) = 1,
on a aussi g + h € L™ pour tout € € R et, pour € # 0 suffisamment proche de 0,
g + eh differe de 0 en = et en y et prend des valeurs distinctes en z et en y. Cela
suffit pour conclure.

D’ou la conclusion au moyen du premier lemme de ce paragraphe car L~ est
fermé et dense dans Cor(K) donc égal & Cor(K).4

Théoreme 3.7.5 (Stone-Weierstrass, cas général) Une sous-algébre L de
Coc(K) est dense dans cet espace si et seulement si elle vérifie les trois conditions
suivantes:

a) pour tout x € K, il existe f € L tels que f(x) # 0;
b) pour tous x, y € K tels que x # vy, il existe f € L tel que f(x) # f(y);
c) pour tout f € L, f appartient a l’adhérence L~ de L dans Coc(K).

Preuve.  La nécessité de la condition s’établit comme dans la preuve précéden-
te.

La condition est suffisante. On vérifie directement que L~ est une sous-algebre
de Coc(K) qui jouit des propriétés a), b) et c¢) de I’énoncé dans lesquelles on a
remplacé L par L~. Dans ces conditions, on a Rf € L™ et &f € L~ pour tout
fe L etdeslors Lg = {Rf: f € L™} est une sous-algebre de Cyr(K) qui, vu le
théoreme de Stone-Weierstrass dans le cas réel, est dense dans Cor(/K). Cela étant,
pour tout f € Cyc(K) et tout € > 0, il existe g, h € Lg tels que [|[Rf — g/, < e/2
et ||Sf — hllx < e/2 donc tels que g +ih € L™ vérifie || f — (g +ih)||, < e. Doula
densité de L~ dans Coc(K), ce qui suffit.y

Remarque.  *La condition ¢) qui figure dans I’énoncé précédent est indispensable:
pour D = { (z,y) € R? : 2? + y? < 1}, on vérifie de suite que { f € Coc(D) : f € O(D°)}
est une sous-algebre fermée de Co (D) qui vérifie les conditions a) et b), mais differe de
Co,c(D) car elle ne contient pas, par exemple, la fonction Z.*0

Théoréme 3.7.6 Si K est un compact de R™, I’ensemble P(K) des restrictions
a K des polynomes est dense dans Cy(K).x

Remarque.  Pour tout compact K de R et tout entier N € Ny impair, établir que
I'ensemble Py (K) des restrictions & K des polynémes qui sont combinaison linéaire des
fonctions yg et zFY avec k € Ny est dense dans Co(K). Quand cette propriété s’étend-elle
au cas ou N est pair?0
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Théoréme 3.7.7 Si H est aussi un compact non vide *séparé qu’'on supposera
en premiere lecture * de R?, alors

J
{ij(x)gj<y) J e No,fj € Co(K),gj € CO(H)}

est une sous-algebre dense de Co(K x H).q

Théoreme 3.7.8 Pour tout n € Ny, [’ensemble des restrictions a
S={zeC":|za|=...=|z|=1}

des fonctions du type

2 avec M €N, a€Z" et c, €C,

M
m=0 |a‘:m

Qg

ol on a posé z* =z - - 24, est dense dans Coc(S5).

n

Preuve.  C’est une conséquence immédiate du théoreme de Stone-Weierstrass
si on note que, pour tout z € C tel que [z] =1, onaz=1/z4

Ce dernier théoreme conduit a un résultat tres important.

Définitions. Etant donné T7,..., T, €]0,+o0], une fonction f € F(R"™) est
périodique de période T si on a

flz1 + BTy, ...,z + E,T,) = f(x) pour tout k € Z".

Si en outre f est continu sur R”, il est borné sur R".

Cela étant, CPr(R™) est l'algebre des fonctions continues et périodiques de
période T sur R™, munie de la norme ||-||g.. On vérifie de suite qu’il s’agit d'un
espace de Banach.

Théoréme 3.7.9 (approximation trigonométrique) Les fonctions du type
M
Z Z a2 qvec M e N, € Z" et ¢, € C)
m=0 |a|=m

(0t on a posé e¥moe/T = eZimaam /Ty ... . gZimenen/Tn ) copstituent une partie dense
dans l’espace CPp(R™).
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En particulier, pour touse, T > 0 et f € Cy([0,T]) tel que f(0) = f(T), il existe
M € N et des rp,, Sy € C pour tout 0 < m < M tels que

<e.
10,7

M M
x T
f(z) mgzor cos(2mm=) mgzos sin(2rm=)

De plus, si f est a valeurs réelles, on peut supposer les r,, et les s, réels.

Preuve.  Pour tout f € CPr(R™), on vérifie aisément que la fonction gy définie
sur

S={2e€C":|z|=...= |2z, =1}

par

T T,
2 f(ﬁ arg(z1),. .., o arg(z,))

est continue et que

f(l‘la o 71,”) = g; (e2i7r;r1/T1’ o 7e2i7rzn/Tn) . VzeR™

La conclusion résulte alors aussitot du théoreme précédent.y

Théoréme 3.7.10 Pour tout compact K (resp. fermé non borné F'; ouvert ()
non vide de R™, l’espace Co(K) (resp. Co(F); Co(£2)) est séparable.

Preuve.  De fait, 'ensemble des restrictions & K (resp. F, Q) des polynomes
a coefficients rationnels sur R™ est dénombrable et on vérifie de suite qu’il est aussi

dense dans Cy(K) (resp. Co(F); Co(€2))a
Voici une application importante du théoreme de Stone-Weierstrass.

Définition. Etant donné f € Cy(K) et a € N, le a-eme moment M, (f) de
f est défini par Mo (f) = [, x* f(x) dz.

Théoréme 3.7.11 Si K est un compact régulier (i.e. K est égal a l’adhérence
de son intérieur) et non vide de R", alors tout élément de Co(K) est caractérisé par
la suite de ses moments (i.e. si f, g € Co(K) sont tels que My(f) = Mu(g) pour
tout aw € N", alors on a f = g).

Preuve. 11 suffit bien sur d’établir que, si f € Cy(K) vérifie M, (f) = 0 pour
tout a € N” alors on a f = 0.

Vu le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe une suite (Py)gen, de polynomes
sur R™ qui converge uniformément sur K vers f. Il s’ensuit que la suite (Py)ren, de
polynémes sur R” converge uniformément sur K vers f, ce qui entraine

[ty ie — [ [f@)P .

D’ott la conclusion car I'hypothese entraine [, f(z)P;(z) dz = 0 pour tout k € No.g
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Proposition 3.7.12 Si L est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un
espace normé E, alors, pour tout e € E, il existe | € L tel que ||le — || = d(e, L).

Preuve. Si d(e,L) = 0, on a e € L car L est un fermé de E, donc e = [
convient.

Si par contre d(e, L) > 0, posons K = {l € L: ||| <3|le|l}. I vient d(e, L) =
inf{d(e, K),d(e, L \ K)}, alors que, pour tout [ € L\ K,

lle =21 = [llell = Wil = Wil = llell > 2 [e]l = 2d(e, L).

Au total, nous avons donc d(e, L) = d(e, K). Comme K est un compact et d(e, -)
une fonction continue sur K, on conclut aussitot.y

Théoreme 3.7.13 (léthargie, Bernstein) Pour toute suite strictement crois-
sante de sous-espaces vectoriels de dimension finie (Ly)men d’un espace de Banach
E et toute suite (€m)men de [0,+00[ décroissante vers 0, il existe e € E tel que
d(e, Ly,) = €, pour tout m € N.

Preuve.  Pour tout m € N, posons
Ap={x € E:d(z,Ly,) =cn}.

Etablissons d’abord qu’aucun de ces ensembles A,, n’est vide. De fait, la suite
L,, étant strictement croissante, pour tout m € N, il existe un point & € Ly, 41 \ L.
Comme L,, est fermé, on a d(z, L,,) > 0 et des lors y = (e,,/d(z, L,,,))x appartient

a Ap,.

Cela étant,
(1) vu la proposition précédente, pour tout m € N et tout a € A,,, il existe | € Ly,
tel que d(a,Ly,) = |la+1|| = €,. Comme il est clair que a + [ appartient a A,,

pour tout [ € L,,, nous savons que, pour tout m € Ny, il existe a,, € A,, tel que

lam|l = em.
(2) pour tout m € Ny et tout a € A, tel que ||al| = e, on a

AniN(a+ Ly,) # 0.

De L,,-1 C Ly, on tire d(a, Ly,—1) < |la|| = &, = d(a, L,) < d(a,Ly-1). Des
lors, si €, = €1, onaa € A, 1 donc A, 1N(a+ Ly) # 0. Sien < em1,
établissons qu'on a aussi A, 1 N (a + L,,) # 0. Si ce n'est pas le cas, il vient
a+ L, C{x€FE:dx,Ly_1)+# emn_1}. Comme a+ L, est connexe et contient a,
et comme d(a, Ly,—1) = € < Em—1, ON a en fait

a+ Ly, C{x € E :d(x,Ly1) <em_1}-
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Pour tout [ € L,,, il vient donc
Em—1 > d(a + l, Lm—l) Z d(l, Lm—l) — d(a, Lm—l)

et, par conséquent,

sup d(l, Liy—1) < €m_1 + Em.
I€Lm,

Or L, \ L,,—1 n'est pas vide: pour tout élément e de cet ensemble, on a donc
d(e, Ly,—1) > 0. Cela étant, de I'égalité d(re, L,,—1) = |r|d(e, L;,—1) valable pour
tout r € R, on tire sup{ d(l, Ly,—1) : | € L1} = +00. D’ott une contradiction.

De ce qui précede, on déduit que, pour tout m € Ny, il existe b,,, € AgN---NA,,
tel que [|by,|| = 9. En effet, il existe a,, € A, tel que ||ap|| = &, (cf. (1)). Sim =0,
by = ap convient. Sim > 1, vu (2), il existe l,, € L, tel que a,, + 1, € A1 N Ay
Vu (1), il existe ensuite hy,—1 € L1 tel que ag, + by + hipe1 € Aoy N A,y vérifie
|@m + lm + hm—1|| = €m—1. En continuant de la sorte, nous obtenons avec des
notations claires par elles-mémes

by = i + Ly 4 hne1 + b1 4 o + -+ + ha + 11 + ho
€eAyNAN---NA,
tel que [|by,]| = eo.

Pour tout k, m € Ny, soit vy, un élément de L, tel que d(bg, L) = [|bx — vgm|
donc tel que

[0kml| < 1ok = vkmll + [|b&]] < d(br, Lo) + [|be]| < 2¢0.

Cela étant, pour tout m € N, de la suite (vgm)ren du compact L,, Nb(2¢p), on peut
extraire une sous-suite convergente; soit Vi) — Um avec vUp, € Ly, N b(2g0). 11
existe donc K (m) € Ny tel que ||Uz(1<;),m — va < &, pour tout k > K(m). Mais on
a aussi

By = viggy | = dlbigrys Lim) = em, VU(k) > m,

donc

ey = by || < NJoucry = vuggym || + [[01).m — V|
+{[vm = viwym | + |[vcnym — b
<de,,, Yk,h>sup{K(m),m}.

Il s’ensuit que la suite (bl(k))keN est de Cauchy donc converge dans E. Si b est sa
limite, il vient, pour tout m € Ny,

D’ou la conclusion.g
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Remarque.  En particulier, ce théoreme de léthargie de Bernstein s’applique a
1) 'espace Co(K) et la suite des sous-espaces vectoriels de dimension finie L,, constitués
des restrictions a K des polynomes de degré < m;

2) espace CPp(R™) et la suite des sous-espaces vectoriels de dimension finie L, constitués
des combinaisons linéaires du type

M
Z Z cae®™ /T avec o € 7 et ¢y € C.

m=0 |a‘:m

*x — Par soucis de complétion, mentionnons aussi le résultat suivant, qui sort du
cadre de ce cours.

Théoréme 3.7.14 Soit (L,,)men, une suite croissante de sous-espaces vectoriels
fermés et propres de l’espace de Banach E. Pour toute suite (d,)men, de ]0,+00]
décroissante vers 0, il existe alors e € E tel que la suite (d(e, Ly,)/dm)men, ne soit
pas bornée.

Preuve.  Pour tout n € Ny, posons
H,={ec€ FE:d(eL,) <nd,, VméeNy}.

On vérifie directement que ces ensembles H,, sont fermés et absolument convexes.
De plus, il est clair que H = U2 | H,, est ’ensemble des éléments de E pour lesquels
la suite (d(e, L,,)/dm)men est bornée. Tout revient donc a établir que H # E.

Or si H = FE, comme E est un espace de Banach, le théoreme de Baire affirme
'existence de ng € Ny tel que (H,,)° # 0. Comme H,, est absolument convexe,
on a0 € (Hy)° et il existe r €]0, 1] tel que b(r) C H,,. Cela étant, choisissons
mo € Ny tel que nod,,, < r. Pour tout e € E tel que |le]| = r, il vient alors
d(e, Ly,) < nodpm, <1, ce qui est absurde, vu le lemme de Riesz.g— *

3.8 Convergence uniforme et espaces C,

Remarque.  Si la suite (fm)men, de Coo(2) converge uniformément sur Q vers f,
nous savons que f est une fonction continue sur €2 mais on ne peut rien dire en général de
la dérivabilité de f. Rappelons a ce sujet qu’il existe méme une suite de polynémes sur R
qui converge uniformément sur [—1, 1] vers |-|.0

Remarque.  Si la suite (fm)men, de Coo(€2) converge uniformément sur €2 vers une
fonction f € Coo(€2), on ne peut rien dire en général de la convergence de la suite
(D% frm)men, vers D®f quel que soit o € N". Ainsi la suite (sin(mx)/v/m)men, de
Coo(R) converge uniformément sur R vers 0 mais la suite (v/m cos(mz))men, des dérivées
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d’ordre 1 ne converge en aucun point de R vers une limite finie. En effet, si on a
vmecos(mzg) — | € R, alors la suite (cos(mxzg))men, doit converger vers 0 et la formule
cos(2mxg) = 2 cos?(maxg) — 1 conduit aussitot & une contradiction.O

Théoreme 3.8.1 Soient p un élément de Ny, Q0 un ouvert connexe de R™ et
(fim)men, une suite de C,(2). Si

a) pour toute dérivée DY d’ordre |a| < p — 1, il existe un point z, de Q tel que la
suite numérique (D f,,)(z,) converge;

b) pour toute dérivée D* d’ordre |a| = p, la suite D* f,, converge uniformément sur
tout compact de €);

alors, pour toute dérivée D* d’ordre || < p, la suite (D®f)men, converge uni-
formément sur tout compact de S et, si on désigne par f* sa limite, il vient
fO e C,(Q) et DYfO = £ pour tout « € N" tel que |a| < p.

Preuve.  Comme l’établit une récurrence aisée, il suffit de prouver cet énoncé
dans le cas p = 1. De plus, quitte & recourir aux suites (Rf)men, €t (S fin)men,
séparément, on voit de suite qu’on peut supposer toutes les fonctions f,, a valeurs
réelles.

Etablissons d’abord que, si x est un point de  tel que la suite numérique
(fm(x))men, converge, alors la suite (f,,)men, converge uniformément sur toute boule
fermée b de centre x et incluse dans 2. Il s’agit la d'une conséquence directe du
théoreme de Taylor car, pour tous p, ¢ € Ny, on a

sup [fo(y) = fa)] < sup |(Fo(y) = fo(v) = (fp(2) = fo(@))| + | (@) = fo(2)]

<nr sup |[Dyfple = [Difolel + [fp(x) = fo(2)]

k<n, £€b

si r désigne le rayon de b.

Déduisons-en que la suite numérique (f,,(z))men, converge quel que soit z € €.
L’ensemble A = {z € Q: f,,(x) —} n’est pas vide: il contient le point z( et, vu ce
qui précede, A est ouvert. Tout revient a établir qu’il est égal a €. Si ce n’est pas
le cas, vu la connexité de €2, le théoreme de passage des douanes procure un point
x € QN A*. Comme A est ouvert, x ne peut appartenir a A. Mais il existe r > 0
tel que la boule {y : |x — y| < r} soit incluse dans Q. 1l existe ensuite y € A tel que
|z —y| <r/2 donc tel que {z: |z —y| <r/2} C Q. D’ou une contradiction car ceci
entraine x € A.

Cela étant, on prouve directement que la suite (f,,)men, converge uniformément
sur tout compact de €.

De la sorte, toutes les fonctions f(©, fle) . f(e) appartiennent & Co(€) et,
pour conclure, il suffit d’établir que £ est une fonction dérivable sur et telle que
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Dkf(o) = f() pour tout k < n. Il suffit donc de prouver que, pour tout = € € et
tout £ <n, on a

fOx + hex) — O (x)

h—»(l)ir}?eRg h = i [Dyfnd
Comme on a
Dyfule= lim  Im@Hhe) = fnl@) o

h—0, heRg h

il s’agit la d'une application du théoreme de permutation des limites a la situation

lim lim Jn(2 + hex) = fm(x)
m—o0 h—0, h€ A h

ou A est une partie de R du type [—ho, ho] \ {0} avec hy vérifiant les inégalités
0 < hy < d(xz,R"\ ). En effet, la suite

<fm(:c + hex) — fm(fc))

h

converge uniformément sur A car, vu le théoreme de Taylor, on a

fox + hey) = fo(x)  folx + her) — fy(x)

h h
N Wli Uy + hew) — fy(x + hew)] — [fo(@) — fo(a)]
< ‘ _SU|I<)h Dy foly — Dy falyl

pour tous p, ¢ € Ny

Remarque.  Le théoreme précédent s’étend aux ouverts non connexes de R"™ en re-
placant la condition a) par la suivante: pour toute dérivée D¢ d’ordre |a| < p — 1, il
existe dans chaque composante connexe de {2 un point z, tel que la suite ([D* fin]z, ) men,
converge. C’est immédiat car toute partie compacte de €} est incluse dans une union finie
de parties connexes de .0

Théoreme 3.8.2 Soient Q2 un ouvert de R™ et ( fi,)men, une suite de Coo(§2). Si,
pour toute dérivée D?, la suite (D f,)men, converge uniformément sur tout compact
de Q vers une fonction [, alors f© appartient ¢ Co(Q) et on a D fO) = fl)
pour tout o € N™ g
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Mentionnons les résultats relatifs aux séries.

Théoreme 3.8.3 Soient p un élément de Ny, 0 un ouvert connere de R™ et
>0, fm une série dans Cp(Q2). Si
a) pour toute dérivée DY d’ordre |a| < p — 1, il existe un point z, de Q tel que la
série numérique Y (D* f,,)(xa) converge;
b) pour toute dérivée D* d’ordre |a| = p, la série Y ~_ D®f,, converge uniformé-
ment sur tout compact de €2,
alors, pour toute dérivée D* d’ordre |a| < p, la série Y °_, D f,, converge unifor-
mément sur tout compact de Q2 et on a Y >, frm € Cp(2) et

0r(S ) - S0
m=1 m=1
sur £ pour tout o € N tel que |a| < pa

Théoréme 3.8.4 Soient Q un ouvert de R™ et > f,, une série dans Coo ().
Si, pour toute dérivée D%, la série Y~ D*f,, converge uniformément sur tout
compact de 2, alors Y~ fm appartient ¢ Coo(Q2) et on a

Daz fm _ ZDafm

m=1

sur € pour tout o € N™

3.9 Espaces C,(2)

Définitions.  Tout comme au paragraphe 3.5, nous choisissons pour (K, )men,
une suite croissante de parties compactes et régulieres de € telles que UsY_, K, = Q
et que K, C (K,,41)° pour tout m € Nj.

Cela étant,

a) si p appartient a Ny, on a tot fait de vérifier que, pour tout m € Ny,
Tpm(-) = sup sup |(D*)(z)]
la|<p z€EKm
est une semi-norme sur C,(€2) et que (C,(Q2),{ mpm : m € No}) est un espace a semi-
normes dénombrables séparé, qu’on note aussi C,(€2) tout simplement,

b) on a tot fait de vérifier que, pour tout m € Ny,

7Too7m(') = sup sup |[(D* ()]

|| <m z€Km,
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est une semi-norme sur Coo(€2) et que (Coo(2),{ Toom : m € No}) est un espace a
semi-normes dénombrables séparé, qu’on note aussi Coo(€2).

Des résultats du paragraphe précédent, on tire de suite la propriété que voici.

Théoréme 3.9.1 Pour tout p € Ny U {oo} et tout ouvert non vide Q2 de R”,
C,(S2) est un espace de Fréchet.y
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Chapitre 4
Espaces L'(E), L*(F) et L®(E)

4.1 Les espaces vectoriels L1*®(FE)
Soit ' une partie mesurable de R".

Définitions.  On appelle
e cspace L'(FE) 'ensemble des fonctions intégrables sur £
e espace L*(F) Pensemble des fonctions mesurables et de carré intégrable sur E;

e espace L(E) I'ensemble des fonctions mesurables et bornées pp sur E

Etant donné deux éléments f et g d'un de ces espaces, notons Ny et Ny les
parties de E ou respectivement f et g ne sont pas définis; elles sont négligeables. Si,
en outre, ¢ appartient a C, les fonctions cf, f + g et fg sont définies canoniquement
sur E\ Ny, E\ (NfUN,) et E'\ (NyU N,) respectivement et donnent donc lieu a
des fonctions définies pp sur F, qui appartiennent bien str au méme espace que f
et g et que nous continuons a noter cf, f + g et fg.

Notation. Une fonction mesurable f sur E est bornée pp sur E si et seulement
¢'il existe C' > 0 et une partie négligeable N de F tels que la majoration |f(z)| < C
ait lieu pour tout x € E'\ N (ce qui exige que f soit défini sur £\ N). Dans ces
conditions,

inf {C >0:3 N C FE négligeable tel que |f(z)] <C, Vxe€ E\N}
est un nombre supérieur ou égal a 0, noté

sup [f].

pp sur E
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Pour tout m € Ny, il existe alors une partie négligeable N,, de E telle que

1f(x)] < sup |f|+1/m, Vo€ E\ N,.

pp sur B

Il s’ensuit que N = J°_; N,, est une partie négligeable de E pour laquelle

J@| < suw |fl, Vo€ E\N.

pp sur

De plus, il est clair que, si g est une fonction égale pp sur E a f, alors g appartient
aussi a L>(F) et vérifie
sup [g| = sup |f]

pp sur E pp sur E

Exercice. On peut établir que, si une partie N de R™ est négligeable, alors, pour
tout j € {1,...,n}, il existe une partie négligeable N; de R telle que la section N;, =
{(z1,...,[2;],...,2p) ER" i 2 € N,z; =7} de N soit négligeable pour tout r € R\ N;.
Cela étant, établir que si une suite de fonctions mesurables et égales pp a une fonction
a variables séparées sur R™ converge pp sur R™, sa limite est égale pp a une fonction
mesurable et a variables séparées sur R™.

Suggestion.  Pour simplifier les notations, considérons le cas n = 2. Soit (fm)men,
une suite de fonctions mesurables et & variables séparées sur R? qui converge pp sur R?
vers f. Nous savons déja que f est mesurable sur R2. Si f est égal & 0 pp, c’est trivial.
Supposons donc f non égal a 0 pp. Désignons par N I’ensemble des points ou la suite ne
converge pas; N est négligeable. Cela étant, il existe des parties négligeables N1 et Ny de
R telles que les sections N1, et Na, de N soient négligeables pour tout x € R\ Vi et tout
y € R\ Na. Dans ces conditions,

R?\ (N U (N; xR)U (R x Ny))

est égal pp & R?; prenons un point (zg,yo) de cet ensemble tel que f(zq,y0) # 0. Cela
étant,
R\ (N U (R % Nig) U (Nay, x R))

est égal pp & R? et, pour tout élément (z,y) de cet ensemble, on a (zo, o), (zo,¥), (x,%0),
(z,y) ¢ N donc

lim fm(‘TOa yO) -lim fm(xv y) = lim fm(x07 y) -lim fm(x> yO)

m m m m

en tenant compte de ce que les f,, sont a variables séparées, c’est-a-dire

1

f(%y):m

f(z0,y) - f(z,90),

ce qui suffit.O
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Notation. Sur ces ensembles, on vérifie directement que la relation ~ définie
par
fr~g<—= f=g ppsur K

est bien sur une relation d’équivalence. Cela étant, on peut introduire les espaces
fondamentaux suivants.

Définitions.  On appelle

e espace L' (E) le quotient de £!(F) par ~;
e espace L2(E) le quotient de L*(F) par ~,
e cspace L®(E) le quotient de L>*(E) par ~.

Remarque.  Afin d’alléger les énoncés des propriétés, si une assertion est valable dans
les espaces L(E), L2(E) et L°(E), nous disons tout simplement qu’elle est valable dans
les espaces L1'%°°(E) et ainsi de suite.O

Remarque.  Afin d’alléger les notations, nous allons conserver la méme notation pour
la fonction f et sa classe. De méme, nous allons parler de fonctions pour désigner les
éléments de ces espaces LY(E), L2(E) et L>°(E). Ces abus d’écriture et de langage sont
consacrés par 1'usage; ils sont tres utiles et ne conduisent pas dans cette matiére a des
situations délicates.O

Notations. Si f appartient & L'**(F), la fonction fxg (obtenue bien sir
de la maniere suivante: on choisit un représentant de la classe f; soit g un tel
représentant; on définit g g en prolongeant g par 0 sur R” \ F; fxg désigne alors
la classe de g xp—il est clair que cette définition est indépendante du choix de g)
appartient bien siir au méme espace que f. Inversement si f appartient & L1 (R"),
il est clair que f|g appartient & LM% (F).

Remarque.  Les espaces L'(E), L2(E) et L°(E) ont leur individualité propre. Pour
s’en convaincre, il suffit de vérifier directement les résultats consignés dans le tableau
suivant.O

LY(R) | L*(R) | L*(R)

x1/? X]0,1]

<
g1/ X)0,1] + €71 X]1, 400 4

N M MW
m N N

XR ¢

Cependant il existe des liens entre ces espaces.
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Proposition 4.1.1 a) On a toujours L'(E) (L>(E) C L*(E).
b) Si E est intégrable, on a L°(F) C L*(F) C LY(E).

Preuve.  a) De fait, si f est une fonction intégrable et bornée pp sur E, alors
f est une fonction mesurable sur £ qui vérifie

i ( SupE|f]) |f| ppsur E

p sur

ou le second membre est intégrable sur E.
b) Si E est intégrable, on a en effet

2
IﬂZSQ(sup!fO -xpppsur B, VfeL®FE),
VY

p sur

et
fl < x&+If] ppsur B, Vfel?(E),

olu, a chaque fois, le second membre est intégrable sur .y
Passons aux propriétés de ces ensembles.

Théoréme 4.1.2 a) Les espaces LY3®(E) sont vectoriels.

b) L’élément f appartient a L1>°°(E) si et seulement si f y appartient.

En particulier, f appartient a LY>°(E) si et seulement si Rf et Sf y apparti-
ennent.

c) Si f appartient a LM?>(E), alors |f| y appartient.

En particulier,
i) la fonction f réelle et définie pp sur E appartient a LY*>(E) si et seulement si
fi et f— y appartiennent.
ii) si J appartient a Ng et si fi, ..., f; appartiennent a LM?>(E) et sont réels,
alors

sup{fi,..., fs} et nf{f1,..., fs}

appartiennent o LY3°(E).

Preuve.  a) Pour L}(E), la propriété est connue.
Pour L%(F), il suffit de noter que, pour tous f, g € L*(E) et tout c € C, f + ¢
et cf sont des fonctions mesurables sur F telles que

L+l < 20f° +19") € LY(E)

et
lcf]? < |e*|fP € LY(EB),
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les majorations ayant lieu pp sur E.
Pour L*(FE), il suffit de noter que, pour tous f, g € L®(FE), f+ g et c¢f sont des
fonctions mesurables sur E telles que

|f+gl < sup |[f[+ sup |g|ppsurE
ppsur E pp sur E

et
ef| < el sup_|f|ppsur E.

pp sur

b) est immédiat.

I~

Le cas particulier résulte alors aussitot des formules Rf = ng et Sf = fz;z

c) est immédiat. Par exemple, le cas particulier i) résulte aussitot des formules
U o p IS
f+ =5 € f— — 9 1

4.2 Les espaces normés L12®(F)

Afin de rendre les Parties I et II de ces notes de cours largement autonomes, rap-
pelons les définitions suivantes (cf. p. 2.1).

Définitions.  Un espace normé (L,||-||) (on écrit aussi L tout simplement si
aucune confusion sur ||-|| n’est possible) est la donnée d’un espace vectoriel L et
d’une norme ||-|| sur L , ¢’est-a-dire d’une application

I L= [0,+00] £ |If]
qui jouit des trois propriétés suivantes:
o [/l =0=r=0;
o [lefll = lellifll, Veek;

o [[f+agll <|fll +]gl, inégalité de Minkowski.

Ainsi les espaces R" = (R™, ||-||) et C"* = (C", ||-]|) sont des exemples d’espaces
normeés.

Théoreme 4.2.1 L’application

a) ||l = [z |-| dx est une norme sur L'(E),

b) Il = \/ [5 |12 dz est une norme sur L*(E),

c) [l = sup |f| est une norme sur L>°(E).
pp sur E
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Preuve.  a) et ¢) s’établissent directement.
b) repose sur I'inégalité du théoréme suivant qui a un intérét propre.

Définition.  Un espace pré-hilbertien (L, (-,-)) (on écrit aussi L si aucun doute
sur (-, -) n’est possible) est la donnée d’un espace vectoriel L et d'un produit scalaire

(+,) sur L, c’est-a~dire d’une application
() LxL—=K; (f9)—(f9
qui jouit des cing propriétés suivantes:
o (f,f) =0
« (f.f) =0 f=0;

(

{(f+9.h) = (f,h) +{g,h);
o (cf9)=c(f,g), VeekK

{f;

o {f.9) =g, f)-
Bien sur, pour tous J, K € Ny, tous c¢1,...,cy et dy,...,dg € K et tous fi,...
et g1,...,9x € L, on a alors
J K J K
<zcjfj,zdkgk> NI
j=1 k=1 j=1 k=1

Théoréme 4.2.2 Si (L, (-,-)) est un espace pré-hilbertien, ’application

[l + L — [0, +oo; f = v/ (f, [)
est une norme sur L pour laquelle on a |’ inégalité de Schwarz

[l <NFI-llgll, Yf,g € L.

Preuve.  Bien sir, on a
Ifl=0=f=0

et
lefll = lel [IfIl, VeeK.

7fJ

Etablissons a présent I'inégalité de Schwarz. Si on a (f,g) = 0, c’est trivial.

Sinon, on procede comme suit. Pour tout ¢ € K, on a évidemment

0<|If+cgll> = (f+cg, f+cg) <IfIP+clg, f)+e(f,g)+ ] llg]-
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En particulier, pour ¢ = 7 (f, g) avec r € R, il vient

0 < fIP +2r [, )* + 2 [(F, ) Nlall®, Vr e R;

le réalisant de ce trinome du second degré en r doit donc étre inférieur ou égal a 0:
on a

[F ' = KL A lal® <0,

ce qui suffit.
Pour conclure, il suffit alors d’établir qu’on a || f + g|| < ||f]l + |lg|| pour tous f,
g € L. Or on a successivement

If+al>=(f+g.f+9)=IfIP+{f.9)+ {9, f)+ lgl?
< LA+ 20(f )+ lall* < (£ + llgll)

(en recourant a l'inégalité de Schwarz pour établir la derniere inégalité).
D’ou la conclusion.g

Preuve du fait que |||, est une norme sur L?(E). Remarquons d’abord que,
pour tous f, g € L>(F), on a fg € L'(E) car fg est une fonction mesurable sur F
telle que

/gl < IfFF° +1gl” € LY(E),

I'inégalité ayant lieu pp sur E. Cela étant, on vérifie aisément que I'application
() B X LHE) = € (fug) - [ foda
E

est un produit scalaire sur L?(E). La conclusion est alors une conséquence directe
du théoreme précédent g

Définitions.  Pour alléger les notations,
e [’espace normé L'(E) est espace (LY(E), ||-||,);
e ['espace normé L?(E) est Uespace (L*(E), ||],);
o ['espace normé L*>°(E) est I'espace (L™(E), ||-]|..)-
Dans le cas E = R", on écrit plus simplement
LY L2 et L™

au lieu de LY(R"™), L2(R") et L>°(R™) respectivement si aucune confusion sur n n’est
possible.
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Pour la simplification des écritures, on omet I'indice de ||-||,, |||/, ou ||-||, chaque
fois que cela n’apporte pas d’ambiguité.

Proposition 4.2.3 Dans tout espace normé (L, ||-||), on a

A1l =ligh| < 1f =gl VfgeL
Preuve.  De fait on a toujours

LA =Ngll = IIf =g+ gl = llgll <IIf =gl
et de méme

lgll = 11 =Nlg = F+ =A< Tlg = f1

Cette propriété s’applique notamment aux espaces normés L1%°°(FE). La na-
ture particuliere des éléments d’un espace normé peut donner lieu a des propriétés
spécifiques a cet espace.

Proposition 4.2.4 Dans LY**°(E), on a
a) [Lf = [F]l = 1115
b) [HLfI = lglll < IIf = gll;

o) [fI < lgl pp sur E = |[f|| < gl

En particulier, on a donc
a) R < ISl et [SAI < £
b) [fll < WA et [[f-Nl < FIF si f est réely

Les espaces normés L(E), L%(E) et L>(E) jouissent encore des propriétés im-
portantes suivantes, qui les lient.

Proposition 4.2.5 a) Pour tous f € LY»*(E) et g € L>®(FE), on a fg €
LY22(E) et ||fgll < Ifll llgll (ot les normes de fg, f et g doivent bien sir étre
considérées dans l'espace approprié).

b) Inégalité de Schwarz. Pour tous f, g € L2(E), fg appartient a L1(E) et on a

/EM|;/wwwwmmgmmwT
FE FE

Preuve.  a) Dans les trois cas, fg est bien sur une fonction mesurable sur E.
Cela étant, il suffit de noter que,
i) pour tout f € L'(E) et tout g € L>°(F), on a |fg| < ||g]| . |f| € LY(F), I'inégalité
ayant lieu pp sur F;
ii) pour tout f € L2(E) et tout g € L®(E), on a |fg]> < |g|*.|f]° € LYE),
I'inégalité ayant lieu pp sur E;

iii) pour tous f, g € L®(E), on a |fg| < ||f]| - |lg|| I'inégalité ayant lieu pp sur E.

b) est connu.g
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4.3 Les espaces métriques L1*>(F)

Définition.  Rappelons qu'un espace métrique (M,d) est un ensemble non
vide M muni d’une distance d, c¢’est-a-dire d’une application

d: M x M —[0,+o0[;  (f,9)— d(f,9)
qui jouit des trois propriétés suivantes
¢ d(f9)=0=f=gy;
e d(f,9) = d(g, [);
e Inégalité triangulaire : d(f,g) < d(f,h)+d(h,g).

Le résultat suivant signale que tout espace normé est muni d’une distance cano-
nique.

Théoreme 4.3.1 Si (L, ||-||) est un espace normé, l'application
dj: Lx L— 10,400 (f,9) = If =4l

est une distance sur L telle que

Proposition 4.3.2 Dans tout espace métrique (M,d), on a

et
Preuve.  D’une part 'inégalité triangulaire procure aussitot
et

d(th) - d(fvg) < d(h7f) = d(fa h),

ce qui suffit pour établir la premiere inégalité. D’autre part, il vient successivement

et

ce qui suffit pour établir la seconde.g
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Notons que la nature particuliere des éléments d'un espace normé peut procurer
des propriétés spécifiques a sa distance canonique.

Proposition 4.3.3 Dans les espaces L1*°°(E), la distance canonique d est telle
que

)
)
)
)

Q

,9) =d(f.9);
[ Rg) < d(f,g) et d(Sf,Sg) <d(f,9):
|f1,1g]) < d(f,9);
(fry94) <d(f,g) etd(f-,g-) <d(f,g) si [ et g sont réelsy

o
&&&

(@]

(f
(R
(

o,
&

4.4 Les espaces de Banach L'*>(F)

Tout comme dans R", nous pouvons introduire par l'intermédiaire de la norme
dans un espace normé ou de la distance dans un espace métrique, une notion de
convergence. Nous allons nous limiter au cas des espaces normés.

Définitions.  Soient (L, ||-||) un espace normé, f, un élément de L et (f,n)men,
une suite de L. La suite (f,)men, converge dans L vers fo (on dit aussi que fy est
limite dans L de la suite (fmn)men,) si la suite (|| fin — fol|)men, converge vers 0. On
écrit f,, — fo dans L ou fm? fo ou méme tout simplement f,, — fy si aucune

confusion sur L n’est possible.

Remarque.  Cette notion de convergence peut notamment étre considérée dans les
espaces L12°°(E). Elle y donne naissance & de nouveaux concepts essentiellement distincts
de la convergence ponctuelle, de la convergence pp ou de la convergence uniforme. Par
exemple, on vérifie aisément que la suite (xi,,)men, Ol, pour m = 2F + 1 avec k € N
et [ € {0,...,2% — 1}, on pose I,,, =]127% (I + 1)27*] converge dans L}2(R) vers 0 alors
qu’elle ne converge en aucun point de ]0, 1] ni dans L°°(R) vers 0. Inversement la suite
(MX)0,1/m))men, converge ponctuellement vers 0 mais ne converge pas dans LL20(R).
Cependant la convergence dans L°°(E) entraine bien str la convergence pp sur E.O

Théoréme 4.4.1 Soit (L, ||-||) un espace normé.

a) Unicité de la limite. Si une suite de L converge, sa limite est unique.

b) Combinaison linéaire. Toute combinaison linéaire de suites convergentes
dans L converge dans L vers la combinaison linéaire correspondante des limites.

c) Norme. Si la suite (f,)men, converge dans L vers fy, alors la suite numéri-
que (|| fmll)men, converge vers || foll.

d) Sous-suite. Toute sous-suite d’une suite convergente dans L converge dans
L vers la méme limite.
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Preuve.  a) Si fy, go € L sont limites dans L de la suite (f,;,)men, de L, on a
en effet

| fo—goll < Ifo— fnll + | fn — g0ll,  Vm € Ny,

donc || fo — go]| = 0, ce qui suffit.
b) Avec des notations self-évidentes, on a en effet

J J
> cifim =Y il
s =1

ou la majorante tend vers 0 si m — oo.
c¢) Cela résulte aussitot de I'inégalité

[l = ol < Al fom = Sl

J
< e I fim — il
j=1

valable pour tout m € Nj.
d) est direct .y

Proposition 4.4.2 Dans LY%°°(E), on a
a) fm_)f0<:>f_m_>%;

En particulier, a) donne
fm = fo & (Rfm — Rfo et Sfm — Sfo)
et, si les fn, et fo sont réels, b) donne
Jm = fo & (fms+ = fos+ €t frn— — fo—)a

Proposition 4.4.3 a) Sion a f,, — fo dans LY>°(E) et g,, — go dans L=(E),
alors on a fmGm — fogo dans LV2>(E).

b) Sion a fn, — fo et gm — go dans L2(E), alors on a fGm — fogo dans LY(E).

Preuve.  Comme la suite || f,,,|| est bornée, cela résulte aussitot des majorations
sulvantes

o = fooll < | FnCom = 90| + 1fn = 501
< N fonll g = 0ll + 11 = Foll llgoll

Le probleme consiste maintenant en la caractérisation des suites convergentes
dans LY%>(E).
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Définition.  Une suite (f,)men, de 'espace normé (L, ||-||) est de Cauchy si,
pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que, pour tous r, s > M, on a || f. — f|| < e.

Proposition 4.4.4 Dans un espace normé, toute suite de Cauchy qui contient
une sous-suite convergente est convergente.

Preuve.  Soit (fn)men, une suite de Cauchy dans ’espace normé (L, ||-||), dont
la sous-suite (fi(m))men, converge dans L vers fo. Pour tout e > 0, il existe alors
M > 0 tel que

m > M = || fiom) — fo| < e/2

et
r,s > M= ||f, — fsl]| <e/2

donc tel que
m > M = || fo — foll <||fm = Frem|| + || from) = fol| < e

Proposition 4.4.5 Dans un espace normé, toute suite convergente est de Cau-
chy.

Preuve.  Si la suite (f,)men, converge dans 'espace normé (L, ||-||) vers fo,
alors, pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

m > M = || fm — foll < /2
donc tel que

rys 2 M = |l fo = foll < lfe = foll + [Ifs = foll < e

Critere 4.4.6 (Critére de Cauchy) Dans LY%°°(FE), une suite converge si et
seulement si elle est de Cauchy: on dit que LY*°°(E) est un espace de Banach et,
plus particulicrement, que l'espace L*(E) est un espace de Hilbert.

De plus, de toute suite convergente dans LY(E), on peut extraire une sous-suite
qui converge pp sur E vers la méme limite.

Preuve.  Vu le résultat précédent, nous savons que la condition est nécessaire.
Etablissons qu’elle est suffisante.

a) Considérons d’abord le cas des espaces L'?(E).

Soit (fm)men, une suite de Cauchy dans

LY(E) (resp. L3(E)).
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Par une extraction a la Cauchy, on peut en extraire une sous-suite (fi(m))men, telle
que
| fetmar) = feam|| <27, Vm € Nq.

Alors la suite (Fiy)yen, définie par

M M 2
Fy = Z |fk(m+1) - fk(m)‘ (resp. Fiy = <Z |f’“(m+1) N fk(m)‘) )
m=1 m=1

pour tout M € Ny vérifie I'hypothese du théoreme de la convergence monotone:
a) les Fy; appartiennent bien str a L'(E);

b) la suite Fy; croit évidemment pp sur F;

¢) pour tout M € Ny, on a

2

M M
Jp Pude < Y 27 (vesp. [y Fude = || femrn) = fem)]
m=1 m];l )
< 1 < <Z ||fk(m+1)_fk(m)H> <1)
m=1

Cela étant, la suite (Fiy)yen, converge pp sur F et sa limite F' pp sur E appar-
tient & L!(E). Ceci signifie notamment que la suite

M
<Z(fk(m+1) — frm)) = feas1) — fk(l))
MeN,

m=1

converge pp sur E donc que la sous-suite (fy(m))men, converge pp sur E; soit f sa
limite pp sur E.

Pour L'(E), la conclusion résulte alors aussitot du théoreme de la convergence
majorée appliqué a la suite (fi(m))meny:
a) les frm) sont des fonctions intégrables sur £
b) la suite (fi(m))men, converge pp sur E vers f;
c¢) pour tout m € Ny, on a ’fk(m)| < |fk(1)| + F € LY(E), la majoration ayant lieu
pp sur F.
En effet, il en résulte que f est intégrable sur E et que ka(m) — fH — 0 si m — oo.
Au total, la sous-suite ( fi(m))men, converge pp sur E vers f et converge dans L'(E)
vers f, ce qui suffit.

Pour L%(E), le théoréme de la convergence majorée permet aussi de conclure.
Pour tout p € 0,

a) ‘fk(p) — frm) ‘2 est intégrable sur E pour tout m € Npy;
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b) la suite (|fk(p) — fk(m)|2)meNo converge pp sur E vers ‘fk(p) — f|2;

¢) pour tout m € Ny, on a |fk(p) — fk(m)|2 < Fppsur E avec F € L(E).

Des lors, d'une part, la fonction fy,) — f appartient & L*(E). D’autre part, pour
tout € > 0, il existe M > 0 tel que || f. — fs|| < e pour tous r, s > M donc tel que
ka(p) - fH < e pour tout p > M. D’ou la conclusion.

b) Considérons le cas de L®(E).

Si la suite (fin)men, est de Cauchy dans L>*°(FE), désignons par N l'union des
ensembles des points x de F
a) ol un au moins des f,, n’est pas défini;
b) oti, pour p, ¢ € Ny, les fonctions f, et f, sont définies mais telles que

| fo(x) = fo(2)| > (I fp = fall 5

c) ou, pour m € Ny, la fonction f,, est définie mais tel que |f,,(x)] > ||fn] . Cet
ensemble N est négligeable comme union dénombrable d’ensembles négligeables. De
plus, pour tout m € Ny, la fonction f,, est définie sur £\ N et la suite (f,)men, est
uniformément bornée et uniformément de Cauchy sur E'\ N. Si f désigne la limite
de cette suite, f est une fonction bornée sur E \ N et la suite (f,,)men, converge
uniformément sur £\ N vers f. Cela étant, on a bien sur f € L*®(E) et f,, — f
dans L>(FE) 4

Remarque.  Ainsi la suite (x1,,)men, de la remarque du début de ce paragraphe
converge dans L12(R) vers 0 et ne converge en aucun point de ]0, 1] vers 0 mais contient
une sous-suite qui converge pp vers 0 et méme ponctuellement sur R vers 0, a savoir la

suite (Xj0,2-#])meN, -0

4.5 Premier théoreme d’approximation

Théoréme 4.5.1 (Premier théoréme d’approximation) Pour tout ouvert
Q de R, tout f € LY3(Q) et tout € > 0, il existe une fonction a étagée dans ) telle
que ||[f —of <e.

Preuve.  On sait qu'il existe une suite (Qm)men, d’ensembles étagés et d’adhé-
rence compacte incluse dans €) qui croissent vers €2: on prend, par exemple, pour
@, I'union des semi-intervalles du quadrillage décimal a 107 qui sont inclus dans
la boule de rayon 10™ (pour n’en avoir qu'un nombre fini) et dont 'adhérence est
incluse dans 2.

Si nous posons

fm = [X{2€Qm: 1f@@)<m}> VM € N,
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la suite
<|f_fm|)mENo (resp. (lf_fm|2)mENo)

vérifie les conditions d’application du théoreme de la convergence majorée
a) elle est constituée de fonctions mesurables sur €2;

b) elle converge pp sur Q2 vers 0;

c) elle est majorée pp sur  par

[fl€LN(Q) (resp. |f* € L))

comme on le vérifie de suite.

Des lors, il existe mg € Ny tel que ||f — fi, || < /2. Comme cette fonction f,,,
est mesurable sur R", elle est limite pp sur R™ d'une suite (fy)ren, de fonctions
étagées sur R™. Cela étant, pour tout k£ € Ny, posons

W = Bk XQugn{ 2218 (@) | <mo+1}-

Bien stir, ces fonctions oy, sont étagées dans R™ et a support inclus dans I’adhérence
de @, donc sont étagées dans 2.
Cela étant, la suite

(I fmo — kDreny  (resp. (| fimo — | e, )

vérifie les conditions d’application du théoreme de la convergence majorée

a) elle est constituée de fonctions mesurables sur €2;

b) elle converge pp sur 2 vers 0 car, en tout point x € Q tel que Bx(z) — fin, ()
(c’est-a-dire en presque tout point de ), on a aussi |ag(z)| < my + 1 pour k
suffisamment grand;

c) elle est majorée pp sur €2 par

(2mo + 1) Xq,,, € L'(Q) (resp. (2mo+1)*xq,,, € L'(€)).
Des lors, il existe kg € Ny tel que || fin, — ak, || < /2 donce tel que

1 = kol <A = Fomoll + [[frmp — ol <,

ce qui suffit.g

Remarque.  a) On trouve au paragraphe 5.10.1 un deuxiéme théoreme d’approxima-
tion dans L12(Q).

b) Il n’existe pas de résultat analogue dans L>°(€2). De fait, pour toute fonction «
étagée dans €, il existe un semi-intervalle I dans €2 qui est disjoint du support de «, ce
qui entraine | xq — «af > 1.
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¢) On peut améliorer le théoreme précédent de la maniere suivante si, en outre, il
existe C' > 0 tel que |f(z)] < C pour presque tout x € Q, alors on peut exiger avoir en
plus |a(x)] < C en tout x € Q. 1l suffit en effet de remplacer o par § ou § est défini par

[ a(x) si a(z)| < C
B(x) = { Ceiarg(a(@) g la(z)| > C.

En effet, 8 est bien stur une fonction étagée dans €2 telle que
|f(xz) = B(z)] < |f(x) — afz)] pp sur Q.0

Voici une application importante du premier théoreme d’approximation. Sa
preuve montre bien comment on peut procéder pour obtenir des propriétés de L12(£2)
a partir des propriétés correspondantes, valables pour les fonctions étagées.

Théoréme 4.5.2 Pour tout ouvert Q de R™ et tout f € LM?(Q),
tmn (Fxa)( + ) xa() — £C) =0,
En particulier, pour tout f € LY2(R"),
lm £+ ) = ()] = 0.

Preuve. 1 suffit bien sur d’établir le cas particulier.

Etablissons tout d’abord ce résultat dans le cas ou f est la fonction caractéristi-
que d’un semi-intervalle I dans R". De fait, pour toute suite (A, )men, tendant vers
0 dans R™, une application directe du théoreme de la convergence majorée a la suite

(Ix1(x 4 hi) = X1(2)Jmen,  (vesp. (|x7(z + hm) — Xl(x)IQ)mENo)

établit qu’on a ||x7(x + hm) — x1(z)]| — 0, ce qui suffit.

Passons a présent au cas général. Soit h,, une suite de R" qui converge vers 0 et
soit € > 0. Vu le premier théoreme d’approximation, il existe une fonction o étagée
dans R” telle que ||f — a| < /3. Vu le théoreme de changement de variable, on a

alors
[f(x+h)—alz+h)]|=|f-al <e/3, VheR"

La conclusion résulte alors aussitot de la premiere partie de cette preuve car on a

1f(z+ hm) = f@)]| < (@ + ) =z + b)) || + [z + ) — a(@)]] + [[f —«f
< |la(z + hy) — a(z)]| + 2¢/3

pour tout m € Ny.g

Remarque. 1l n’existe évidemment pas de résultat analogue dans L*°(€2).0



Chapitre 5

Produit de convolution

Convention. Dans tout ce chapitre, J désigne un nombre entier supérieur ou
égal a 2.

5.1 Définition et généralités

Définitions.  Des fonctions mesurables fi, ..., f; sur R” sont convolables (on
dit aussi composables) si, pour presque tout x € R",

fl(yl) T fJ—l(yJ—l) fJ(iB -y == yJ—1)

est une fonction intégrable sur R™”/~1 . Dans ce cas, on appelle produit de convolu-

tion (ou encore produit de composition) de fi, ..., f;, la fonction fi*---* f; définie
pp sur R™ par

(fix--xfr)(x) = / filyr) - frayoa) fole =y — - —yya) dyr - - dy 1.

Rn(J—-1)
Remarque.  *On peut établir que si f1, ..., f; sont des fonctions mesurables sur
R™, alors la fonction fi(y1)--- fr—1(yj_1) fr(x —y1 — -~ —yj_1) est mesurable sur R™
pour presque tout x € R™. 1l suffit évidemment de prouver que fj(z —y; —--- —yj_1) est

une fonction mesurable sur R™. Or il existe une suite o, de fonctions étagées dans R™
et une partie négligeable N de R telle que ay,(2) — fs(z) pour tout z € R™ \ N. Cela
étant, on note que, pour tout m € Ny, a(z —y1 — -+ - —yj—1) est une fonction borélienne
donc mesurable sur R™ car, pour tout semi-intervalle I =]ay,b1] X - - - x]an, b,] dans R™,
xr(x —y1 — -+ —yy—1) est la fonction caractéristique de I’ensemble

{@oys, oo yg—1)an <xp — Y1k — - — Ya—1k < bg, (B <n)}.
D’autre part, I’ensemble

N/:{(xayla"'ayJ—l):x—yl—...—yj_l € N}
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est une partie négligeable de R™ car, pour tous yi, ..., yj_1 € R”, sa section est égale
ay+---+yj_1+ N donc est une partie négligeable de R™. D’ou la conclusion car on a
bien sir

am(@—y1——yj-1) = frle =y — - —ys-1)

pour tout (z,y1,...,y7-1) € R™ \ N’ *O

Proposition 5.1.1 Si f1, ..., f; sont des fonctions convolables sur R™, alors
f1* -+ f; est une fonction mesurable sur R™.

Preuve.  C’est en fait un cas particulier du résultat général suivant.g

Théoréme 5.1.2 Si f(x,y) est une fonction mesurable sur R"*? et intégrable

sur RP pour presque tout x € R™, alors fRP f(x,y) dy est une fonction mesurable sur
R™.

Preuve.  Soit (Qm)men, (resp. (Pm)men,) une suite d’ensembles étagés dans
R™ (resp. RP), emboités en croissant et d’union égale a R™ (resp. RP). Pour tout
m € Ny, posons

Jm = FXQux P X{(z9): £ (x)| <m}-

Bien sir, chacune de ces fonctions f,, est intégrable sur R"*?. Des lors, vu le

théoreme de Fubini,
( fm(z,y) dy) ,
RP meENy

est une suite de fonctions mesurables sur R™. Or, pour tout zo € R™ tel que f(xg,y)
soit intégrable sur R (c’est-a-dire pour presque tout zp € R™), on a bien str

Jm(xo,y)dy — [ f(x0,y)dy

RP RP

par application du théoreme de la convergence majorée. D’ou la conclusion.y

5.2 Propriétés générales

Proposition 5.2.1 Si les fonctions mesurables fi, ..., f; sur R™ sont con-
volables alors, pour toute permutation vy, ... vy de 1,...,J, les fonctions f,,, ..
fv, sont convolables et on a

0

Juoxoox fy=fo koo x fu, pp sur R™



5.2. Propriétés générales 75

Preuve.  Toute permutation de 1, ..., J résultant du produit d'un nombre fini
de transpositions, il suffit d’établir qu'on peut permuter f; et fj.

Si les entiers j et k sont strictement inférieurs a J, c¢’est trivial vu la définition
du produit de convolution.

Sionaj<ketk=J,lechangement de variable linéaire

2= Yy sil#]
Zj = T—Y1— Y1
permet de conclure aussitot.g
Proposition 5.2.2 Si l'entier K vérifie 1 < K < J et si les fonctions mesura-
bles fi, ..., f; sur R™ sont convolables de méme que les fonctions fi, ..., fx et

les fonctions fxi1, ..., f7, alors les fonctions f1 *--- % fx et fxi1%---* f; sont
convolables sur R™ et on a

Jrow fr=(frxex f) % (frprx-- % fs) pp sur R™.
Preuve.  Dans la définition de f;x---x f;, effectuons le changement de variable
linéaire o
2 = y; sij#FK
K= Y1t T UK.
Pour presque tout z € R", on obtient alors

(fix-xfr)x) = / filz1) - fra1(zr1) fr(zx — 21 — - — 2K 1)

Rn(J—1)
fri1(zr) - froa(z5-1)
fr(e — 2k — - —250)dz - dzyoa

Vu le théoreme de Fubini, on peut intégrer dans n’importe quel ordre. Cela étant,
pour presque tout z € R" on a

(s fa) = [ doe ([ G fiea(ee)

fK(ZK — 21— ZK—l) dzy - -dzg_
(/ fK+1(ZK+1> T fJ71<ZJ71)
Rnr(J—K-1)
fJ(iU —RK T T ZJ—1) dzg4q -+ dZJ—l))

= [ e fiden) - U s f2)(o = 2) dow
= ((fix-x fw) * (frrrx---x f1)) (@)
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Remarque.  Dans I'énoncé précédent, 'hypothese que fi, ..., fix soient convolables
de méme que fgi1, ..., fs est indispensable. De fait, si f; et fo sont des fonctions
mesurables sur R™, alors f1, fa et fs = 0 sont convolables sur R” mais ceci n’implique
nullement que fi et fs soient convolables sur R™.0

Proposition 5.2.3 Les fonctions mesurables fy, ..., f; sur R™ sont convolables
si et seulement si |f1], ..., |fs] sont convolables sur R™, auquel cas on a

[fixox ful < fil %o x| fs] pp sur Ry

Ces deux dernieres propriétés permettent d’établir I'important résultat suivant
de convolabilité de proche en proche.

Critere 5.2.4 S0 fi, ..., f; sont des fonctions mesurables sur R™ et si les
produits de convolution

[fulx 1 fal s (LA LRD) sl -

existent, alors fi, ..., f; sont convolables et on a
fixeox fr=(-(fixfa)*--+)* f; pp sur R".

Preuve.  Procédons par récurrence.

Le cas J = 2 est trivial.

Supposons la propriété établie pour J = 2, ..., K et considérons le cas J = K+1.
Vu la récurrence, nous savons que les fonctions |fi|, ..., |fx| sont convolables, de
méme que les fonctions |fi| x -+ * | fx| et |fx41]|- De plus les fonctions |fi], ...,
| frci1| sont convolables: pour presque tout z € R", la fonction

[fily)l - 1yl [ frea(@ =y = = yx))|

est mesurable sur R™® et, par le changement de variable linéaire

zj = y; sij< K
2k = Y1tk

dont le module du jacobien est égal a ygn, elle devient
izl k(e — 20 = = 2k | [ (@ — 261

c’est-a-dire une fonction intégrable sur R"*. D’oll la conclusion au moyen des deux
propriétés précédentes.y
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Proposition 5.2.5 St on a L € Ny ainsi que ¢y, ..., ¢, € C et si, pourl =1,
..., L, les fonctions mesurables fi, ..., fji, ..., f7 sur R" sont convolables, alors
les fonctions fi, ..., Zle cfii, -, f7 sont convolables et on a

L L
f1*"‘*Zlej,l*“'*fJ:chfl*"‘*fj,z*"'*fJ pp sur R".y
=1 =1

Proposition 5.2.6 Si les fonctions mesurables fi, ..., f; sur R™ sont con-
volables, alors, pour tous cq, ..., ¢, € C, les fonctions

gj(x) = eXk=1w%h . fi(x), (5 < J)
sont convolables et on a
(g1 %+ % gy)(x) = eZh=1 %"k . (fy 5o x fr)(x) pp sur R™y

Preuve.  C’est une conséquence directe de la propriété fondamentale de I’expo-
nentielle.g

Notations. Etant donné une fonction f définie pp sur R”, introduisons deux
fonctions auxiliaires qui vont nous permettre d’exprimer plus aisément certaines
propriétés de f. Nous désignons par

. fla fonction définie pp sur R™ par f(m) = f(—z) pour tout x € R™ tel que
f(—x) soit défini,

e f* la fonction définie pp sur R" par f*(z) = f(—z) pour tout x € R" tel que
f(—x) soit défini.

On a donc f* = f = fpp sur R™. De plus, f est continu, dérivable, mesurable,

intégrable, ...sur R” si et seulement s'il en est de méme pour f (resp. f, ).
Proposition 5.2.7 Si les fonctions mesurables fi1, ..., f; sur R™ sont con-

volables, alors

a) fi, ..., f; sont convolables sur R"

b) fl, e, f] sont convolables sur R™

c) fi, ..., [ sont convolables sur R™

et on a

E*...*E:(fl*...*fj)
Fioeoonmfr=(f1hHfs)
fik*...*fj:(fl*...*fj)*_
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Preuve.  Pour simplifier les écritures, établissons le cas J = 2.
Pour f* fs, la propriété est immédiate vu la définition du produit de convolution.

Pour f; * f», on note par exemple qu’on a successivement
(fix f2) (@) = (fr x fo) (=) = . fiy) o=z —y) dy
= /. Fily) fole +y) dy = . fi(=y) falz — y) dy
= | hWh—y)dy = (fixf>)().

R"

Pour f; % f5, cela résulte aussitot des deux cas précédents.y

5.3 Cas fondamentaux

Définition. Dans un triplet (p,q,r), p, q et r désignent des éléments de
[1, +00[J{oo} liés par la relation 1+ % = ﬁ—l—% ol on convient de poser = = 0. Les
cas fondamentaux sont donnés par les triplets

(1,1,1),(1,2,2),(2,1,2), (1, 00, 00), (00, 1, 00) et (2,2, 00).

Ces triplets permettent de retenir aisément des cas d’existence du produit de convo-
lution de deux fonctions ainsi que 'espace auquel ce produit appartient. *On peut
établir le résultat général suivant: étant donné f € LP et g € L4,

a) les fonctions f et g sont convolables,

b) le produit de convolution f x g appartient a L" et donne lieu a la majoration

1f *gll, < [I£]l, lgl,-smallskip
c¢) on peut s’attendre a des propriétés supplémentaires telles que I'appartenance de

frgaCo(R") sir=o0*

Dans ce qui suit, nous allons nous limiter a l'étude de cas fondamentaux.
)

5.3.1 Le cas L' xL!
Théoréme 5.3.1 Pour tous f, g € L,

a) [ et g sont convolables,

f*gdx:/ fdav-/ gdx
R” n n

b) f*g appartient a L,

c) on a
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et
1f*gll <INl -

Preuve.  Nous savons que f(y) g(x —y) est une fonction mesurable sur R*. De
plus, pour presque tout y € R™, |f(y) g(x — y)| est intégrable sur sur R" et on a

[ wgte =l dz =15 [ loto )| do
= 1) o]

(on obtient la derniere égalité en recourant au changement de variable linéaire z =
x —y) ol le dernier membre appartient & L'. Deés lors, par le théoréme de Tonelli, 1a
fonction f(y) g(z — y) est intégrable sur R?". Cela étant, vu le théoréme de Fubini,

a) f(y) g(x — y) est intégrable sur R pour presque tout x € R",
b) (f*g)(x) = [an f(y) g(x — y) dy est intégrable sur R",

c) on a successivement

[ tro@ds= [ twote-y)dedy

R2n

— [ sw)-1[ st y)dalay

- [ty [ a)a:

(on obtient la derniere égalité en recourant au changement de variable linéaire z =
x —y). Enfin, comme |f| et |g| appartiennent & L!, ils sont convolables et on a
|[f gl < |f1*Igl pp sur R™ donc

£ wall = [ 1£wal do< [ 1f1<lgldo =11 ol
Proposition 5.3.2 On a
(fnf & Gu=—29) = fn* gn—f x 9.
Preuve.  De fait, de
Smx gm = [ 9= fm*(gm —9) + (fm — f) % 9,
on tire de suite

Lfon % gm = > gl < Wl - Mlgm = gll + [[fm = fII - [l9]]

ou la majorante converge vers 0 si m — oo puisque la suite || f,,,|| converge vers || f||
donc est bornée g



80 5. Produit de convolution

Proposition 5.3.3 Si fi, ..., f; appartiennent a L, ils sont convolables. De
plus, leur produit de convolution est associatif et commutatif, il appartient a L' et
on a

[ foll < LA 15

5.3.2 Le cas L' xL?
Théoréme 5.3.4 Pour tout f € L et tout g € L2,

a) [ et g sont convolables,
b) f*g appartient a L2,

c) on a

LF*gll < 11 - Nlgll -

Preuve.  a) Pour tout x € R", f(y) g(x — y) est une fonction mesurable sur R”
telle que

F@ g =l = FI" - (1F @) g = )l)

Pour conclure, il suffit alors de noter que, pour presque tout x € R"™, le second
membre de cette derniere égalité appartient a L', comme produit de deux éléments
de L2 (pour | f(y)["/?, c’est clair; pour | f(y)|"? |g(x — y)], il suffit de remarquer qu’il
s’agit d’une fonction mesurable sur R™ dont le carré |f(y)| |¢*(x — y)| appartient a
L! pour presque tout x € R™, vu le cas L' x L').

b) Cela étant, nous savons déja que f*g est une fonction mesurable sur R™. Pour
conclure, il suffit alors de noter que, pour presque tout z € R”, on a successivement

(F > )@ < (1] gD (@))?
< ([ 1o (15! 1ote - ) a)

<A1 [ 1£6) |~ )] dy
<A1 (161 g2 )

ott le dernier membre appartient & L' (pour obtenir la troisitme majoration, on a
appliqué la formule de Schwarz).
¢) En intégrant 'inégalité obtenue en b), il vient en effet

1% all> < I AN (192l

en recourant au cas L'« L' alors qu'on a bien sir [|g2||, = ||g//5
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Proposition 5.3.5 On a
(fm }f&gm g):>fm*gm 5f*g-l
Lt L2 L2

Proposition 5.3.6 Si fi, ..., f;_1 appartiennent a L' et f; a L2, ils sont
convolables. De plus, leur produit de convolution est associatif et commutatif, il
appartient a L? et on a

oo foll < LA A5

5.3.3 Le cas L' xL*®

Théoréme 5.3.7 Pour tout f € L! et tout g € L™,
a) f(y) g(z —y) est intégrable sur R™ pour tout x € R™; en particulier, f et g sont
convolables,
b) fxg appartient a L>°,
c) on a

1 > gl < ILFI- gl -

Preuve.  a) est immédiat car, pour tout x € R™, il est clair que g(x — y)
appartient a L.

b) et ¢). De fait, f x g est alors une fonction mesurable sur R™ et, pour tout
r € R™, on a bien sur

[ S st < 171 Lol a

Proposition 5.3.8 On a
(fm—>f & gm—>g> = Jfm* gm—— * ga
L1 Loe Lo

Proposition 5.3.9 Si fi, ..., f;_1 appartiennent a L et f; a L, alors fi, ...,
f7 sont convolables. De plus, leur produit de convolution est associatif et commutatif,
il appartient a L™ et on a

o Sl < AN

Dans le cas L' x L*°, on peut améliorer fortement la connaissance de f x g.

Théoréme 5.3.10 Pour tout f € L' et tout g € L™, f % g est une fonction
uniformément continue sur R™.
Si, de plus, on a ng{x: |x\ZR}Hoo — 0 st R — 00, alors fxg tend vers 0 a l'infina.
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Preuve.  D’une part, pour tous x, h € R, on a

(Frg)o+ )= (Frg)@l =| [ (Flo+h=y) = fo ) gw)dy
< gl I+ 1) = FC)

d’ott la continuité uniforme de f x g sur R™ en recourant a une des conséquences du
premier théoreme d’approximation.

D’autre part, si en outre g tend vers 0 pp a linfini, établissons que f x g tend
vers 0 a l'infini. Pour tout x € R” et tout R > 0, on a

(f % 9)(x)] s/

lyI<R

@ — o) lo()] dy + / @ — )] lg(w)] dy

ly|>R

< ||9|| : HfX{t: \zft|§R}||1 + ||f|| ) HgX{t: |t\2R}HOO-
Des lors, pour tout € > 0, on peut d’abord fixer Ry > 0 tel que
€

l9x1e: 10=roy || < 21+ 17D

puis remarquer que, pour toute suite (Z,,)men, tendant vers 'infini dans R", une
application directe du théoreme de la convergence majorée a la suite

(fm = fX{t:Imm—t\SRo})meNo

donne || f,,,||; — 0. Cela étant, il existe Ry > 0 tel que

g
< s
Xt jo—ti<roy ||, 2(1 + [|lgI)

pour tout x € R" tel que |z| > Ry. D’ou la conclusion car on a alors |(f x g)(z)| < e
pour tout € R" tel que |z| > R, 4

5.3.4 Le cas [.2x 12

Théoréme 5.3.11 Pour tous f, g € L2,

a) f(y)g(x —y) est intégrable sur R™ pour tout x € R"; en particulier, f et g sont
convolables,

b) f*g appartient a 1.,

c) on a

1f*gll < 11 - Ngll -
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Preuve.  a) est immédiat car, pour tout = € R", il est clair que g(z — y)
appartient a L2,

b) et ¢). De fait, f * g est alors une fonction mesurable sur R" et, pour tout
x € R", on a bien sur

[ st ot | <111 ol

en recourant a l'inégalité de Schwarz et au théoreme de changement de variable.y

Proposition 5.3.12 On a
(fm [ & gm 59) = fm* Gm——f * ga
L2 L2 Leo

Proposition 5.3.13 Si f, ..., fs_1 appartiennent a L' et f; et f;o1 a L2, alors
fi, -+, fre1 sont convolables. De plus, leur produit de convolution est associatif et
commutatif, il appartient a L™ et on a

[foxx frall <Al [ frsall

Dans le cas L? « L2, on peut améliorer fortement la connaissance de f % g.

Théoréme 5.3.14 Pour tous f, g € L2, f x g est une fonction uniformément
continue sur R™ et tend vers 0 a l’infini.

Preuve.  D’une part, f x g est uniformément continu sur R” car, pour tous =,
h € R", on a bien str

[(fxg)e+h) = (Frg)@)] < A lg+h) =gl

D’autre part, établissons que f x g tend vers 0 a U'infini. Pour tout x € R" et tout
R > 0, on a bien sur

(f *9)(@)] g/

ly|<R

W) Lot — )] dy + / FW) (@ — )] dy

ly|>R
< ||f|| ) Hg X{t:l:c—t|§R}H2 + HfX{t:|t\zR}H2 ) ||9|| .
Or une premiere application du théoreme de la convergence majorée établit que
[FXq=ml, = 081 R — o0
et une deuxieme que, pour tout Ry > 0, on a
||gX{t:|:Jc7t\§Ro}H2 — 0si |z] — 0.

La conclusion est alors immédiate.g
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5.4 Support presque partout

5.4.1 Définition et généralités

Définition.  Un ouvert d’annulation pp d’une fonction f définie pp sur R™ est
un ouvert de R” ou f est nul pp.

Proposition 5.4.1 Toute union d’ouverts d’annulation pp d’une fonction f dé-
finie pp sur R™ est un ouvert d’annulation pp de f.

Preuve.  De fait, si le compact K est inclus dans une union d’ouverts d’an-
nulation pp de f, il est inclus dans une union finie de ces ouverts. Il s’ensuit que
I’ensemble des points de K ou f differe de 0 est négligeable. D’ou la conclusion car
tout ouvert de R™ est union dénombrable de compacts.g

Définition. Cela étant, on peut introduire les notions suivantes

a) l'ouvert d’annulation pp d’une fonction f définie pp sur R™ est I'union de tous les
ouverts d’annulation pp de f. Il s’agit d’un ouvert d’annulation pp de f.

b) le support pp d’'une fonction f définie pp sur R™ est le complémentaire de son
ouvert d’annulation pp dans R™; il est noté indifféremment

supp,,(f) ou ¢-supp(f).

Remarque.  Pour toute fonction f définie pp sur R”, on a évidemment
f = szupppp(f) pp sur R"™.

Proposition 5.4.2 Pour tout f € Co(R"), les supports supp,,(f) et supp(f)
sont égaux.

Preuve.  De fait, un ouvert de R" est d’annulation pp pour f € Co(R"™) si et
seulement si ¢’est un ouvert d’annulation de f g

5.4.2 Combinaison linéaire de parties de R"

Définition. Etant donné un entier J € Ny, des coefficients réels ry, ..., r; et
des parties non vides Ay, ..., A; de R, la combinaison linéaire ijl r;A; est la
partie suivante de R"

J

J
ZT’]'A]':{erl’jiﬂfleAl,...,iL'JEAJ}.
j=1

j=1
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Remarque.  Notre but ici n’est pas de développer la théorie de la combinaison linéaire
de parties de R™ mais uniquement de dégager les résultats qui nous sont indispensables
dans la suite.O

Proposition 5.4.3 Dans R"”,
a) toute combinaison linéaire de bornés est bornée;

b) toute combinaison linéaire de parties toutes compactes sauf une au plus qui est
fermée, est fermée;

c) toute combinaison linéaire de compacts est compacte.

Preuve.  a) Si, avec les notations introduites dans la définition précédente, on

sup{|z|:x € A;} =C; < o0, Vj < J,

alors il vient bien sur
J

E :zjj

J=1

J

<> G
j=1

pour tous xy € Ay, ..., x5 € Ay.

b) On vérifie directement que
i) pour tout r € R et tout fermé non vide F' de R", 7F est un fermé non vide de R,
ii) pour tout r € R et tout compact non vide K de R™, rK est un compact non vide
de R™.
Cela étant, une récurrence aisée établit qu’il suffit de prouver que, si K et F' sont
non vides et respectivement compact et fermé dans R", alors K + F est fermé. Soit
(Tm)men, une suite de K + F qui converge dans R" vers xy. Pour tout m € Ny, il
existe y,, € K et z, € F tels que z,, = Yy + 2. Cela étant, de la suite (Y )men,,
on peut extraire une sous-suite (Yx(m))men, qui converge vers un point yo de K. Des
lors, la sous-suite (Zx(m) = Tk(m) — Yk(m))men, de la suite (2pn)men, converge dans
R™ vers xg — 1o et cette limite appartient a F'. D’ou la conclusion car on a alors
Iozyo—i-(l‘o—yo) e K+ F.

¢) est une conséquence directe de a) et b)

Remarque. La somme de deux fermés de R™ peut ne pas étre fermée. C’est le cas
pour les fermés F; = { (z,0) : x € R} et Fy = { (z,y) : zy = 1} dont la somme est égale a
R2\ { (x,0) : z € R}.O

5.4.3 Support pp d’un produit de convolution

Proposition 5.4.4 Si f et g sont des fonctions mesurables et convolables dans
R", on a

supp,,(f * g) C supp,,(f) + supp,,(9).
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Preuve.  Pour tout z € R", il est clair qu’on a

fW) - g(z —y) = f()g(x —y) - Xsupp,,($) (¥) Xsupp,, (9) (T — ¥)
= f(y)g(l’ - y)Xsupppp(f)ﬂ(:v—suppW(g))(y)

pp sur R™ avec
supp,,(f) N (z —supp,,(9)) # 0 <= = € supp,,(f) + supp,,g.

Il s’ensuit que

R™ \ supp,,, f + supp,,g

est un ouvert d’annulation pour f x g, ce qui suffit amplement g

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Proposition 5.4.5 Soient f1, ..., f; des fonctions mesurables et convolables
sur R™. En recourant a la notation
F=fi(y)-- fJ—l(yJ—l)fJ(ﬂU — Y= ?/J—l)a
il vient

a) pour tout x € R",

F= fi(y1) - fr-1(ys-1) (fJXx_ i supppp(fj)) (@ =y — - ys-1)
pp sur Rn(J—l)).
b) fix---xfr= fsupppp(fl) dy; - fsupppp(fJ_l) Fdy;_1 pp sur R";

7
c) supp,,(fi*---* f) C ijl supp,, (f5)-
En particulier, si fr, ..., f; sont des fonctions mesurables et convolables sur R™
et si les ensembles supp,,(f1), - .., supp,,(fs) sont compacts, alors

J
SUpP,,, (f1 % -+ x f1) C > supp,,(f;)a

5.5 Nouveaux cas d’existence
5.5.1 Espaces fonctionnels L{2*(1) et Lo2%(Q)

Afin d’introduire de nouveaux cas d’existence du produit de convolution, nous in-
troduisons les espaces de fonctions suivants.
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Définition. Fixons p € {1,2,00} et un ouvert Q2 de R".
L’espace LE,,,,(€2) est le sous-espace vectoriel de LP(€2) constitué par les éléments

dont le support pp est un compact inclus dans €.

Remarque.  Cette définition a un sens car deux fonctions définies pp sur un ouvert
Q) de R™ ont méme support pp si elles sont égales pp.0

Définition. Fixons p € {1,2, 00} et un ouvert Q de R™.
L’espace LY (€2) est constitué par les fonctions mesurables sur © dont la res-
triction a tout compact K inclus dans ) appartient a LP(K). Ses éléments sont ap-
pelés les fonctions localement intégrables sur € (resp. de carré localement intégrable

sur §; localement bornées pp sur ) si p =1 (resp. 2; 00).

On vérifie aussitot que ces espaces vectoriels donnent lieu aux inclusions suivantes

Le () c L2,..(Q) < L. (Q

N N N
L= () L2(Q) L)

N N N
Le(Q) ¢ L2.(Q) ¢ LL(Q)

loc loc loc

pour tout ouvert {2 de R™.
Si Q est égal a R™, on supprime (2) dans toutes ces notations chaque fois que
cela n’entraine pas de confusion. Nous avons ainsi donné naissance aux notations

Ll L2 L L LR et Li®

comp’ —comp’ —comp’ loc loc*

5.5.2 Nouveaux produits de convolution

Au sein d’'un méme énoncé, les symboles p, ¢, r sont les éléments d’un des triplets
suivants (p,q,7) = (1,1,1), (1,2,2), (2,1,2), (1, 00,00), (00, 1,00) ou (2,2, 00).

Proposition 5.5.1 Pour tout f € LP et tout g € LY les fonctions f et g

comp comp’
s
sont convolables et on a fxg € L,

Preuve.  C’est immédiat car on a f € L? et g € LY donc f x g € L ainsi que

supp,, (f * g) C supp,,(f) + supp,,(g)a

Remarque.  a) En fait, ce dernier résultat n’est pas nouveau, il ne fait que mettre
ensemble deux propriétés connues.

b) Etant donné f € LY et g € L, il n’est pas certain que f et g soient convolables:
le cas f = g = xgrn est particulierement clair.O
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Pour obtenir de nouveaux cas d’existence du produit de convolution, il convient

de considérer f € L%, et g € Li; les résultats sont tres intéressants.

Théoréme 5.5.2 Pour tout f € LP_ et tout g € L

comp loc”
a) f et g sont convolables et, dans le cas r = oo, f(y)g(x —y) est méme intégrable
pour tout x € R";

b) fxg appartient a L, et, dans le cas r = 0o, fxg est méme une fonction continue
sur R";

c) pour tout compact K de R™, on a

||f*gHLr(K) <[l - ||g||LQ(K—Supppp(f))‘

Preuve.  Pour tout compact K de R", on a bien sur

gXKfsupppp(f) € L9

De plus, pour tout z € K, il vient

fwglx—y)=fy) - (9 XKfsupppp(f)> (r —y) ppsur R™.

Tout résulte alors des propriétés du cas LP x ¢ car, pour presque tout x € K et
méme pour tout x € K sir =00, on a

. f)g(z —y)dy = (f * (g xK_supp,,pm)) ()

Définition.  Une suite (fn)men, de LY (R™) converge dans LI (R"™) vers fy
si, pour tout compact K de R™, la suite ( f,|k )men, converge dans LP(K) vers fo|x,
c’est-a-dire que

| fm — fOHLP(K) — 0sim — oo.
On vérifie aussitot que si une suite de L{, . converge, sa limite est unique.

Proposition 5.5.3 Si la suite (f)men, de LZ,,, converge dans LP vers fy, si

U>_, supp,,(fm) est borné et si la suite g,, converge dans Li wers go, alors la suite

'
fm * gm converge dans Lj . vers fo* go.

Proposition 5.5.4 Siles fi1, ..., f;_1 appartiennent a Léomp et si
a) fs appartient a Li., alors fi, ..., f; sont convolables et f1x---% f; € Li .
b) f; appartient a 12 ., alors f1, ..., f; sont convolables et f1x---x f; € L2 .

c) fy appartient a 152, alors fi, ..., f; sont convolables et f1 -+ % f; € Co(R").

loc»
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d) f; appartient & L2,

f1 *oe sk fJ+1 € Co(Rn)

De plus, chacun de ces produits de convolution est associatif et commutatif et,
pour tout compact K, on a une majoration de sa norme dans L' (K) par un produit
approprié de normes de chacun de ses facteurs.y

et fro1 a L2, alors fi, ..., fri1 sont convolables et

Remarque.  Une maniere tres spéciale de réaliser I'hypothese g € LS (R™) est d’exiger
que g appartienne a l'espace Cr(R") avec L € NU {oco}. De méme, une maniére tres
spéciale de réaliser I'hypothese g € L5, (R™) est d’exiger que g appartienne a ’espace
Dr(R™) avec L € NU {oco}, c’est-a-dire I'espace des éléments de Cr(R™) dont le support
est compact. Cela entraine des conséquences fort intéressantes.O

Théoréme 5.5.5 a) Pour tout f € Liomp(R") et tout g € Cr(R™), les fonctions
f et g sont convolables et on a f*g € CL(R"™) et D*(f xg) = f D% pour toute
dérivée D* d’ordre |a| = a1 + -+ 4+ a,, < L.

b) Pour tout f € Ll _(R™) et tout g € D(R™), les fonctions f et g sont con-

volables et on a fxg € CL(R™) et D*(f x g) = f*xD*g pour toute dérivée D* d’ordre
la| =1+ 4+ a, < L.

Preuve.  Dans les deux cas, I’hypothese du théoreme de dérivation des intégra-
les paramétriques sous le signe d’intégration est en effet réalisée car on a
i) f(y) g(x —y) € CL(R™) pour presque tout y € R",
ii) f(y)-(D%g)(x—y) € L*(R"™) pour tout x € R" et toute dérivée D* d’ordre |o| < L.
Dans le cas a), cela résulte des propriétés du produit de convolution L. * L. et,

comp loc
s : ; 1 00
dans le cas b), des propriétés du produit de convolution Ly, L&,

iii) pour tout compact K de R™ (en la variable z) et tout a € N" tel que |a| = L,
|f(y) - (D*g)(x — y)| est majoré pp en y sur R™ par

If)l- sup [(D%)(z —y)| < Clf(y)| € L'

€K, yEsupp,, (f)

dans le cas a) et par

sup  [(D) ()] - [f (W] + Xx—supp(e) () € L'

tesupp(g)

dans le cas b), et cela pour tout x € K 4

5.6 Espaces D()

Les espaces D (R™) introduits de maniere ad hoc au paragraphe précédent méritent
un détour.
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Définition. Etant donné L € NU{oc} et un ouvert non vide Q de R™, ’espace
D () est 'ensemble des éléments de Cr(£2) dont le support est un compact inclus
dans 2. Dans le cas ou € est égal a R", on écrit plus simplement D chaque fois
que cela n’entraine pas d’ambiguité.

Les propriétés élémentaires de 'espace D, (€2) sont immédiates.

Théoréme 5.6.1 a) L’espace D1 (Q) est un sous-espace vectoriel de Cr(£2).
b Pour tout f € Cr(QQ) et tout g € Dr(Y), fg appartient a D ().

c) Pour tout g € Dr(Q) et tout changement de variable x(x') régulier d’ordre
supérieur ou égal a L entre les ouverts Q et Q' de R™, g(x(2')) appartient a D (V).

d) SionaQ=Q x- - xQ, otles Q, ..., Q, sont des ouverts de R, alors,
pour tous w1 € Dp(Q1), ..., ©n € Dr(), @1(x1) -+ - pul(z,) appartient a D ().

Exemple. Afin d’assurer un sens aux espaces Dp(2), nous devons encore
établir qu'’ils contiennent d’autres fonctions que 0. Cela est assuré par les parties c)
et d) du théoreme précédent et les considérations qui suivent.

a) La fonction ¢ définie sur R par
e VT siz >0
Ylx) = { 0 six <0

appartient o Coo(R) et son support est égal a [0,+oo[. Il est clair que ¢ est une
fonction définie sur R, que le support de v est égal a [0, +00[ et que 1) appartient a
Coo(] — 00, 0[U]0, +00]). De plus ¢ admet des dérivées a gauche de tous ordres en 0
et ces dérivées sont toutes égales a 0. Enfin on vérifie de suite que, pour tout [ € N,
il existe un polynome P, tel que

Dle—l/x _ Pl(m)

¢ s 0, ool

donc tel que

1
lim — Dle ™ '/* = 0.
x—0

La conclusion s’ensuit aussitot.

b) Pour tout r > 0, la fonction p, définie sur R par

(z) = e V0= g x| < r
Pritl =19 0 si|z| >r
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appartient o Coo(R) et son support est égal a {z : |x| <r}. C'est immédiat si on
note que la fonction p, peut s’exprimer de la maniere suivante au moyen de la
fonction v introduite en a)

pr(x) =0(2r(x+71)) - w2r(—x+71)), VoreR.
c1) Pour tout r > 0, la fonction py, définie sur R™ par
p1r(z) = pr(21) - pr(zn), Vo €R",
appartient a Coo(R™) et son support est égal a [—r,r] X -+ x [—r,7].
ca) Pour tout r > 0, la fonction py, définie sur R™ par

par(@) = py(lal), Vo e R,

appartient a Coo(R™) et son support est égal a {z : |z| < r}.

Dans ce qui précede, nous avons notamment établi le résultat suivant: pour tout
fell (R") (resp. L (R")) et tout ¢ € Doo(R™), on a

comp loc

f*xp € Doo(R™) (resp. Coo(R™))
supp(f x ¢) C supp,,(f) + supp(y)
D*(fx¢) = fx (DY), VaeN"

5.7 Théoreme de Borel

Théoreme 5.7.1 (Borel) Pour toute suite (co)aenn de C, il existe une fonction
f € Coo(R™) telle que [Df]o = cq pour tout a € N™.

Preuve.  Soit ¢ un élément de D (R™) tel que

1 silx] <2,
() :{ :

0 silz|>1.
Pour tout v € N, choisissons ¢, €]0, 1] tel que

sup sup [D7g ()] si fea] < 1.
1o |8I<|a| zeRn
ta | lcal sup sup |[DPp(z)| si |ca| > 1.
1B]<|c| z€R™
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Cela étant, nous allons établir que la fonction

PR on 3 Y /i)’

m:() |o¢‘:m

convient, par application du Théoreme 3.8.4.
De fait,

a) on a
(0%

cago(x/ta)% € Coo(R™)

pour tout a € N”,

b) pour tout 3 € N", établissons que la série des dérivées D” terme & terme
0 @
x
IDIEUCEINEY
m=0 |a|=m ’

converge uniformément sur R". Cela résulte de ce que
bi) {a € N": |a| < |B|} est un ensemble fini.

bii) pour tout x € R™ et tout a € N™ tel que || > |f], il vient successivement

‘Dﬁ(cago(x/t )' > oy

< Co - DI (m/ta)‘

v<B
=] 1 [ 5 }

< g = : -|c|-‘D_”’go
£ /8 — | |ﬂ_'7| o x/toz
O R ¢

E v . plal=181-1 n+1+|8]  9—lal
< Cﬁ iy, <2 2

v<B

(I'inégalité (x) a lieu car, si v < « n’a pas lieu, alors D7z est la fonction 0). Cela
étant, nous avons

o0

Z Zsup

z€eR™
m=|8] |a|=m

Dﬁ(ca¢(x/t )’ Z S gyl

m=|B]|a|=m

o0
< gnt1+sl Z Z g-lal < Q2nHIHSl

m=|B |a|=m

ce qui suffit.
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¢) pour tout 5 € N,

i {Dﬁ <cag0 /) a)L e

m:O |a‘:m
D’ou la conclusion.g

Corollaire 5.7.2 Si[a,b] est un intervalle compact de R, alors, pour toute fonc-
tion g € Co([a,b]), il existe f € Cuo([a,b]) dont g est la restriction a [a, b4

5.8 Unité approchée de convolution

Remarque.  Nous allons commencer ce paragraphe par une remarque négative: 1l
n’existe pas d’unité de convolution, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de fonction § € L' (resp.
0 € Léomp) telle que f = f *d pp pour tout f € LP (resp. f € L} ) avec p € {1,2, 00}.

En effet, dans tous les cas, on a § € L et x; € Leomp pour tout semi-intervalle I dans
R™. Des lors, § * x7 est une fonction continue sur R" et, par conséquent, d x x; ne peut
étre égal pp a x7, comme on le vérifie de suite.

Par contre, nous allons établir qu’il existe des unités approchées de convolution dans

L', L2 LllOC et Ll20c7 ainsi que des résultats apparentés dans L et Ly, .0

Définitions.  Etant donné p € {1,2, 00}, une unité approchée de convolution

dans L7 (resp. L{ ) est une suite (5m)m€NO dans L' (resp. dans L) telle que

5m*fa>f, Vfell (resp. dnm *f—>f Vfell.).

loc

comp

Théoréme 5.8.1 Sila suite (gm)men, de L' vérifie les trois conditions suivantes
i) gm > 0 pp pour tout m € Ny;
ii) [on gm(2)de =1 pour tout m € Ny;
iii) pour tout R > 0, on a

/ gm(x)dr — 0 st m — oo,
|z|>R

alors

a) (Gm)men, est une unité approchée de convolution dans L';

b) (gm)men, €st une unité approchée de convolution dans L?;

c) pour toute fonction f € L>°(R™) et toute partie mesurable E de R™ telle que
sup  [f(x) = f(y)| = 0 sin—0

er: |"Z*y|§77
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(ce qui exige lexistence de r > 0 tel que f soit défini sur {x : d(z, E) <r}), la suite
(f * Gm)men, converge uniformément sur E vers f, c¢’est-a-dire qu’on a

SUp |(f * gm)(z) = f(x)| = 0 s1m = o0,

ce qu’on écrit
f * gm:E>f

En particulier,

c1) pour toute fonction f uniformément continue et bornée sur R™, on a f*gmﬁf.

ca) pour toute fonction f mesurable et bornée pp sur R™ et tout compact K de R"
dont tous les points sont des points de continuité de f, on a f *gm:K>f.

Preuve.  a) Pour tout f € LY, (f % gm)men, est bien sir une suite de L! telle

que
£ gn =01 = [ | [ (e =)= 1) gl dy| dz

Une application du théoreme de Tonelli établit que (f(x —y) — f(z)) gm(y) est une
fonction intégrable sur R?". Des lors, en recourant au théoréme de Fubini, il vient

£ 0n =11 = [ onlw) | 1fe=9) = f)| dody

Par conséquent, pour tout R > 0, on a la majoration

WG =)= FOl gml@) dy+2 1] / gun(y) dy.

lyI>R

1 % g — £ 3/

lyI<R

Des lors, pour tout € > 0, on peut d’abord fixer Ry > 0 tel que
€ .
1F6=9) = SO <5 s byl < R

puis déterminer M, tel que

&
m > My = gm(y)dy < ——nr——.
ly|>Ro 4(1fl + 1)

Au total, pour tout £ > 0, il existe My tel que
m = Mo = ||f*gm — [l <,

ce qui suffit.



5.8. Unité approchée de convolution 95

b) Pour tout f € L2, (f * gm)men, st bien sir une suite de L? telle que

I g =11 = [

Comme, pour presque tout x € R", les fonctions

f@ =9V agm), f(@)Vgm(y) et v/ gm(y)

appartiennent a L?, la formule de Schwarz donne

2

[ =0 = ) gty s

2

[ G = 1@ ds| < [ 1@ =1) = £ gul0)dy

pp sur R™. Une application directe du théoreme de Tonelli établit que la fonction
|f(x —y) — f(2)]® gm(y) est intégrable sur R2". Dés lors, en recourant au théoréme
de Fubini, il vient

1£50n = 1< [ o) [ 17 =0) = F@) dady

Par conséquent, pour tout R > 0, on a la majoration

||f*gm—f||2§/

ly|<R

1= 9) — PO gl dy + 4 71 / gn(y) dy.

lyI>R

On conclut alors aisément comme en a).

c¢) Pour tout f € L, (f * gm)men, €st bien sur une suite de fonctions continues
et bornées sur R”. De plus, pour tout R > 0,

sup | (f * gm)(x) — f(2)] = sup
zel z€E

[ =)= fa) antray

est bien str majoré par

sup /| M@= = @) gu)dy 21511 / o

zekE ly|>R

¢’est-a~dire par

swp F(0) — F@)] +2 1] / gn(y) dy.

z€F, |z—t|<R ly|>R

On conclut alors aisément comme en a).



96 5. Produit de convolution

c1) est évidemment un cas particulier de c).

co) 11 suffit de prouver que K vérifie la condition imposée a E dans c). Fixons
e > 0. Pour tout z € K, il existe r, > 0 tel que

ly—xf <re = [f(x) = fly)| <

DO ™

Par le théoreme de recouvrement, il existe un nombre fini de points de K a savoir
1, ..., xy tels que

J
KCU{:I::]:C—xj| <rg/2}.
j=1

Posons R = % inf{r,,,...,r5,}. On a évidemment R > 0 et, pour tout = € K, il
existe j < J tel que |z — x;| < r,, /2 donc tel que

e —y| < R=l|o; —y| <oy —a| + v —y| <rs,.

Par conséquent on a

sup |f(z) = f(y)l <e,

z€K, |z—y|<R

ce qui suffit pour conclure.g

Théoreme 5.8.2 Si la suite (gm)men, de Loy, vérifie les quatre conditions sui-
vantes:

i) gm > 0 pp pour tout m € Ny;

ii) [on gm(x)dz =1 pour tout m € Ny;
i) (U,y_1 Supp,,(gm) est borné;

iv) pour tout R > 0, on a

/ gm(z)dz — 0 st m — oo,
>R

alors
1

loc»

2 .
loc?

a) (gm)men, €st une unité approchée de convolution dans L
b) (gm)men, est une unité approchée de convolution dans L

c) pour tout f € LS. et tout compact K de R™ tels que

loc
sup  |f(z) = f(y)| = 0 sin—0

z€K, |z—y|<n

(ce qui exige que f soit défini sur un ouvert contenant K ), la suite (f * gm)men,
converge uniformément sur K vers f, c¢’est-a-dire qu’on a

SUp |(f * gm)(x) = f(@)] = 0 sim — oo,
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ce qu’on écrit f *gm?f.
En particulier, pour tout f € Co(R™), on a f *gm——;>f pour tout compact K de
R"™.

Preuve.  Soit Ky un compact de R™ contenant une boule centrée a l'origine,
ainsi que (J,_; supp,,(gm). Cela étant, pour tout compact K de R" (resp. pour le
compact K de I’énoncé, dans le cas c)) et tout m € Ny, on a

fxgm = (fXK-Ky) * Gm pp sur K
f=fxx-k, ppsur K

(resp. ces égalités ont lieu en tout point de K, dans le cas ¢)). On en déduit aussitot
que

1f % Gm = Fllueey = 1 Xr-K0) * G — FXr-Ko o)
tend vers 0 si m — oo pour
a) p =1 dans le cas a) car on a fxx_x, € L,
b) p =2 dans le cas b) car on a fxx_x, € L?,
c) p= oo dans le cas ¢) car on a fxx_g, € L™ et

sup ([ xx—xo)(2) = (fXr-x0) (y)| = 0 sig — 0.

z€K, |z—y|<n

Le cas particulier est immédiat.y

Afin d’assurer I'utilité des deux théoremes précédents, nous devons encore établir
I'existence de telles suites (gm)men,-

Proposition 5.8.3 Si g € L' vérifie g > 0 pp et [5,g(x) dv = 1, alors les

fonctions
gm(x) = m™ g(mz) avec m € Ny

sont telles que
i) gm € L' pour tout m € Ny;
ii) gm > 0 pp pour tout m € Ny;
iii) [gn gm(z) dz =1 pour tout m € Ny;
iv) pour tout R > 0, on a

/ gm(z)dx — 0 si m — 0.
lz|=R
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Preuve. 11 suffit de recourir au changement de variable mx = y.4

Proposition 5.8.4 Si g € Ll vérifie g > 0 pp et [o, g(x) dx = 1, alors les
fonctions
gm(z) = m™ g(mzx) avec m € Ny
sont telles que
1) gm € Liomp pour tout m € Ny,
ii) gm > 0 pp pour tout m € Ny,
iii) [gn gm(z) dz =1 pour tout m € Ny,

iv) Up—1 8UDPD,,(gm) est borné; en fait, on a supp,,(gm) = %supppp(g) pour tout
m e No,

v) pour tout R >0, on a

/ gm(z)dx — 0 si m — oo
2| >R

5.9 Unité universelle approchée de convolution

Définition.  Plus on particularise I'unité approchée de convolution, plus elle
jouit de propriétés. On donne le nom d’unité universelle approchée de convolution
aux fonctions p. définies pour € > 0 sur R" selon

p(z/e)

pelr) = " [gn p() dx

ou p est un élément de D, (R™) vérifiant les trois conditions suivantes

a) supp(p) C {z:|z| <1} (ce qui entraine supp(p:) C {z:|z| <e} pour tout
e >0),

b) p(z) > 0 pour tout z € R",
c) p(x) = p(y) pour tous z, y € R" tels que |z| = |y|.

Un exemple de telle fonction p est bien sur donné par

(z) = e VOl s |zl <1
PE=3 0 si x| > 1.

Convention. Dans la suite, sauf mention explicite du contraire, la notation
pe est réservée a une telle unité universelle approchée de convolution.
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Il est bon d’exprimer les résultats déja établis, dans le cadre d’une telle unité
universelle approchée de convolution.

a) Pour tout f € L et tout € > 0, les fonctions f et p. sont convolables et on a

[ pe € Co(R™)

supp(f * pe) C supp,,(f) + {z : |z < e},
D¥(fxpe) = f*x(D%.), VaeN"

b) Pour tout f € LY? on a f%p. — f dans L'? si e — 0.

¢) Pour tout f € L2, on a f % p. — f dans L} si e — 0.

d) Pour toute fonction uniformément continue et bornée f sur R™, on a f*p. =g~ f.
e) Pour tout L € NU {oo} et tout f € CL(R"), on a

( f*xpe € COO(R”),
supp(f * p) C supp(f) + {x : |z < €},
DY(f * pe) = [ > (D%:), Va €N,
DY(f % pc) = (D*f) * p., Va € N" tel que |a| < L,

N N Va € N" tel que |a| < L
DY(fxpe) =k D f’{‘v’compactKCR”

\

5.10 Premieres conséquences

5.10.1 Deuxieme théoreme d’approximation

Théoréme 5.10.1 Pour tout ouvert Q de R™, tout f € LM?(Q) et tout e > 0, il
existe ¢ € Doo(2) tel que ||f — ¢|| < e.

Preuve.  Vu le premier théoreme d’approximation, il existe une fonction étagée
a dans Q telle que ||f —a| < &/2. 11 existe ensuite M € Ny tel que, pour tout
m > M, on a Ha — Oé*p1/m|| < ¢/2. Comme, pour tout m € Ny, axpy,, appartient
a Doo(R™) et a son support inclus dans I'ensemble supp(a) + {z : [x| < 1/m}, on
conclut aussitot.g

5.10.2 Régularisation d’un ensemble

Voici un important théoreme de régularisation, c’est-a-dire un moyen de construire
des fonctions appartenant & C..(R™) qui valent 1 en tout point d’une partie non vide
E de R™ et se raccordent a 0 de maniere infiniment douce au voisinage de E. Pour

tout r > 0, nous posons
E,={x:d(z FE)<r};
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E, est donc un fermé contenant E et méme la boule {z : |z — y| < r} pour tout
ye k.

Théoréme 5.10.2 Pour toute partie non vide E de R" et tout ¢ > 0, xg. * pe
est une fonction vérifiant

a) Xp. * pe € Coo(R");
| 1 pour tout x € E~,
b) (xm. +pe)(x) = { 0 pour tout x € R™\ Fa;
c) 0 < Xp. *pe < Xro;
d) pour tout a € N, il eziste une constante C,, > 0 ne dépendant que de « telle que

sup | D*(xg, * pe)| < Coell.
xER™

Preuve.  a) est connu car on a yr € L™ pour tout fermé F de R".
b) et ¢). Pour tout z € R”, on a

(XE. * pe) () = / pe(x —y)dy

£

avec
Supp(p6<x - )) - {y : ’QJ - y’ < 8} - E€J Vo e E77

(Supp(pE(‘r - y))) N EE = ®7 Va g E2E7
et

/ p(x —y)dy =1et p.(x —y) > 0.
d) 11 suffit de noter qu’on a successivement
sup |07 (v, + )] = sup | [ o= ) (D%.)(0)
rER™ rER™ n
< [0l dy <= [ g/ dy
n Rn

< el / (Dp)(y/e)] dy < & / D] dya

5.10.3 Théoréme de Stone-Weierstrass dans C ()

Théoréme 5.10.3 Pour tout L € NU {oco} et tout ouvert Q de R™, I’ensemble
des restrictions a € des polynomes est dense dans Cp (), c¢’est-a-dire que, pour tout
f€CrL(Q), tout N € N tel que N < L, tout compact K C ) et tout € > 0, il existe
un polynome P tel que

sup sup|D®f(z) — D*P(z)| < e.
la|<N zeK
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Preuve.  Vu le théoreme de régularisation d’un ensemble, il existe une fonction
¢ € Doo(R™), & support compact inclus dans €2 et prenant la valeur 1 en tout point
d’un voisinage de K.

La fonction g;(z) = 7~/ e~l2* appartient & LY(R"), ne prend que des valeurs
supérieures ou égales a 0 et a 1 pour intégrale.

Des lors la suite (g,,(x) = m™ g1(mx))men, est une unité approchée de convolu-
tion dans LY? et on a

sup sup |gm * D*(¢f) — D*(¢f)| — 0 si m — oo.
|a|<N zeK

Cela étant, il existe une suite strictement croissante (N (k))ren, de Ny telle que

sup sup |D*(gnqy * (¢f)) —D*f| < 1/k, Vk € No.

lo|]<N zeK

Or, pour tout k € Ny, la suite de polynomes

(Pk,mm — N Y (-1 S r:c\%‘)

Jj=0
convergeant uniformément sur tout compact de R™ (en particulier sur le compact

K —supp(p)) vers gn), il existe M (k) € Ny tel que

sup sup ‘(gN(k) — Perviry) * Da(@fﬂ
|04|SN IEEK

< sup |gN(k)(:U) — Pk,M(k)($)| - sup [[D*(¢f)ll;
z€K —supp(yp) la| <N

soit majoré par 1/k. Au total, on a alors

2
sup sup |D°‘(Pk,M(k) *x(¢of)) — Do‘ﬂ < o V ke N,
la|<N zeK

d’ott la conclusion car les fonctions Py ax) * (¢ f) sont bien str des polynomes.y

5.10.4 Approximation dans L?((2)
Proposition 5.10.4 Pour tous f € LY?(R") et € > 0, il exviste N € Ny et des
fonctions @j € Doo(R) avec j =1,...,netk=1,..., N telles que

<e.

Hf(x) - Z P1E(T1) - Pn k(@)

Si, de plus, le support pp de f est inclus dans €21 X - -+ X €, ot les ensembles €1y,
..., 8, sont des ouverts bornés de R, on peut exiger en outre que, pour tout j < n
et tout k < N, le support de @;, soit inclus dans €;.
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Preuve.  On sait qu’il existe ¢ € Do (R™) tel que ||f — ¢|| < € et que, si le
support pp de f est inclus dans €y x - - - X §2,,, on peut en outre exiger que le support
de ¢ soit inclus dans cet ouvert également.

Pour conclure, il suffit alors bien stur de prouver la proposition dans le cas ou f
est un élément ¢ de D (1 X - -+ X Q).

Désignons par K le support de ¢. Il existe alors des compacts K7 C €y, ...,
K, C Q, tels que

KCK{x---xK,CQ x--x£,

et des fonctions 11, ..., ¥, € Dy (R) telles que
0 <v; < xo,
Yi(z) =1, Vo e K;
supp(y;) C €

pour tout j =1, ..., n.
Vu le théoreme de Weierstrass, il existe une suite (P, )men, de polyndomes sur R"
qui converge uniformément sur le compact K’ = 2 x - -- x €2, vers ¢ donc telle que

9a(1) = aln) Pra() = (2)
et par conséquent telle que

lo(z) = hr(@1) - - Un (@) P () || — O

alors que les fonctions ¢y (x1) - - - ¥ () Pp(x) sont bien sir du type exigé.y

5.11 Criteres d’annulation presque partout

Proposition 5.11.1 a) Si f € LY(R") est tel que fxf* =0 pp, alors on a f =0
pp-
b) Si f € L*(R") est tel que f* f* =0, alors on a f =0 pp.

Preuve.  b) De fait, f x f* est une fonction continue sur R” et on a

0= ()0 = [ fen = [ 117 de

n

a) De fait, on a fx f* € L! et, pour tout € > 0, p. = p: € L' et fxp. € L? donc

0= (f > f") x (pex p2) = (f % pe) * (f % pe)”™ pp

et, par conséquent, fxp. = 0 pp vu b). D’ou la conclusion car on a f*p. — f dans
Llsie — 04
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Proposition 5.11.2 Si [ est une fonction intégrable sur R™ pour laquelle il
existe un entier M € Ny tel que ¥M_, f =0 pp, alors f est égal a 0 pp.

Preuve.  Pour M = 2, comme on a

(gxg)*x(g*9)* = (9% g*)*(g*g*)* ppsur R", VgeL'

on obtient de suite f* f* =0 pp sur R” au moyen de deux applications successives
de la partie a) de la proposition précédente.

Pour conclure, il suffit alors de noter que
a) pour tout entier M pair égal a 2M’ avec M’ > 2, on a

*%:1f = <*£\n/[l:1f> * (*%;f)
donc +M" f =0 pp,

b) pour tout entier M impair égal a 2M’ + 1 avec M’ > 1, on a

G f) o f = (50 ) % (i)

M+1

donc *,, =0 ppa

5.12 Extension du produit de convolution

Définition.  Soit  un ouvert de R"™. Pour tout f € LP dont le support
supp,,(f) est inclus dans {z : [z| < R} avec R > 0 et tout g € Li (Q), il est clair
qu’on a

f@ =y) - (9xa)(y) € L'(R")
pour presque tout © € Q_p = {t:d(t,R"|\ Q) > R} et méme pour tout = € Q_g
si on a r = oo. On convient alors de parler du produit de convolution sur Q)_g de f
et de g, et d’introduire la notation (f * g)|q_, par

(f*9)|a_,(x /fx— y)dy, Yz e _g.

On obtient bien str de suite les résultats suivants.
Proposition 5.12.1 Soient 2 un ouvert de R" et R un nombre strictement
positif.
a) Pour tout f € L{ () et tout g € Cr(R™) dont le support est inclus dans
{z:|z| <R}, ona(fxg)la_,€CL(Q_g) et

Da(f*g)|Q—R = (f*Dag)’Q—R
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pour tout v € N tel que |o| < L.
b) Pour tout f € LY(R™) dont le support pp est inclus dans { z : |x| < R} et tout
g € CL(Q), on a (f*g)|QiR S CL(Q,R) et

Da(f*g)|97R = (f*Dag)leR

pour tout o € N™ tel que |oo| < Ly

Proposition 5.12.2 Soit g un élément de L}, (R") tel que g > 0 pp sur R™ et
lgll; = 1. On sait alors que la suite (gm)men, définie par g, (x) =m" g(mx) pp sur
R™ est une unité approchée de convolution. Pour tout ouvert Q de R™, tout compact
K inclus dans Q et tout f € Cp(Q), il existe M € Ny tel que, pour tout m > M,

(f * gm)|w soit défini sur un ouvert w contenant K et soit méme tel que

Da(f*gm)b?Daf sim > M et m — oo.

Preuve. 11 suffit de noter que, si on pose R = d(K,R™\ ©)/2, on peut prendre
w = €)_g a condition de choisir M tel que

1
SUPDPy, (gm) = — supbpy(9) C {@ : |z < B}, Vm > My

5.13 Partitions D, de "unité

Définitions.  Soit F une partie non vide de R™.

Une partition de l'unité sur E est un ensemble { f; : j € J} de fonctions positives
sur F telles que, pour tout x € E, la série ) ies [i (x) converge vers 1. Ceci exige a
priori que, pour tout z € E, {j € J: f;j(x) > 0} soit un ensemble dénombrable.

Une partition de 'unité { f; : j € J} sur E est
a) dénombrable si J est dénombrable;

b) continue si chacun des f; est continu sur E;

c) localement finie si tout © € E est le centre d'une boule b telle que le nombre
de f; non identiquement nuls sur b N E soit fini—on dit aussi alors que les f; sont
localement finis.

Si E est un ouvert {2 de R”, une partition de I'unité { f; : j € J} est Cp, (resp.
Dy) sur € si chacun des f; appartient a Cr(€2) (resp. D (€2)).

Remarque.  Formulons quelques remarques, aisées a établir.

a) Si les fonctions f,, sont positives sur E et si la série Y | fm(x) converge pour
tout x € E vers un nombre > 0, alors 'ensemble { f} : m € Ng}, ou f;¥ est défini sur E
par

) = fnle) | S he), ¥z,
k=1
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est une partition dénombrable de I'unité sur E. Si, en outre, les f,, sont continus et
localement finis sur E, { f; :m € Ny} est une partition dénombrable, continue et locale-
ment finie de 'unité sur E. Enfin si, en outre, F est un ouvert 2 de R" et si les f,,
apartiennent a Cr(Q) (resp. Dr(€2)) avec L € NU {oco} et sont localement finis sur €2,
alors { f : m € Ny} est une partition dénombrable, localement finie et Cr, (resp. Dz) de
I'unité sur €.

b) Si { f],:m € Ny} est une partition (resp. une partition continue ou localement
finie) de I'unité sur une partie non vide E’ de R™ et si { f/ : m € Ny} est une partition
(resp. une partition continue ou localement finie) de I'unité sur une partie non vide E”
de R, alors {fj’(a:’) ") 5,k € NO} est une partition (resp. une partition continue
ou localement finie) de I'unité sur E = E’ x E”. On a aussi un énoncé analogue pour les
partitions Cy, ou Dy, si E' et E” sont ouverts.O

Exemple. L’espace R" admet une partition dénombrable, continue et locale-
ment finie de l'unité au moyen de fonctions a support compact.

Vu la remarque b), il suffit d’établir que R admet une partition dénombrable,
continue et localement finie de I'unité au moyen de fonctions a support compact.
Pour tout m € Z, introduisons la fonction f,, sur R par

fm = inf{1,3d(z,R\|m — 1/3,m +4/3|)}.

Ces fonctions f,, sont positives et continues sur R et f,, a pour support 'intervalle
[m —1/3,m + 4/3]. 1l est alors aisé de voir que les fonctions f; définies dans la
partie a) des remarques précédentes conviennent.

Nous allons généraliser I’exemple précédent au cas d’un ouvert quelconque de R™
et des partitions D..

Théoréme 5.13.1 A tout recouvrement ouvert { Q, : aw € A} d’un ouvert Q) de
R™, on peut associer une partition Dy et localement finie de 'unité sur €2 au moyen
de fonctions dont le support est un compact inclus dans un des ouverts du recouvre-
ment.

Preuve.  Soit { z,, : m € Ny} une partie dénombrable dense de 2.
Pour tout m € Ny, il existe o € A tel que x,, € Q,. Des lors,

rm =sup{p>0:3Ja € A tel que b(z,;p) C Qu}

est un nombre strictement positif pour lequel il existe o, € A tel que b(z,,; 2r,,/3) C
Q-
Etablissons que U°_,b(x,; 7 /2) contient €. De fait, pour tout = € €2,

r. =sup{p>0:3Ja € A tel que b(x;p) C Ny}
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est un nombre strictement positif pour lequel il existe a, € A tel que b(x; 5r,/6) C
Q,,. Cela étant, il existe un entier m tel que |z, —z| < 7,/6, ce qui implique
2r,/3 < ry donc |z, —x| < 7p/4, ce qui suffit et donne méme b(z;7,/6) C
b(Zp; 7 /2).

Pour tout m € Ny, nous savons qu'il existe ¢ € D (R"), a valeurs > 0, égal
a 1 sur b(zp;7,/2) et a 0 sur R™ \ b(z,,; 2r,,/3). 1l s’agit donc d'un élément de
Do (Qa,,)-

Cela étant, la suite (¢, )men, définie par

{ (1 ©1,
Umyr = (I—¢1) (1 = 0m)Pmer, ¥m € Ny,

convient car

a) on a Uy, € Doo(Q2), supp(¢,) C Qa,, et ¥y, > 0 sur Q pour tout m € Ny.
byona+- -4+, =1—(1—¢1) (1 —¢y) pour tout m € Ng. Pour m =1,
c’est trivial. De plus, si ¢’est vrai pour m =1, ..., k, c’est aussi vrai pour m = k+1
vu que

Uit P =1—(1=@1)- (1 =) + (L= @1) - (1 = r)prs.

c)ona(x)+ -+ Yn(r) =1 pour tout z € UL, b(zx; ri/2). De fait, pour un tel
point z, il existe un premier entier kg < m tel que |z, — x| < 74,/2, ce qui implique
Vkor1(x) = 0 pour tout I € Ny, donc

D1(x) + -+ (@) = ha(@) + -+ Py (2)
=1=(1=@(@))-- (1= pp(2) = 1.

d) pour tout = € €2, il existe un premier entier m tel que b(z;7,/6) C b(X;7m/2)
donc tel que ¥, = 0 sur b(z;r,/6) pour tout k € Ny

Présentons un complément utile a ce dernier résultat.
Définition. Un fermé F' de R" est régulier si F' = F°~.

Proposition 5.13.2 Pour tout ouvert non vide Q2 de R", il existe une suite
(Kp)men, de compacts réguliers tels que K,, C (K,y1)" ait lieu pour tout m € Ny
et que | J oy K, = QU

En particulier, pour tout compact K C €, il existe m € Ny tel que K C K,,°.

Preuve.  Sion a 2 =R", il suffit évidemment de poser

Knp={zeR":|z| <m}, VmeN,.
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Si Q differe de R™ et de (), posons
Qp={z:|z| <m,d(z,R"\ Q) >1/m}, Vm e N,.

On sait qu'il existe alors un entier my tel que Q,,, # (). Cela étant, établissons qu’on
peut poser K, = (Qy,+m)  pour tout m € Ny. On voit sans peine que les €2, sont
des ouverts non vides, bornés et tels que

Qm C (Qm)_ C Qm+1, Ym > my,
donc que les K,, sont des compacts non vides, emboités en croissant et tels que
K,, C Qm0+m+1 C (Km+1)o, vm € Nj.

De plus, on a évidemment

Q:GQmC GKmCQ
m=1 m=1

et des lors, pour tout compact K C €, il existe m € Ny tel que K C €,,, donc tel
que K C K,,. Pour conclure, il suffit alors de noter que, pour tout ouvert w, on a
w = w_o_.|

Proposition 5.13.3 Si les K,, désignent les compacts de la proposition précé-
dente, il existe une suite (v, )men, de Doo(Q2) telle que

supp(a) € Ky, supp(as) C Ky et supp(an) C Ky \ (Konoa)® sim > 3,
qui constitue une partition Do de 'unité sur 2.

Preuve. 11 suffit de considérer le recouvrement ouvert de €2 déterminé par les
ouverts

O = (1), Qs = (K3)°, et Qo = (Kpio)” \ Ky Ym e Ny

et de prendre successivement pour

oy la somme des fonctions ¢; du Théoreme 5.13.1 dont le support est inclus dans
(K 1)07

oy, la somme des fonctions ¢; du Théoreme 5.13.1 dont le support est inclus dans
,, et qui n’ont pas encore été retenues.y

A ce stade, il est bon de donner un complément d’information sur les recouvre-
ments.
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Définitions.  Un recouvrement ouvert { Q, : a € A} d’une partie E de R™ est
localement fini si tout point © € E est le centre d’une boule qui ne rencontre quun
nombre fini de €2,. De plus, une famille { Q;:8¢€ B} d’ouverts est un recouvrement
plus fin que {Q, : o € A} si, pour tout 8 € B, il existe a € A tel que Q) C €, et
si { Q,:8eB } est un recouvrement de E.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 5.13.4 A tout recouvrement ouvert d’un ouvert de R™, on peut
associer un recouvrement ouvert, plus fin, dénombrable et localement fini.

Preuve.  Soit {2, : @ € A} un recouvrement ouvert de 'ouvert 2 de R™.

a) *Comme R" est un espace de Lindel6f,* nous savons déja que nous pouvons ex-
traire un recouvrement dénombrable de { 2, : @ € A} (cela résulte aussi directement
de la proposition précédente); soit { €2, : m € Ny} un tel recouvrement.

b) Nous savons également qu’il existe une suite (7, )men, de nombres strictement
positifs, croissante vers oo et telle que les ensembles

Kp={z:|z|<rpy,dz,R"\Q)>1/r,}, VYmeN;

soient des compacts non vides et constituent un recouvrement de €2 tel que, pour
tout compact K C €, il existe m € Ny tel que K C K,,.
¢) Comme {Q,, : m € Ny} est un recouvrement ouvert du compact K, on peut
en extraire un recouvrement fini: il existe donc M; tel que K1 C QU --- U Qyyy.
Posons
Wy, = Q81 m < M.

Cela étant, pour k > 2, déterminons des entiers My, et des ouverts w,, (My_; <
m < M) au moyen de la récurrence suivante.
Si My, ..., My_q sont déterminés,

{wm :m < M} J{Qm \ Koy :m > My}

constitue un recouvrement ouvert du compact K et on peut en extraire un recou-
vrement fini: il existe donc M > M;_; tel que

Kk Cwi Y- Uu)M,%l U (QM;C,1+1 \ Kk,1> u-.--u (QMk \Kk,1>.

Posons alors
Wy = Qm \ Ky 181t M1 <m < M,.

d) L’ensemble { w,, : m € Ny} convient.
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De fait, w,, est ouvert et inclus dans €2, quel que soit m € Ny et tout x €
est le centre d’une boule fermée b incluse dans 2: cet ensemble b est compact, donc
inclus dans un des compacts K,,, soit b C K,,,. Cela étant, aucun des w,, d’indice
m > M,,, ne rencontre b car il est disjoint de K,,,, alors que { w,, : m € Ny} constitue
un recouvrement de K,,,, donc de by

Cela étant, voici une autre preuve du Théoreme 5.13.1.

Lemme 5.13.5 (Lebesgue) Si le compact K est inclus dans l'union finie des
ouwverts Qq, ..., Qu, il existe r > 0 tels que les ouverts

Q—r ={z:d(z,R"\ Q) >7r}, (1<m<M),
constituent encore un recouvrement de K.

Preuve.  Si ce n’est pas le cas, pour tout entier [ € Ny, il existe un point
r; € K n’appartenant pas a U%;lQm,—l/l De la suite (x;);en,, on peut alors extraire
une sous-suite convergente; soit (zx())ien, une telle sous-suite et désignons par g
sa limite. On a donc xy € K et il existe r > 0 tel que la boule fermée b de centre
xo et de rayon r soit incluse dans un des ouverts, soit €2,,,. Mais alors, pour [
suffisamment grand, on a }xk(l) — $0| < 1/2 et xy) appartient & €, _,/2. D’ot une
contradiction.g

Théoreme 5.13.6 A tout recouvrement ouvert d’un ouvert Q de R™, on peut
associer une partition Do, et localement finie de ["unité sur 2 au moyen de fonctions
dont le support est un compact inclus dans un des ouverts du recouvrement.

Preuve.  Reprenons les notations de la proposition précédente.
Le compact K5 est inclus dans 'union finie des ouverts

(K3)" Nwm,  (m < My).
Il existe donc r > 0 tel que K5 soit inclus dans I'union des ouverts
(K3)" Nwn)_,,  (m < Ma),
en recourant au lemme et a ses notations. Les fonctions
1
fr(n) = X((K3)°Nwm) _g,/4 X Pr/4s (m < Ms),

appartiennent a Do (R") et sont nulles sur R™ \ ((K3)" Nwy)_, j, donc ont leur
support compact (car inclus dans K3) et inclus dans wy,, et, pour tout x € K, il
existe m < M, tel que f3)(z) > 0.
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Fixons k > 2. Le compact K1 \ (K})° est inclus dans I'union finie des ouverts
(Krr2)” Nwm) \ Ki—1, - (m < M),
Il existe donc 7’ > 0 tel que K1 \ (K%) soit inclus dans 1'union des ouverts

(Kit2)" Nwm) \ K1) oy (m < Myyq).

Les fonctions

k
f7(n) = X(((Kk+2)°ﬁwm)\Kk—l),gﬂ./M * Pr /4 <m < Mk+1)’

appartiennent a C,(R™). Comme elles sont identiquement nulles sur ’ensemble
R\ ((Kkt2)" Mwm) \ Ki-1)_,. 5, elles ont leur support compact (car inclus dans
Kjy2) et inclus dans w,,. De plus, pour tout z € Ky, 1 \ (K3)°, il existe m < M,y
tel que f,(ff)(x) > 0.

k)

Les fonctions {121 ainsi obtenues permettent de résoudre le probleme en recourant
(k)=

aux fonctions fp,’ de la premiere remarque car
a) les £ appartiennent & Do (R™),
b) chaque f,(r]f ) a son support inclus dans w,,, donc dans un des ouverts de départ,

c) les fr(f ) sont localement finis car les seules fonctions pouvant différer de 0 sur K;
sont celles d’'indice supérieur k£ < j et pour chaque indice supérieur k£, nous n’avons
introduit qu'un nombre fini de fonctions (inférieur & M),

d) pour tout z € Q, on a x € K, ou il existe un entier k > 2 tel que z € Kj11\ (K%)°,
donc il existe £ tel que £ (x) > 04



Chapitre 6

Transformation de Fourier dans L!

6.1 Définition et généralités
Définitions.  Pour tout f € L}(R") et tout y € R™, les fonctions
ei<x,y>f(x) et e—i<x,y>f(x)

sont intégrables sur R"™ et le module de leur intégrale est majoré par ||f||. Cela
étant, la transformation positive F+ et la transformation négative F~ de Fourier
dans L! sont les applications

FHL'—=L>® f+—— e~ f(x) du,
R"
F L' =L> fr— e < f(z) da.
]Rn
La valeur en y € R™ de F* f (resp. F~ f) est le plus souvent notée .7 f (resp. F, f)
et si une notation explicite est souhaitable, on écrit

F. ., f pour / &'<Y f(2) dw (resp..ﬂ__)yf pour / e STV f (1) d:c) .

De plus, si une propriété est valable pour F* et F~, on écrit le plus souvent F=*
et on a deux énoncés en un, plutdt que de recourir a la formulation “(resp. ...)”.
Enfin, en y = 0, les deux transformations sont égales: les signes + et — sont donc
inutiles; on pose donc Fyf = [p, f(x) dx.

Remarques.  a) Une fonction f mesurable sur R™ est intégrable sur R" si et seulement
s'il existe y € R” tel que e™<¥¥> f(x) soit intégrable sur R™ car les fonctions

f(.%') — eq:i<z,y>e:ti<x,y>f(x) et e:l:i<:c,y>f($)
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sont simultanément intégrables sur R".

b) Si fi, ..., fn sont des fonctions intégrables sur R et si on définit f pp sur R™ par
f(z) = fi(x1) -+ fu(zn), alors f est une fonction intégrable sur R™ et on a

+, ot +
fyf*fylfll"fynfn'
Autrement dit, si f € L'(R") est & variables séparées, F * f est aussi & variables séparées.

(A Texercice de la page 119, on établit la réciproque de cette propriété.)
¢) Pour tout f € LY(R"), on a bien siir

FE =T f=F  f=Fr _ fet FEf =FFf=F*f"

d) Pour tout f € L'(R") et tout changement de variable linéaire x = Az’ + a de R"
sur R”, on a
eiz’<x,A_1a> _—
Fogral = Facy ety T4

eﬂFi<A*1a,y>

|det(A)]

et
FE f(Az+a)=

r—Y

+
};—M@Jyflj

Exercice. Si f € LY(R") est non nul et tel que f > 0 pp, établir que, pour tous
JeNgetxy, ...,z eR" ona

J J
Y ¢@Fs [ 20, VeeC™

j=1k=1

Suggestion.  Pour tout ¢ € C", on a effectivement

J J
Z ZCj@fi._mkf = f(y) che%”jy dy > 0.0

2
J
=1 k=1 R j=1

6.2 Propriétés fondamentales

Le but de ce paragraphe est d’aboutir au théoréme fondamental suivant: la trans-
formation de Fourier F* est un opérateur linéaire continu de L}(R") dans CJ(R™),
de norme égale a 1 et réalisée. (Au paragraphe 6.5, nous établissons en outre que
cet opérateur est injectif.)

Théoréme 6.2.1 a) Pour tout f € L*(R™), F£f est une fonction uniformément
continue sur R™.
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b) Théoréme de Riemann-Lebesgue. Pour tout f € R", F*f tend vers 0
a l’infina.
c) L'opérateur F£: L1(R") — CY(R") est linéaire: on a
J J
F* <Z ¢ fj> => ¢ Ftf
i=1 j=1

pour toute combinaison linéaire d’éléments de L'(R™).

d) Pour tout f € LY(R™), FXf est une fonction bornée sur R"; on a méme

sup |75 f| = |75 f||, < IfIl, VF € LYRY).
yeR”

—alz|?

e) Pour tout a > 0, la fonction e appartient ¢ L*(R") et est telle que

Tt gall? _ (Z)”/ ? oI/ (4a)

2
= ()" = et
00 a

Preuve.  a) De fait, pour tous y, h € R”, on a

et

+ —alz|?
H}"x_we

. .

P f—Frf| =

/ e:ti<x,y> . (e:ti<ac,h> . 1) . f(flf) dr
R

< / |e:|:i<x,h> _ 1| . |f(ZL’)’ dzr.

Pour conclure, il suffit alors de noter qu’une application directe du théoreme de la
convergence majorée établit que

/ ‘e:l:'i<113,hm,> _ 1| . |f(x)| dr — 0sim — oo

pour toute suite (A, )men, tendant vers 0 dans R™.
b) Fixons € > 0. Il existe alors n > 0 tel que

bl <n=lf(+h) = Ol <2

Cela étant, nous allons établir que, pout tout y € R" tel que |y| > /n7/n, on a
|fjf{ < g, ce qui suffit pour conclure. Or, pour un tel point y, il existe 7 < n tel
que |y;| > 7/n donc tel que

fyif = —/ eHI<TY> £y 4 56]') dx’
" J
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en recourant au changement de variable linéaire © = 2’ + (7/y;)e;. Par conséquent,
il vient

7ot =g | [ ) = o+ T
<3 o - s Ze| <

¢) est immédiat.
d) est connu.
e) De fait, on a successivement

n

1/2
]_—ﬁ: —ala|? H/ (cos(z;y;) + isin(x;y;)) de; = H( ) oY /(a) |

J=1
Insistons sur la conséquence suivante de d).

Corollaire 6.2.2 Si la suite (fi)men, converge dans LY(R™) vers fo, alors la
suite (FEf)men, converge uniformément sur R™ vers F=~ foq

6.3 Propriétés liées a la dérivabilité

Théoréme 6.3.1 Pour tout f € Cp(R") tel que D*f appartienne a L' (R™) pour
tout o« € N" tel que |a| < L, on a

Fy(Df) = (Fiy)™ - (Fiya)™ F f

en abrégé
Fy (D) (Fiy)™ Fy f
pour tout v € N" tel que || < L.
En particulier, chacune de ces transformées de Fourier est uniformément con-
tinue sur R™ et tend vers 0 a l'infini.

Preuve.  Une récurrence aisée établit qu’il suffit de démontrer que, pour tout
f € Ci(R™) tel que f € L'(R") et tout k < n tel que D, f € L'(R"), on a F, D, f =
TFiye F f-

Pour presque tout (z1, ..., [z], ..., z,) € R"™1 vu le théoréme de Fubini, la
fonction e*'<*¥>D, f(z) est intégrable sur R. De plus, le théoréeme d’intégration par
parties donne

+oo
/eiz’<x,y>Dkf<x> da), = eii<x,y>f($) T iy, / eii<x,y>f(g;) dzy,
R > R
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car l'intégrale du second membre a un sens. Le terme intégré vaut alors 0 car si
une fonction intégrable sur R admet une limite en +o00, cette limite est nulle. La
conclusion s’ensuit aisément.g

Remarque.  On peut aussi établir que si f, g € L*(R) sont tels que f;g = —iyf;f,
alors on a f(z) = — f;oo g(t) dt pp sur R.O

Théoreme 6.3.2 Si f est une fonction mesurable sur R™ telle que
2 f(z) € LY(R™), Va € N" tel que |a] < L,
alors FEf appartient ¢ Cr(R™) et vérifie
Foy(@®f(2)) = (FiD,,)™ -+ (FiD,, )" F, f
pour tout v € N tel que || < L.

Preuve.  De fait, ]--yi f est une intégrale paramétrique qui appartient a Cr(R")
et qu’on peut dériver sous le signe d’intégration vu que

a) eFi<®Y> f(x) appartient & Cy (R™) pour presque tout r € R",
b) D& (e <*¥> f(x)) = (Fizy)* - - (Fiz,)*re™<"¥> f(z) appartient & L'(R") pour
tout y € R™ et tout a € N” tel que |a| < L,
c¢) pour tout compact K de R" et tout v € N” tel que |a] < L, on a
sup |D;(eﬂ<$’y>f(x))| = [2°f(z)| € L*(R") 4

yeK

6.4 Propriétés d’intégrabilité

Remarque.  En général, F* f n’est pas intégrable. Ainsi, pour tout a > 0, X]—a,af €St
certainement une fonction intégrable sur R. Cependant

Fy X -aa] = / cos(zy) dx = 2 sin(ay)
—a y

n’est pas intégrable sur R sinon

sin(y —m/2) _ cos(y)

y—m/2  y—7/2

serait intégrable en 400 donc aussi cos(y)/y et par conséquent

sin(z) - cos(z)

sin(x) +

cos(z) = -

serait intégrable en 400, ce qui est contradictoire.O]
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Voici cependant deux cas particuliers fort intéressants ol 'intégrabilité de F= f
est assurée.

Proposition 6.4.1 Si f € L' NL*® est tel que F¥f >0, FXf est intégrable.

Preuve.  Cela résulte d’une application du théoreme de la convergence mono-
tone a la suite

(fm(y) = :F;:f e ™/ )mENO :
a) chaque f,, est continu et majoré par la fonction intégrable ||f|, - exp(— |y|* /m)
donc est intégrable,
b) en tout y € R™, la suite (fm(y))men, croit vers Fy f,

c) la suite des intégrales des f,, est majorée car, pour tout m € Ny, on a successive-
ment

) dy = [ dy [ e o) e
]Rn n n

= f(z)- F= eI /m gy
Rn

y—
= (mm)"/? : fla)e ™ M de < (2m)" | f| 0

(pour établir la deuxieme égalité, on utilise d’abord le théoreme de Tonelli pour
obtenir que la fonction exp(£i < z,y > — |y|* /m) - f(x) est intégrable sur R?", puis
le théoreme de Fubini).y

Remarque.  Le résultat précédent peut étre amélioré de la maniere suivante: si f €
LY(R™) est borné sur un voisinage de lorigine et tel que F¥f > 0, alors FEf est intégrable
sur R™. Soient R, C' > 0 tels que | f| < C pp sur la boule { z : |z| < R} de R™. On procede
alors comme dans la preuve précédente jusqu’a obtenir

Fm(y) dy = (mm)™? | f(a) e~™lel/4 gy
R RN

et on remarque que cette expression est majorée par

C(mm)™? /

le|<R

2n
o~ /4 g 4 ()" / | f ()] % dr
|z|>R mn/ ‘£C|

donc par C(27)" + S(2y/7/R)™ || f|;, si on pose S = sup { t"/2e~t : ¢t > 0}.0

Proposition 6.4.2 Si toutes les dérivées D*f d’ordre |a| < L de la fonction
f € CL(R) sont intégrables sur R™ et si on a L > n, alors F*f est intégrable sur
R"™ et il existe méme une constante C' > 0 telle que

[l <

<~ WeRr~
1+ [yl*
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Preuve.  Etablissons d’abord que, pour tout M € Ny, il existe Cyy > 0 tel que

2 <Cy ) 2], VzeR™

|a|l=M

De fait, la fonction >_,,_, |z°| est continue sur R" et strictement positive sur le
compact { z : |x| = 1}. Si on pose

ry = inf Z |z,
|z|=1

|a|l=M

on voit de suite que Cy; = 1/7), convient.
Cela étant, il existe C' > 0 tel que

A+ y") - |FEf < 1+C > ol - |75 Wy eR™

laj=L

Comme les fonctions (Fiy)*F; f = F;5(D*f) sont bornées sur R™ pour tout a € N”
tel que || < L, il existe donc €' > 0 tel que |Fff| < C'/(1+ ly|™), ce qui suffit.y

6.5 Propriétés remarquables
Théoréme 6.5.1 Pour tout J € Ny et tous fi, ..., f; €LY, ona

FE(froeenfr) = FEfie o - FEfy.

Preuve.  Une récurrence aisée ramene tout le probleme au cas J = 2. Or, pour
tous f, g € L', une application directe du théoréme de Tonelli établit que, pour
tout y € R™, la fonction e*<2¥> f(t)g(x — t) est intégrable sur R?". Des lors, en
recourant au théoreme de Fubini, il vient

}"yi(f *xg) = / eFIU> £ (1) dt/ YT g — t) do

n n

et on conclut aussitot au moyen du changement de variable ' = x — t g

Proposition 6.5.2 * Si la fonction h est holomorphe sur b = {z € C: |z| < R} et
vérifie h(0) = 0, alors, pour tout f € LY(R) tel que ||f|| < R, il existe g € LY(R) tel que
hoFtf=Ftg.
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Suggestion.  Par hypothese, il existe des ¢ € C tels que Y - cx?* =k ccp h(z) donc
tels que > 72, ck(}”rf)”?gh o FTf. Lasérie Y ;- ck(*é?:lf) est de Cauchy dans L! et sa

limite g vérifie
K K
Fro= Jim S ek (4af) = Jim D oaFAt <o L
k=1 k=1

*Dans le méme genre de résultats, on peut aussi établir que si h est une fonction
holomorphe sur le domaine V C C, alors, pour tout f € L}(R) tel que F, f € V pour tout
x € [a,b], il eviste g € LY(R) tel que F,Fg = ho F,\ f pour tout = € [a,b]. En particulier, si
f € LY(R) vérifie F.f f # 0 pour tout x € [a, b, il existe g € LY(R) tel que Frg = 1/(F,]f)
pour tout x € [a,b]. (Cf. [2], pp 65-68)*

Théoréme 6.5.3 (Transfert) Pour tous f, g € L', on a

f-figdxz/ g-F*fdz.

n

R
Preuve.  Comme la fonction e*<*¥> f(x)g(y) est intégrable sur R*" c’est une
conséquence directe du théoreme de Fubini.g

Théoréme 6.5.4 (Fourier) Si f € L' vérifie F*f € L, alors on a
FYFEf = (2n)"f pp sur R™.
Preuve.  Vu la formule

FE gall? _ (E)”ﬂ o/ yo s o

il est immédiat que, pour tout k& > 0, I’énoncé s’applique a la fonction exp(—k? |1:|2)
A partir de gi(x) = 72 exp(— |z|*), on vérifie de suite qu’on peut définir une

unité approchée de convolution (g,,(z) = m"g;(mx))men,. En particulier, on a

a) f*gm — f dans L1,

b) gx gm =rn g pour toute fonction g uniformément continue et bornée sur R donc

pour g = FTF*f.

Cela étant, il vient successivement
@2m)"(f * gm)(2) = (fx FTF gm)(@) = | f(y) - FL,F gmdy
R”

= | f)  Fo (€T Frgn)dy = | Fyf-eT <" Fr g, dy
R™ R»

= / Firy (T FE ) - gim(y) dy

N / FEFE - gm(y) dy = (FTFf) % gm) (2)
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et on conclut aussitot en recourant au fait que, de toute suite convergente dans L!,
on peut extraire une sous-suite qui converge pp vers la méme limite (on a utilisé le
théoreme de transfert pour obtenir les quatrieme et cinquieme égalités).y

Corollaire 6.5.5 a) L’opérateur F* : LY(R") — C5(R") est injectif.

b) Si f € L est tel que FXf € LY, alors f est égal pp sur R™ a une fonction
uniformément continue, bornée et tendant vers 0 a Uinfini. De plus, on a || f||, <
2m) " |1,

c) Si la fonction f est intégrable sur R™, continue a l’origine et telle que F*f
appartienne a L et soit > 0, alors on a

F0) = Iflle = @m) ™ | FE £,

d) Une fonction f € L' est paire (resp. impaire) si et seulement si F*f est une
fonction paire (resp. impaire).

Preuve. a) De fait, si f € L! vérifie F£f = 0, on a bien siir les égalités
0=FF0=(2m)"f pp.

b) C’est trivial car on a f = (2m) " FFTF*f pp.

c) résulte aussitot des inégalités suivantes

1£0)] < I flle < )~ || FEE,
<@m)" [ FEfde=2n) " FFEf = f(0).

d) Dans le cas de la parité, par exemple, cela résulte aussitot de ce que
Fif=Ff=F(f =D

Exercice. FEtant donné f € LY(R™) avec n > 2, établir que F¥f est a variables
séparées si et seulement si f est a variables séparées.

Suggestion.  La suffisance de la condition est connue; établissons sa nécessité. Soit
d la fonction p;; définie a 'exemple fondamental c¢);) du paragraphe 5.6 et, pour tout
e > 0, posons 0.(x) = d(x/e) /(€™ ||d]|;) pour tout z € R™. II est alors clair que (d:)e>0
est une unité approchée de convolution constituée de fonctions a variables séparées. Cela
étant, pour tout m € Ng, F*f - Fiél/m = FE(f % d1/m) est une fonction intégrable et a
variables séparées. Vu le théoreme de Fourier, pour tout m € Ny, la fonction intégrable
J % d1/m est & variables séparées. Des lors, comme la suite f x4y, converge dans LY(R")
vers f, il en existe une sous-suite qui converge pp sur R" vers f et f est donc a variables
séparées, vu l'exercice de la page 58.0
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Exercice.  Lopérateur F*: LL(R") — CJ(R") n’est pas surjectif.

Suggestion.  Nous allons établir cette propriété dans le cas n = 1; son extension au
cas général résulte aussitot de I'exercice précédent.
Bien sur, la fonction

1/In(y) si e<y
g R—-R;, y—< yle si 0<y<e

—g9(~y) si y<O0

est uniformément continue sur R et tend vers 0 a I'infini. De plus, pour tout r > e, on a

"9 g [T W e
/e ydy_/e yngy) ~ )

et cette quantité tend vers o0 si r — +o00. Si la fonction impaire g est la transformée de
Fourier de f € L'(R), f est une fonction impaire également et on a

R r* R +0o0
/ v/ dy = 21’/ ! ( (z) sin(zy) da:) dy
e Yy e Y 0

— 2i /0 = F(x) < / jx Siny(y) dy> dx

(pour obtenir la derniere égalité, on a appliqué les théoremes de Tonelli et de Fubini).

Comme la fonction .
h: [0, 400, / sin(y) dy
0 Yy

est continue sur [0, 400, vaut 0 en 0 et converge vers 7/2 si y — +00, il existe C' > 0 tel
que |h(t)| < C pour tout ¢ > 0 donc tel que

/Rfjfdy
e Y

<20 ||f]l -

D’ou une contradiction.O

Théoréme 6.5.6 (Parseval) a) Si f, g € L! sont tels que F*f € L, alors
FEf - F*g est intégrable et on a

FHFf-Frg)=@2n)" f*g sur R
donc
Frf. - FEgde = (2n)" fgdx.
RTL R"L

b) Pour tout f € L' NL? (ce qui a lieu pour tout f € L*N1L>), on a

FEfel? et [|FEf|, = @n)2 ||,



6.5. Propriétés remarquables 121

De plus, pour tous f, g € LN L2, on a

Frf -Frgell
FHFEf-Frg) = 2n)" fxg sur R"
Jon FEf - Frgde = (2m)" [g. fgdx.

Preuve.  a) La fonction f * g est intégrable sur R™ de méme que la fonction
FE(fxg) = F£f - F*g, comme produit d’un élément de L' par un élément de L.
Des lors, on obtient

FHFEf - Frg) = FTF(fxg) = (27)" [ xg pp sur R

vu le théoreme de Fourier, donc partout sur R car f x g est continu sur R” comme

produit de convolution de f € L* par g € L*. La deuxiéme formule s’obtient de

suite en appliquant la premiere en 0 pour f = f et ¢ = g*; on peut aussi ’obtenir

directement en appliquant successivement les théoremes de transfert et de Fourier.
b) La fonction F*f est bien siir mesurable sur R" et vérifie

FEP = FE = PR R = FE A ).

Comme fxf* apartient & L*NL*> et vérifie F=(f x f*) > 0, FE(f x f*) est intégrable
sur R". Au total, on a bien F*f € L2 et

1F= 11l = FoF=(f % f7) = @) (f % [)(0) = 2m)" [I£15.-
Cela étant, la fonction
FEf.-Frg :Fi(f*g) pp sur R"

est intégrable comme produit de deux éléments de L?. Des lors le théoréme de
Fourier donne
FXF=(f*g) = (2n)"f*g ppsur R"

donc partout sur R™ car f x g est continu sur R”, comme produit de convolution
de deux éléments de L2. La derniere formule s’obtient de suite en appliquant la
deuxieme en 0 pour f = f et g=g*y

Exercice. L’espace So(R"™) est 'ensemble des éléments f de Coo (R™) tels que, pour
tout p € Ny et tout o« € N, la fonction (1 + |z|?)?D®f(x) soit bornée sur R". Etablir
successivement que
a) Soo(R™) est une sous-algebre de Coo (R™).

b) Soo(R™) contient Do (R™).
¢) Soo(R™) contient toutes les dérivées de ses éléments.
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d) tout élément de S (R™) est une fonction intégrable.
e) FESoo(R™) est inclus dans Sa (R™). Des lors, la restriction suivante de la transformation
de Fourier

(27) 2 FE: S (R™) — Sao(R™)
est une bijection linéaire d’inverse égal a (27)~™/2FF.
f) pour tous f, g € Seo(R™), les fonctions f et g sont convolables et telles que fxg €
Soo(R™).

Suggestion. ) Comme tout élément de Soo(R™) est intégrable et de carré intégra-
ble, f et g sont convolables et tels que F*f - F¥g € S,o(R") comme produit de deux
éléments de Soo(R™). Pour conclure, il suffit de noter qu'on a F*(f xg) = F*f  Ftg
donc fxg= (2m) "FT(FEf - Fg) € So(R").O

Exercice. Etant donné f € L'(R"), posons

K
Sp=1{>_cxf(-+m):cx € Corp € R™ K € No}.
k=1

Etablir successivement que

a) 'adhérence Sﬁc de Sy dans L' est un sous-espace vectoriel de L.
b) pour tout g € Sy et tout r € R, on a g(- +r) € 5.

¢) pour tout g € Sy, on a S; C Sf.

Un théoreme de N. Wiener signale que Sy est une partie dense de L' si et seulement
si on a FL£f # 0 pour tout x € R. (Cf. [2], pp. 68-73.)0

Remarque.  La fonction

H(z) = - (Sln(””/Q))Q

T om x/2

est intégrable et a valeurs positives sur R. De plus, on a ||[H||; = 1; on peut donc utiliser
H pour définir une unité approchée de convolution. Enfin, on a

-FJH =(1- ’y|)X[—1,1}‘

Dés lors, pour tout f € L'(R), la suite f x H,, converge dans L!(R) vers f alors que
FH(fxHy)=F"f-FTH,, est une fonction & support compact.O

6.6 Formule de Bochner

Théoréme 6.6.1 Si f € L' est une fonction radiale, alors FEf est aussi une
fonction radiale.
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Preuve. 11 suffit bien stur d’établir que, pour tout y € R™ et toute matrice
orthogonale U, on a .7-"; f= ]—"ljfy f. Or il vient successivement

féyf _ eii<:}c,Uy>f(x) dr = / eii<0m,y>f(ﬁx) dr

]Rn

= / ) eV f(2)dz = Ff

(pour obtenir I'avant derniere égalité, on a effectué le changement de variable linéaire

Uz = 2)4

Théoréme 6.6.2 (Formule de Bochner) Soit f € L'(R") une fonction radi-
ale. Si on définit g pp sur [0, +oo[ par r— f(x) si |z| =r, il vient

+oo
Fef= [ e el

o Vi(t) = 2cos(t)
Vi = 4 / "2 cos(tcos(8)) s 2(6)db (n > 2)
I'((n—1)/2) Jo

donc, en particulier, V3(t) = 4 sin(t)/t.

Preuve.  Le casn = 1 est immédiat car f est alors une fonction paire et il vient

+oo +oo
f;f = / e f(2) do = 2 (x) - cos(z |y|) dx.
—00 0

Pour le cas général, on procede comme suit:
+0c0 )
fyif = -7:|:15|elf = / dl‘1/ eimly‘f(xh z)dz
—00 ]Rn—l
+oo +oo

) 27T(n71)/2
— eile\y| dr / n—2 ( 272 4 2) do -
[m e T IV (=) /)

27T(n—1)/2 +00 . ™ L
_ n— ir|y| cos(f) o3 n—2
Tl =19/2) /0 g(r)r dr/o e sin"~*(0) df

(pour obtenir ’avant derniere égalité, on effectue le passage en coordonnées polaires
dans R™! et on note que 27"~1/2/T'((n — 1)/2) est égal & (n — 1) fois la mesure
de la boule de rayon 1 dans R™!; pour obtenir la derniere égalité, on effectue le
passage en coordonnées polaires xy = 1 cos(#), p = rsin(f)). Pour conclure, il suffit
alors de transformer I'intégrale f;r/z par 0 =7 — .
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La valeur particuliere de V3 s’obtient directement par variation de la primitive

si on note que
Dysin(t cos(f)) = —t cos(tcos(#)) sin(0).a

Exercice. Dans R3, pour tout R > 0, établir ’égalité

4

FEX wlal<R) = |y’3(Sin(R\y|) — Rly|cos(R |yl).

(Bien remarquer que, par continuité, on a de suite lim, g fix{ olz|<R} = 4T R3/3.)
Exercice.  Dans R3, pour tout a > 0, établir I’égalité

a

Fr el =g ——

z—k (a2 + |k[2)2

Suggestion. 1l vient successivement

+ _—alz| _ +oo —ar ,.2sin(r|k]) _ Am o [0 . (—a+ilk|)r
Foo € = Am [T e = dr = R S [ e dr
_  4m & (a+ilk|)® 8 a

IR T @@k T T (a2 K2

(la derniere égalité s’obtient par intégration par parties).O

Exercice.  Dans R3, pour tout a > 0, établir I’égalité

8ma
(a+ k2 +12+m2)2

F(j,z’l’m)(:r,y,z)e—al(x,y,Z)\ = 7i(D,,D,,D,,)

Suggestion.  C’est une simple application du deuxieme théoreme du paragraphe 6.3

car on a
(z,y,2)* e d@vAl ¢ LYR™), Va e N".O

6.7 Transformations de Fourier en cosinus ou en
sinus

Définitions. Pour tout f € L!(]0, +oo|) et tout y € [0, 400, les fonctions
f(z) cos(xy) et f(z) sin(xy) sont intégrables sur |0, +o0o[. Les intégrales trigonomé-
triques

—+00 +oo

Foyl = f(z) cos(xy) dx et Foyf = f(z) sin(zy) dx

0 0

sont appelées respectivement transformation de Fourier en cosinus et transformation
de Fourier en sinus de f.
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Définitions. Pour tout f € L'(]0, +0o0]), la fonction symétrisée fs de f et la
fonction antisymétrisée f, de f sont définies pp sur R par

= {4 S22 s {20, 3220 )

Bien sir, ces fonctions fs et f, appartiennent a L'(R).

Proposition 6.7.1 a) Pour tout f € L1(]0, +o0[), on a

fcf = (:F fs)|[0+oo[ et :st j: (F fa)’0+oo
b) Pour tout f € LY(R), on a

FEf = F((f + Dlipenct) £ 77 = Dlipeocl) sur [0, +o0]

En particulier,
b.1) si f € LY(R) est pair, on a F*f = 2F(fljo,+00]) sur [0, +00],
b.2) si f € LY(R) est impair, on a F*f = £2iF*(fjo400[) sur [0, 4+o0l.

Preuve.  a) De fait, pour tout y > 0, on a successivement

+oo
Fof= f(x) cos(xy)d /fs cos(zy) d

0

-5 /eimyfs(x) dx = §fyifs
R

Fof =3 [ fula) sintoy)do = £ 2 7 ).

b) De fait, pour tout y > 0, on a

0

+oo
fyif = /0 (cos(xy) £ isin(zy)) f(x) dx +/ (cos(xy) £ isin(zy)) f(x) dx

—00

et il suffit d’effectuer le changement de variable ' = —x dans la derniére intégrale
pour conclure.g

Remarque.  On déduit facilement les propriétés des applications F¢ et F* & partir
de celles des opérateurs F*. Mentionnons-en trois.O
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Théoréme 6.7.2 a) Pour tout f € L'(]0,+o0]), F¢f et F*f sont des fonctions
uniformément continues et bornées sur [0, +oo[ qui tendent vers 0 en +oo. De plus,
on a

sup | Fof| <N flly et sup |Fof| <IIf,-
y€[0,+00[ y€[0,+00[
b) Les opérateurs
Fe: L]0, 400[) — C5([0, +o00[) et F*: L]0, +oo[) — C([0, +o0])
sont lin€aires.y

Théoréme 6.7.3 (Fourier) a) Pour toute fonction f € L1(]0,+oo[) telle que
Fef e L]0, +00]), on a FCFf =% f pp sur]0,+ocl.

b) Pour toute fonction f € L'(]0,+o0]) telle que F5f € L]0, +o0|), on a
FFf =75 f pp sur]0,4o00].

Preuve.  a) De fait, on a successivement

C TC 1 C 1 _ s
F°F f = éf (F+f8)|]0,+00[ = Z (F f+f8)|[0,+00[ = §f
pp sur |0, 4+o00[ si on remarque que F f est une fonction paire.
b) De fait, on a successivement

Zy

1 (I
FFf =g FF ool = 7 (FF fo)losecl = 3

pp sur |0, 4+o00[ si on remarque que F* f, est une fonction impaire.y

Théoréme 6.7.4 (Parseval) a) Si les fonctions f,g € L'(]0, +oo]) sont telles
que F¢f € LY(]0, +o0|), alors Fef - Feq est intégrable sur]0,+oo[ et tel que

+00 T [T
Fef-Fgdr == fgdx.
0 2 Jo

De méme, si f, g € L1(]0, +00[) sont tels que F*f € L1(]0, +o0[), alors F*f-Fig
est intégrable sur |0, +oo] et tel que

+00 T [T
Fif-Figdr = — fgdx.
0 2 Jo

b) Pour tout f € L'(]0,4+o00[) N L2(]0, +o0]), on a

FLF L0, boel) et 1751, = 1Sl =5 Wl
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De plus, pour tous f, g € L1(]0, +o00[) NL2(]0, +00[), on a
Fef-Feg, Fof - F°g € L' (]0, +])

Ff-Fgdr = Fof-Fgdr == fgdzx.

0 0 2 Jo

Preuve.  a) Etablissons le cas de F¢; celui de F* se traite de manieére analogue.

Il est clair que F€f - F¢g est intégrable sur |0, +oco[. De plus, on a bien str
+o0 1
Fef - Fgdx = —/]—"*fs - Ftgsdx
0 8 Jr
o

= JUerg)0) =5 [ fode

b) Etablissons le cas de F¢; celui de F* se traite de maniere analogue. Il est clair
que F¢f appartient a L?(]0, +oo). De plus, on a bien sir

1
17115 = g 1F1elly = 7 Iulls = 5 £

Cela étant, il est clair que F¢f - F¢g appartient & L!(]0, +oo[). On termine alors
comme en a) en utilisant bien str cette fois-ci la partie b) du théoreme de Parseval.y

6.8 Exemples remarquables

Voici quelques formules remarquables présentées sous la forme d’exercices.

Exercice.  Pour touta >0, on a

1 — cos(ay)
)

sin(ay)

FyXjo,a) = et FyXjo,q) = sur |0, +o00.

Il suffit de prendre les parties réelle et imaginaire dans 1’égalité
a eixy a
/ ey = —i S|
0 Y lo

Exercice.  Pour tout a >0, on a

valable pour tout y > 0.0

a
f;:_)ye—a:c — m et ]:‘i_)ye—fw — ﬁgﬂ sur [O, —|—OO[
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Suggestion. 1l suffit de prendre les parties réelle et imaginaire dans 1’égalité

+00 —a+1 +00 _
/ e(—a—i—iy)m dr = M — 1 —, Y y > 0.0
0 —a+1y | —a+y

Exercice.  Pour tout a >0, on a

1 T
fafﬂym =3¢ W sur [0, 4o0].

Suggestion.  Cela résulte de la formule précédente et du théoreme de Fourier.O

Exercice. Pour touta >0, on a

1
fgﬁye*aﬁ =3 \/Zeyz/(m) sur [0, 4o00].

Suggestion. 11 s’agit 1a d’un résultat connu (cf. les résultats obtenus comme consé-
quences de l'intégrale de Poisson).00

Exercice.  Pour touta >0, on a

A ) o ()

Suggestion.  On a bien str

(-1 v ) = [ (1 2) cos(aay) da = a / (1 - a)p, ) o,

a ay
1 : 2
_ a/ sin(azy) dr= 2. sin(ay/2) I
0o ay 2 ay/2

6.9 Intégrales trigonométriques

Définition.  Une intégrale trigonométrique est une intégrale qui se présente
sous une des formes

/a_””’o f(z) - cos(Ax) dz ou /a—>+oo f(z) - sin(Az) dx

avec a € {—oo} UR, XA € R et f fonction mesurable sur |a,+oo[; c¢’est donc une
fonction de A définie sur une partie de R. En fait, on exige I'intégrabilité de f(x) -
cos(Az) ou de f(z)-sin(Az) sur |a, 3] pour tout 5 > a; ceci est notamment réalisé si
ces fonctions sont intégrables sur ]a, +oo[, auquel cas on n’a plus besoin de flécher
I'intégrale.
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Remarquons que les transformées de Fourier en cosinus et en sinus dans L! sont
des intégrales trigonométriques particulieres.

Proposition 6.9.1 Soit a € {—cc} UR. Si f est une fonction intégrable sur
la, +o0l, les intégrales trigonométriques

“+o00 —+00

f(z) - cos(A\x) dzx et f(z) - sin(A\x) dz

[so ot = [T {0 b
si 3 — +o00.

Inversement s’il existe a € {—oo} UR tel que la fonction f soit mesurable sur
la, +oo[ et s’il existe X € R tel que les intégrales trigonométriques

existent pour tout A € R et on a

a

+00 +oo
f(z) - cos(A\x) dx et f(z) - sin(Ax) dz

a a

existent, alors f est intégrable sur ]a,+o0].

Preuve.  Tout est direct car on a notamment
+oo
cos(A\x)
3 flw)- { sin(Ax) } du

pour tout 3 > a et tout f € L'(Ja, +oc[)a

sup
AER

</ @) de

Lemme 6.9.2 Soient [a,b] un intervalle borné de R et A un point de |0, +o0].
Si f est une fonction mesurable, a valeurs positives et décroissante sur [a,b] et si
f(x) cos(Ax) (resp. f(x) sin()\x)) est une fonction intégrable sur ]a,b[, alors on a

{ cos(Ax) }
d

sin(Ax)

Preuve.  Etablissons la formule en cosinus; 'autre s’établit de méme.

Pour tout m € Ny et tout k& € N, posons a,,x = a + k(b — a)/m. Pour tout
m € Ny, il vient alors

/ f(z)cos(Az) dx =

k=0

2
< Xf(@

,_.

/am - — flamy)) - cos(Ax) dx

-1

+ Z f(amp) /am,k+1 cos(\z) dx

k=0 Am, k
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donc

b

% fa) + 5 (@)

m

/ab f(z) cos(Ax) dm‘ <

si on remarque que la deuxieme somme peut aussi s’écrire

m—1

f(amo) o cos(A\x) dr + flamg) - ( . — o cos(A\x) dm)
)| Y st ([ - [
m=—2 A, k+1 b
= Z(f(am,k‘> - f(am,k-l—l)) / cos(Az) dx + f(am,m—l) / cos(Ar) dx
k=0 a o

donc a son module majoré par 2 f(a)/A car, pour tous r, s € R tels que r < s, on a

sin(\s) — sin(Ar)
A

2
< —.
A

/ cos(\x) dx

Pour conclure, il suffit alors de faire tendre m vers +oo dans la majoration établie.g

Proposition 6.9.3 Soit f une fonction mesurable, a valeurs positives et décrois-
sante vers 0 sur |a, +oo[ avec a € {—oo} UR. Pour tout A > 0 tel que f(z)cos(A\x)
(resp. f(z)sin(Az)) soit intégrable en a™, l'intégrale trigonométrique

—400
cos(Ax)
/a fx): { sin(Az) } du
eziste.
De plus, pour tout b € R tel que a < b

a) on a alors
—ree cos(Ax)
/b flx): { sin(Ax) } dr
b) et pour tout € > 0, on a alors
J6] — 400
cos(Ax) cos(A\x)
/b /(x) { sin(Ax) } du [j;[ b f(@) { sin(\x) dr.
Preuve.  Pour tous r, s € R tels que a < r < s, on a en effet
* cos(Ar)
/T f(z)- { sin(Az) } du

avec f(r) — 0sir — 4o0.
a) et b) sont alors clairs.y

2

2
Sxf(r)
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Remarque.  Si, dans les résultats précédents, f(z) s’écrit sous la forme f(zx) =
g(x) cos(az) ou f(z) = g(z)sin(ax), on peut recourir aux formules

2 cos(ax) - cos(Ax) = cos((a + N)x) + cos((a — N)x)
2 sin(ax) - sin(Ax) = cos((a — N\)x) — cos((a + N)x)
2 sin(az) - cos(Az) = sin((a + A\)x) + sin((a — A)x)
2 cos(ax) - sin(Ax) = sin((a + A)x) — sin((a — A\)z)

pour en revenir a des intégrales trigonométriques portant sur g.0

Passons en revue quelques exemples remarquables d’intégrales trigonométriques.

Exercice.  Ftablir qu’on a

/_H—OOSin(/\m)d:L':ﬂ- YA > 0
0 X 2, ’

Suggestion.  L’existence de cette intégrale fléchée ne pose aucun probleme mais la
fleche est nécessaire (cf. p. 115).

Le changement de variable x = y/\ établit que la valeur de cette intégrale fléchée ne
dépend pas de A. Il en existe de nombreuses méthodes de calcul. En voici une qui recourt
a un artifice fort intéressant. Pour tout b > 0, on a

[ = [ty ([t = [ st any

(la derniere égalité résulte du fait que e %! sin(x) est une fonction intégrable sur I'intervalle
10, +00[%]0,b[). Cela étant, comme on a

1 e tb

b b '
/0 e sin(x) dx = S/O Tt gy = T2 m(cos(b) + tsin(b)),

il vient

3

b o +o00
sin(x) dt T
dor = Ry=—-+R -
/0 v /0 Tre T T

si b — 400 car
_efbt +o00

b o

—bt 2
Ry, 2e " dt =2 = —-.0
|Ry| < t
0 b

Exercice.  FEtablir qu’on a

—+o0 :
/ x sin(Az) dr —
0

P ge_/\a, Ya,\>0.
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Suggestion.  En recourant au théoreme de dérivation des intégrales paramétriques,
on établit aisément que, pour tout m € Ny, la fonction f,, définie sur |0, +oo[ par

F(V) = /Om cos(Ax) da

22 + a?

appartient a C;(]0, 4+00[) et vérifie

Dy fm(A) =— /Om sin(Az) dz.

2 + a?

Or, d'une part, comme 1/(x? + a?) est une fonction intégrable sur ]0, +-oc[, on a

+oo
Fn(N) — /0 COSAL) 4 WA > 0,

22 + a?
c’est-a-dire

Fn(\) = e WA > 0,
2a

D’autre part, vu la proposition précédente, on a aussi

m T ) ——+00 T )
/ —— sin(A\r) dr = / —— sin(A\z) dx
0o T°+a K Jo T+ a

pour tout compact K C|0, +oo[. Vu le théoreme de dérivation des limites uniformes, nous
obtenons finalement

——+00
x . ™ ™ _
/ —— sin(Azr)dr = —D,~e A — _emra g
0 ¢ +a 2a a

Exercice. (Intégrale de Fresnel) Etablir qu’on a

——400 ——4+00
[T g, ) [
0 Ve 0 NG 2X

Suggestion.  L’existence de ces intégrales fléchées ne pose aucun probleme. (Il est
cependant nécessaire de laisser les fleches.)
Pour tout m € Ny, vu I'intégrale de Poisson, on a

cos(Ax)
(

[l L () a)
o0] 2 o] .
G (e e R )
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car exp((—t?+i\)z) est une fonction intégrable sur |0, +00[x]0, m[. Cela étant, on a d'une
part

12 2 1 3. 3. 2 1 P

2 [t
v b v L AR Iy e B

et
2 1 1 3 T

2 [T A
—_— ———dt=—=—+=B(=,1— =) = (/=<
ﬁ/o A2 4 ¢4 VT 4N (4’ 4) 2\

en recourant aux intégrales eulériennes et d’autre part

+o0| p+oo too
/ / et CQS()\:U) dr|dt < 2/ e M gt = ! T
0 m sin(Az) A Jo AV m

D’ou la conclusion.O

6.10 Localisation de Riemann

Question. Si f € L'(R) est tel que F*f € L'(R), les théoremes de la conver-
gence majorée et de Fourier donnent

r m ,
— / Frf-e™dy— f(z) pour p.t. z € R,
2 ), Y
Cela étant, si f € L'(R) et x € R sont tels que la suite
S (:E) = i /mf+f . e—z‘xydy
" 2r ), Y
converge, dans quelle mesure sa limite donne-t-elle connaissance de f(x)?

Avant d’envisager répondre a cette question, nous allons développer deux résul-
tats connus sous le nom de théoremes de la moyenne.

Théoreme 6.10.1 Soit g une fonction mesurable, réelle et bornée pp sur |a,b[C
R. Notons ¢ (resp. d) la borne inférieure (resp. supérieure) pp sur]a,b[ de g.
Pour tout f € L'(Ja,b]) réel et de signe constant, il existe alors r € [c,d) tel que
b b
[ fgde=r [ fdx.

En particulier, il existe r € [c,d] tel que f;gdx =r(b—a).

Preuve. 11 suffit de noter que si, par exemple, f est positif pp sur ]a, b[, alors
onacf < fg < df pp sur Ja, ba



134 6. Transformation de Fourier dans L'

Notation. Etant donné une fonction g réelle et monotone sur |z — ¢, z[ (resp.
|z, x + €[) avec € > 0, posons

fl@7) = lim f(y) et f(z7) = lim f(y).

y—z~ y—axt

Théoréme 6.10.2 Etant donné f € L'(Ja,b[) réel et continu, et g réel, borné
et monotone sur |a, b, il existe & €]a, b| tel que

/abfgd:x:g(a+)/jfdx—|—g(b_)/£bfdx.

Preuve.  Quitte a remplacer g par —g ou g par g—g(b~), nous pouvons supposer
g croissant et tel que g(b~) = 0. De plus, le cas f = 0 étant trivial, nous pouvons
supposer avoir f # 0.

Vu le théoreme de la convergence majorée, si, pour tout m € Ny, [a(()m), e af}?r)n)]
est un découpage de [a, b] subordonné & 1/m, on a

J(m) a(_m) b
Y, = my [ £y de.
;g(% )/a(m; f fv—>/a fgdx

Posons

F()= /fdac sur [a,b], Fp,; = F(a§m)), A= inf F(z)et B= sup F(z).

Z‘E[a,b] $€[a,b]

Cela étant, il vient

S =Y (Fung — Fuj1) - g(al™)

= —g(a{™) - Fypo + (g(agm)) - g(aém))> Fon1
4ot (g(af]mr?l)71> — g(af]mgl))> cFogmy-1 + g(a(JTy)n)) “Eo g (m)-

Comme on a F, o = 0 et comme ¢ est une fonction croissante a valeurs négatives, il
vient
9(a™) B < 8, < g(ai™) A

donc

b
glat)B < / fgdr < g(a™) A.
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Vu la continuité de F' sur [a, b], il existe alors & €]a, b[ tel que

/abfgdx:gm*)/jfda:,

Remarque.  *La preuve précédente s’applique aussi au cas ou f est une fonction
intégrable au sens de Darboux sur [a, b].0*

ce qui suffit.g

Donnons a présent une autre écriture de Sy, (), a savoir

Sl) = 1 / Tttt fe— 1)

7

sin(mt)

dt

qu’on obtient aisément si on note que la fonction f(t) - e'*=®¥ est intégrable sur
Rx]—m,m][. Cela étant, les deux résultats suivants, connus sous le nom de théorémes
de localisation de Riemann, répondent a la question envisagée.

Théoréme 6.10.3 Si f € L'(R), r € R, x € R et § > 0 sont tels que

|flx+1t)+ f(x—t) —2r|

t € L' ()0,

alors la suite (Spm(x))men, converge vers r.

Preuve.  Fixons € > 0. Vu le premier exercice du paragraphe précédent, pour
tout n €]0, 4], on a

Sm(a:)—r:%(/onJr/n%oo) (ﬂxﬁ);f@_t) —r>~sm(tmt) dt.

Cela étant, par hypothese, il est possible de fixer n €]0,d] tel que la majoration
2 (7] <e/2 ait lieu pour tout m € Ny. On conclut alors aussitot au moyen du
m JO Yy

théoreme de Riemann-Lebesgue et du premier exercice du paragraphe précédent.y

Théoréme 6.10.4 Si f € LY(R) est réel et si f est monotone sur un voisinage
V de x € R, alors la suite (Spm(x))men, converge vers (f(z) + f(x™))/2.

Preuve.  Etablissons tout d’abord que, si 6 > 0 donne lieu a |z, + 0[C V, on

%/ﬂ f(w+t>wdtef<x+>-
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Quitte a considérer ¢ = +(f(z + ) — f(«™)), nous pouvons supposer [ croissant
sur V, z =0 et f(zt) = 0. Cela étant, fixons ¢ > 0. Il existe alors n €]0,J[ tel
que f(n) < e. En recourant au deuxieme théoreme de la moyenne, il existe ensuite

£ €10, 1 tel que
K sin(mt) . _ ["sin(mt)
[ s = = o) [T

La fonction [ (sin(mt))/tdt étant bornée sur [0,400], il existe donc M > 0 indé-

pendant de € tel que
" .
/ f(t)w dt‘ <eM
0

donc tel que

/:f(t)M dt’ <eM+ /: @ sin(mt) dt‘ .

Comme la fonction (f(t)/t) - xjn.6((t) est intégrable, I'assertion résulte du théoreme
de Riemann-Lebesgue.
Cela étant, dans

5,0(x) = % (/05+/6+°°) f(z41t)+ f(z —t) sin(mt) i,

2 t

la deuxieme intégrale converge vers 0 si m — oo, en vertu du théoreme de Riemann-
Lebesgue, alors que la premiere intégrale converge vers (f(z%) + f(z7))/2 vu la
premiere partie de cette preuve.g

Remarque.  *Ce dernier résultat conduit & la notion de transformation de Mellin
(cf. [2]).0%

Remarques.  *1) La fonction f(x) = zsin(1/x)x)o,1/[(*) vérifie 'hypotheése du pre-
mier théoreme de localisation de Riemann mais pas celle du second.
2) Inversement la fonction paire f définie sur R par
—1/In(z) si O<zxz<l1/e
flz) = 5
1/(ex)* sisi  lle<ux

vérifie 'hypothese du deuxieme théoreme de localisation de Riemann mais pas celle du
premier.0*



Chapitre 7

Transformation de Laplace

7.1 Définition et généralités

Notations. Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, les nota-
tions £ et n désignent des points de R™ et on pose p = & +in ou p = (§,n). 1l
s’ensuit que p est un point de C" ou de R?" suivant le cas. Le contexte lévera
systématiquement tout doute entre ces deux points de vues complémentaires. La
notation (p,z) désigne toujours le nombre complexe (£, x) + i (n,z) quel que soit
xr e R™

Définition.  Soit F' une fonction mesurable sur R™. La transformée de Laplace
de I est définie en p si e=P?) F(x) est une fonction intégrable sur R” et est alors
définie selon

L,F = / e~ P2 P (2) da.
La transformée de Laplace de F apparait donc comme étant une fonction f(p) = L, F

définie sur une partie de C".

Remarque.  Si la transformée de Laplace de F est définie en £ + ¢0, la fonction
e~ &P F(z) est intégrable sur R”. Par conséquent, e~ {&+7%) F(z) est intégrable sur R”
pour tout n € R" et on a

LevinF = Fry (e €7 () .0

xT—n

Un premier probleme que nous devons résoudre est celui de la description de
I’ensemble des points p de C" pour lesquels £, existe.

Définition.  Pour toute fonction F' mesurable sur R", posons

Tp={¢eR" e ®1F() e L{R")}.
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Le théoreme suivant ramene le probleme de l'existence de L,F' a celui de la
description de I'p.

Théoreme 7.1.1 Si F' est une fonction mesurable sur R", alors L,F est défini
si et seulement si & appartient a U'p g

Passons a présent a 1’étude de I’ensemble I'f.

Proposition 7.1.2 Pour toute fonction F mesurable sur R™, ’ensemble ' est
conveze.

Preuve.  De fait, pour tous &, & € I'r et tout 8 €]0, 1[, e~ 0a+1-9&2) (1) est
une fonction mesurable sur R" telle que

o~ 0a+1-080) ()| = (o~ ) (e—<$z,x>)1*9 F(z)] < (e 4 e (@0)) | F(g)]

pp sur R™, ol la majorante est intégrable sur R".y

Définition.  Une fonction F' mesurable sur R" est nulle pp sous a € R dans
la direction e si elle est nulle pp sur 'ouvert { z € R" : (z,¢e) < a}.

Il revient au méme de dire que le support pp de F' est inclus dans le demi-espace
fermé {x € R" : (z,e) > a}.

Proposition 7.1.3 Si la fonction F' mesurable sur R est nulle pp sous a € R
dans la direction e et si & apartient a U'r, alors on a £ +re € I'r pour tout r > 0.

Preuve.  Pour tout r > 0, e 72 ['(7) est en effet une fonction mesurable
sur R™ et on a e~ "% < e~ sur son support pp donc

|e—(§+re,x>F(x)‘ < e—rae—<£,;t> |F(l’)|
pp sur R™, ot la majorante appartient a L'(R"),

Remarque.  a) L’ensemble I'p peut ne pas étre borné méme s’il n’existe pas de di-
rection e telle que F' s’annule pp sous un nombre a € R dans la direction e. Ainsi, on a
bien stir ['r = R" pour F(z) = exp(—|z|?).

b) Vérifier qu’on a

I'p=0 pour F(z) = xr(z),

I'r ={0} pour F(z)=(1+x?)1,
Ip=]—1,41] pour F(z)=e ",

I'p=[-1,+1] pour F(z)=(1+z%)le I

[p =]0,4+00]  pour F(x) = X0, +oo[(T),
Ip=[0,400] pour F(z)=x(1+2%*)"" X0 1oo[(7)
'r=R pour F(z)=e¢ .0
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7.2 Propriétés générales

Proposition 7.2.1 Si Fy, ..., F; sont des fonctions mesurables sur R™ en nom-
bre fini et si on a ¢y, ..., cy € C, alors il vient
J
szzl e Fy = ﬂPFj
j=1

et

J J J
£p<ZCjFJ) IZCJ',CPF}', Vpe mFFj+iRn.|
i=1 j=1

Jj=1

Remarque.  On peut évidemment avoir PZ":lcj F #* ﬂjzl Ipj; le cas F' — F' est

J
particulierement frappant.O

Proposition 7.2.2 Si Fy, ..., F, sont des fonctions mesurables sur R et si on
pose F(x) = Fy(xy) -+ Fp(xy,) pp sur R, on obtient

FF D) Fle"'XFFn

et "
L,F =1L, F;, Vpe€Tp x - xTp, +iR",
j=1

Remarque.  On peut évidemment avoir I'p # 'y, X --- X ', sous les hypotheses de

la proposition précédente; le cas olt un des F} est nul pp est particulierement frappant.O

Proposition 7.2.3 Pour tout J € Ny et toutes fonctions Fi, ..., Fy convolables
sur R", on a

7
Ipesr, D ﬂFFj

j=1
et
J J
Lo(Fyx-xFy) =[] £L,Fy, Vpe [Tk +iR"
j=1 j=1
Preuve.  Les fonctions Fj, ..., F; étant convolables, nous savons que, pour
tout p € C, les fonctions e~ P® Fy(x), ..., e=P* F;(z) sont convolables et telles
que

((e*<p">F1) oK (e*<Pv‘>FJ)) (x) = o~ P2 (Fix-- % Fy)(z).
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Si, en outre, ¢ appartient a ﬂ}]:1 I'p;, ces fonctions e~ POy (2), ..., e PP (z)
sont intégrables sur R"; il s’ensuit d'une part que leur produit de convolution est
intégrable sur R" donc que § appartient a I'g ..., et d’autre part que la formule
annoncée pour L,(F) x---x F) a bien lieu.y

Proposition 7.2.4 Soit A une matrice réelle de dimension n xn non singuliére
et soit a un point de R™.
Pour toute fonction F mesurable sur R™,

a) FF(Az-I—a) = AFF et

e <p,A*1a>

£p(F(Al' -+ Cl)) = m LA—lpF, Vp < AFF + IR™.

D) T p(—(a-tam) ri-e) = A (Tr — {a}) et
(§] _ — S
Lapral' = L, <WF(A 195)), Vpe AT Tr — {a}) +iR".

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme de changement de variable.y

7.3 Compléments sur R”

7.3.1 Enveloppe convexe d’un nombre fini de points

Définition. Rappelons qu’'une partie C' de R™ est convezxe si, pour tous x,
y € C et tout r €]0,1[, le point rz + (1 — r)y appartient a C. On vérifie de suite
que toute intersection de parties convexes de R™ est convexe. Des lors, on peut
introduire ’enveloppe convere d’une partie A non vide de R", notée co(A), comme
étant l'intersection de toutes les parties convexes de R"™ qui contiennent A: c’est "la
plus petite partie convexe de R™ qui contient A”. Nous n’allons pas faire 1’étude
générale de cette notion d’enveloppe convexe mais nous contenter du résultat suivant
relatif au cas ou A est une partie finie de R™.

Proposition 7.3.1 Pour toute partie finie et non vide A = {x1,...,x;} de R",

on a
J J

co(A) = {erxj 0<r; < 1;er = 1}
=1 j=1

et cet ensemble est compact.
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Preuve.  Posons

J J
C:{erxj:ogrjgl;erzl}.
j=1

j=1
Cet ensemble C

a) contient bien stur chacun des points xy, ..., x;, donc A,
b) est convexe. De fait, si on a

J J
0§rj,7“;.§I;ZTj:ngzletOgrgl,
j=1 j=1
il vient bien sir

J J J
T’Zzjj +(1—r) Zr}xj = Z (rrj + (1 — 7’)7‘}) z; € C.
j=1 j=1 j=1
c) est inclus dans toute partie convexe C’' de R™ qui contient A. De fait, si on a
0<r;<1let ijl r; = 1, 'un au moins de ces nombres r; est strictement positif
et, a une permutation des indices pres, nous pouvons supposer avoir r; > 0. Cela
étant, pour tout 5 < J, on a
1
A+t
car, pour j = 1, c’est trivial et, si c’est vrai pour j = k < J, c’est aussi vrai pour
j=k+1carona
Ty + s+ T Ty T1b TR T A TR Tk41Tk41

Tt T Tt T ri e+ T1+"'+7’k+1'

(ray + - -rjay) € C

Au total, on a alors Z}]=1 rjx; € C', ce qui suffit.

d) est borné car on a ‘Z}]:1 rix;| < Z;.Izl |z;| pour tous r1, ..., r; > 0 tels que

J _
. : J
e) est fermé. Supposons que la suite (35, 7jmT))men, avec

J
0<rm<1l Vji<JV¥meNyet Y rim=1 VmeN,

j=1
converge. Par J extractions successives, on obtient aisément une suite strictement
croissante k(m) de Ny telle que, pour tout j < J, la suite 7, converge vers
un point r; du compact [0, 1]. Des lors, la suite (Z}]:1 T k(m)Tj)meN, CONVErge vers
Z}]=1 r;xj. La conclusion s’ensuit aussitot car la suite (ijl Tikm) = 1)men, con-
verge bien sir vers Z}]=1 ;4
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7.3.2 Deux propriétés de ’exponentielle

Proposition 7.3.2 Pour tout J € Ny et tous &, ..., 5 € R, on a

J
Z ~&a) gur R, VE € co({&1, ..., E4)).

Preuve.  Pour tous ry, ..., r; € [0,1] tels que Z}]=1 r; =1, on a en effet
J J Tk J
He””k@’“’ H (Z (&® ) = Zef@’m, Ve € Ry
k=1 k=1 \j=1 j=1
Proposition 7.3.3 Soient J € Ny; &, ..., 5 € R ete > 0. Sile point § € R”
est tel que

{€eR" £ —&| <e} Cco({&s---,8}),

alors on a
J

o (60,7 < e—elzl Ze_<fj:$> sur R™.
=1

Preuve.  L’inégalité est triviale en x = 0 et, pour tout x € R\ {0}, de

£ — e% e co{er, ..., &),

on tire de suite

506

e Izl’ —(&x)

HMK

7.3.3 Compacts enveloppés dans I'p

Définition.  Soit F' une fonction mesurable sur R”. Un compact K de R™ est
enveloppé dans I' s'il est inclus dans ’enveloppe convexe d’une partie finie de I'p.

Proposition 7.3.4 Si F' est une fonction mesurable sur R™, alors tout compact
clus dans l'intérieur de I'rp est enveloppé dans I'p.

Preuve.  Fixons r € R tel que 0 < ry/n < d(K,R"\ (I'r)?). Choisissons un
quadrillage de R™ d’équidistance r. L’ensemble A des sommets des mailles de ce
quadrillage qui rencontrent K, est bien sur fini et inclus dans 'intérieur de I'r. D’ou
la conclusion car on a évidemment K C co(A) C I'py
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7.4 Propriétés de la fonction L,F

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, F' est
une fonction mesurable sur R™ et nous nous proposons d’étudier les propriétés de la
fonction £,F considérée comme fonction de p = (£, n) sur I'p x R™.

Proposition 7.4.1 On al'z = —I'p et L, F = E_pf.
En particulier, st F' est pair, L,F est pair.

Preuve.  C’est immédiat, par le changement de variable ' = —x 4
Proposition 7.4.2 On al'z =1p et E,T = £T)F.|

Proposition 7.4.3 Pour tout { € I'p, Leyin k" tend vers 0 a l'infini.
Preuve.  C’est un cas particulier du théoreme de Riemann-Lebesgue.y

Théoreme 7.4.4 Si K est un compact enveloppé dans I'p,
a) alors L,F est continu sur K x R™ et il existe C(K) > 0 tel que

L, F| < C(K), Vp=(§n)e K xR

b) et si F' est nul pp sous a dans la direction e, alors L,F est continu sur l’ensemble
(K +{re:r>0}) xR" et il existe C(K) > 0 tel que

e | LigprenF| <C(K), VE€KNVr>0,YneR,

et

sup sup e ‘£(§+re,n)F‘ — 0 sir — 00.
£eK neRn

Preuve. 1l existe J € Ny et &, ..., & € I'r tels que K soit inclus dans

CO<{£17 o 75]})‘
a) Pour tout p = (§,n) avec £ € K et n € R", on a alors

J
’e—<p,x)F(x)| — o~ (&2 |F(z)| < Ze—<£j,m> |F ()]
j=1

pp sur R™ ou la majorante est une fonction intégrable sur R™. Cela étant, la
continuité de £, F sur K x R" résulte aussitot du théoreme de la convergence majorée
et on peut poser

C(K) = Z / ) e~ & |F ()| da.
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b) Pour tout £ € K, tout r > 0 et tout n € R™, on a alors

J
ere |ef(£+re+in,m)F(:€>‘ < Zef(gj,:w |F(£C)‘

Jj=1

pp sur R™ ou la majorante est une fonction intégrable sur R". Cela étant, la
continuité de L£,F sur (K + {re : r > 0}) x R” résulte aussitot du théoreme de
la convergence majorée et on peut prendre pour C'(K) le méme nombre qu’en a).
Enfin, pour tout x € R™ tel que (z,¢e) > a, on a bien str e"@ () — 0 si r — oo,
ce qui permet de conclure.g

Proposition 7.4.5 Si F' appartient a CL(R") et si I' = Njq<p'pep n'est pas
vide, alors, pour tout p € I' x R", on a L,(D*F) = p*L,F pour tout o € N" tel que
la] < L.

Preuve.  La démonstration est analogue a celle effectuée pour établir la pro-
priété correspondante relative a la transformation de Fourier g

Proposition 7.4.6 Pour tout o € N, on a I'yapiy O (T'p)°.
De plus, L,F appartient a Coo((L'p)° x R™), les dérivées s’obtenant par dériva-
tion sous le signe d’intégration.

Preuve.  Pour tout & € (I'r)°, il existe ¢ > 0 tel que la boule compacte
{& 1€ — &| < e} soit incluse dans I'intérieur de I'r donc soit enveloppée dans I'p:
il existe par conséquent J € Ny et &, ..., &5 € I'r tels que cette boule compacte
soit aussi incluse dans co({&,...,&;}) donc tels que

J
e~ (02) < ecll Ze_<5j’x> sur R™.
j=1

Des lors, pour tout o € N”, il vient
J
e~ |20 F ()| < }e—elx\xa} Ze—@jm |F(z))
j=1

pp sur R™. Il s’ensuit déja qu'on a §y € I';ap(,) car la fonction e~cl*lz2 est bornée
sur R”.

La deuxieme partie de 1’énoncé résulte alors du théoreme de dérivation des
intégrales paramétriques car

a) pour presque tout z € R", e~ F(z) appartient & C,(R?"),
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b) pour tout £ € (I'r)°, tout n € R™ et tous a, o/ € N,
D?Dg/e_@’@F(x) = (—1)'“'(—i)la/‘xo‘+a,e_<”’x>F(m)

est une fonction intégrable sur R”,

¢) pour tout compact K inclus dans (I'p)® x R",
={{eR":3In e R" tel que € K}

est visiblement un compact inclus dans l'intérieur de I'p. Cela étant, il existe € > 0
tel que le compact K. = {£ € R":d(¢, K') < e} soit lui aussi inclus dans (I'r)°
donc soit un compact enveloppé dans I'p: il existe J € Ny et &, ..., &5 € I'p tels
que K. C co({&1,...,&,}). Des lors, pour tout o € N™ et tout p € K x R", on a

sup |e” P2) g P (x {<{e_5‘$| o Ze €0 | P (2)]

peEK

pp sur R™, ou le second membre est majoré pp sur R” par un multiple de la fonction
intégrable Zj &) | F(x)|.4

Théoreme 7.4.7 Pour tout 7 <n, on a

(D¢, +14D,,) L,F =0 sur (Ip)” x R™
x — La fonction L,F est holomorphe sur (I'p)° 4+ iR". «— x
Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme précédent .y

Théoreme 7.4.8 x — Si on a L F =0 en tout point & d’un ouvert non vide w
wnclus dans I'r, alors on a F' =0 pp sur R". «— %

Preuve.  Soit § un point de w. Bien siir, on a alors (DgL,F')(§) = 0 pour tout
a € N" donc (Dg DS L,F)(&) = 0 pour tous a, 3 € N, vu le théoréme précédent.
x — Comme L,F est une fonction holomorphe sur l'ouvert connexe (I'p)” + iR"
«— x, on sait alors que

LoyiinF = Fr (o™ @9 F(x))

r—mn

est égal & 0 pour tout € R*, donc que e~ &0®) F (x) est nul pp sur R", ce qui suffit
pour conclure.g

Corollaire 7.4.9 x — Si F' et G sont des fonctions mesurables sur R™ et s’il
existe un ouvert non vide w inclus dans I'r (g tel que L F = LG en tout § € w,
alors on a F'= G pp sur R" g x
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Proposition 7.4.10 x« — St F' et G sont des fonctions convolables telles que
FxG=0ppetsi(Cp)°N(Tg)° nest pas vide, alors on a F = 0 pp sur R™ ou
G =0 pp sur R". « x

Preuve.  Pour tout (§,1) € (I'r(T'¢) x R™, on a alors
L,(FxG)=L,F-L,G=0.

x — Pour conclure au moyen du théoreme précédent «— x, il suffit donc de prouver
I'existence d’'un ouvert non vide w inclus dans I'p (T'¢ tel que LF ou LG soit
identiquement nul sur w. Si & € (I'r)°() (I'g)° est tel que L, F # 0, comme L¢F
est une fonction continue sur (I'r)° () (I'g)°, on obtient de suite 'existence d’'une
boule ouverte b de centre & et incluse dans (I'r)° () (I'¢)° telle que L F # 0 en tout
£ €b. On a donc LG = 0 pour tout £ € b, ce qui suffity

7.5 Transformation de Laplace unilatérale

Définition.  Soit F' une fonction mesurable sur R. La transformée de Laplace
unilatérale de F est définie en p € C si e ™P*F(x)x0,4+o0[(®) est intégrable, et est
définie comme étant égale a f0+oo e P*F(x)dx. Tl s’agit donc tout simplement de
L, (FX0,400[): ¢'est la transformée de Laplace d'une fonction nulle pp sous 0 dans la
direction 1 (c¢’est-a-dire nulle pp sur | — 00, 0]), ce qui permet d’appliquer la théorie
que nous venons de développer. Si aucun doute n’est possible, on la note £,F', les
deux significations de la notation £,F' coincidant si on a F' = F'xjg 4o pp sur R.

En particulier, on vérifie aussitot que, pour une fonction F mesurable sur R
et nulle pp sur | — 00,0[, on a 'r = R ou I'r = 0 ou il existe & € R tel que
FF = [&), +OO[ ou FF :Ko, +OO[.

Proposition 7.5.1 Soit F' une fonction mesurable et bornée pp sur R, iden-
tiquement nulle sur | — oo, 0[. S’il existe T > 0 tel que F(x+T) = £F(z) pour tout
x >0, alors on a T'r D]0, +00[ et

1

EF =Tt

T

/ e PPF(x)dx
0

pour tout p € C tel que Rp > 0.

Preuve.  L’inclusion I'r D)0, +00] résulte aussitot du fait qu’il existe C' > 0 tel
que |F| < Cxo,400[ PP sur R. Cela étant, pour tout p € C tel que Rp > 0, L,F est
égal a

i / m e P F () dr = ;{ (_;m }e‘mpT /O ' e P F(z) da

m=0"mT



7.5. Transformation de Laplace unilatérale 147

en recourant au changement de variable + = mT + y. La conclusion est alors
immédiate car on a une série géométrique de raison £e 7 dont le module est stricte-
ment inférieur a 1.

Théoreme 7.5.2 Soit F' une fonction mesurable sur R, identiquement nulle sur
| = 00,0[, appartenant a Cr(]0,+oc[) et telle que T' =T (\Tprp()...(\prp nest
pas vide.

a) Les fonctions F, DF, ...et DE"'F ont des limites finies en 0%, que nous
notons F(0), DF(0), ...et DE7LEF(0) respectivement.

b) Pour tout p € C tel que Rp € T, les fonctions e P*F(x), e P*DF(z), ...et
e P*DE1F(x) convergent vers 0 si x — +00.

c) Pour tout p € C tel que Rp € ' et tout opérateur de dérivation linéaire a
coefficients constants L(D) = c;D¥ + -+ +¢,D + ¢, on a

L,(L(D)F) = L(p)LyF — F(0) x Ax

ot
i) F(0) est le vecteur ligne (F(0),DF(0),...,DX"1F(0)),
ii) A est la matrice

¢cr, C,—1 ... Co C
Cr, ... C3 C9
Y
L Cr—
CL
iii) P est le vecteur colonne (p==t,... p,1).

Preuve.  a) et b) Pour tout k € {1,...,L}, on a
D(e_ka_lF(x)) = e_kaF(x) — pe_p’”Dk_lF(x),

ot le second membre est continu et intégrable sur |0, +oc[; il s’ensuit que sa primitive
e P*DF1F(x) admet une limite finie en 0 et tend vers 0 en +oc.

c) Cela étant, le cas L(D) = D* s’obtient tout simplement en intégrant par
parties. Le cas général est alors immédiat vu la linéarité de 'opérateur L(D).y

Exemple. Dans le cas L = 1, le résultat précédent devient
L,(aDF +bF) = (ap+ b)L,F — aF(0).0
Exemple. Dans le cas L = 2, le résultat précédent devient

L,(aD*F 4+ bDF + cF) = (ap* 4+ bp + ¢) L,F — (ap + b)F(0) — aDF(0).0
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Remarque.  Pour mettre en évidence le role de la transformation de Laplace, il suf-
fit de recourir au résultat précédent et aux propriétés de la fonction £,F. Pour réaliser
concretement cette affirmation, nous devons disposer de transformées de Laplace partic-
ulieres.O

7.6 Exemples de transformées de Laplace
unilatérales

Commencons par rappeler que nous avons déja établi que, pour toute fonction F'

mesurable sur R, nous avons
a) Ipaey = al'p et L,F(ax) = |71\ L, F pour tout a € R\ {0},

b) Mpta) = I et L,F(x + a) = e L,F pour tout a € R,
¢) Fearpe) = —a+T'p et L,(e7F(x)) = Lo F pour tout a € R.

Exemple. * — Pour tout o > —1 et tout p € C tel que Rp > 0, on a
£y (e g0 (@) = P T+ 1), =

En recourant au changement de variable pr = y avec p > 0, on voit de suite que
cette formule est valable pour tout p > 0. D’ou la conclusion * — car les deux
membres sont holomorphes sur {p € C: Rp > 0}. «— O

Exemple.  Pour tous a et p € C tels que Rp > Ra, on a

(e%5 1
L, (e X0, 400((2)) = p—a
En particulier, pour tout a € R
a) et tout p € C tels que Rp > a, il vient
L, (ch(az) - xjo.400[()) = P
: 7?2 — a2
a
L, (sh(az) - xj0,400[(7)) = a2
b) et tout p € C tel que Rp > 0, il vient
L, (cos(az) - xjo,1o0((T)) = P
p ) p2 + a2

¢ O
p2+a2'

£, (sin(az) - Xjo.+o0(())



7.6. Exemples 149

Exemple.  La suite (3 ;- 1/k—In(m))men, converge; sa limite C' est appelée
constante d’Euler (et on a C ~ 0,577). *Pour tout p € C tel que ®p > 0, on a

In(p) +C
£y{1n(e) - xp(0) = = HEE
Comme on a
"1 T2/ k41 1
§ | - E | —
k=1 k nom) k=1 (k H( k )) * m’

il suffit de noter que le terme général de la somme du second membre est positif car
il est égal & fol(l/k —1/(k + z))dx et qu’il est majoré par fol z/(k(x + k)) dz donc
par k=2, c’est-a-dire par le terme général d’une série absolument convergente.

Cela étant, pour tout p > 0, on vérifie de suite que e P*In(x) est une fonction
intégrable sur |0, +o00] et que

+o0 1 +oo 1 1 +oo
/ e Pln(z)dr = —/ e “In(x/p)dr = _In(p) + —/ e “In(x)dx.
0 0 0

p p p
Tout revient alors a établir ’égalité

+o00
C= —/ e “In(z)dx.
0

Or on a successivement
m

g%—mm):/ol e [T
- [Ta-a-ymm T 7
=/01<1—<1—t/m>m> L[

(pour obtenir la deuxieme égalité, on a effectué le changement de variable linéaire
1 — 2z =t/m). Par conséquent, vu le théoreme de la convergence monotone, il vient

14 -z 400 —=x
C:/‘legdx—/ C dz
0 z 1 z

€1 _e® 1d +oo -z
© dr+ ﬁ—/ 34@
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Formules remarquables. Etablir les formules suivantes, dans lesquelles on a
posé L,F = [[7° e " F(z)dx,

m—1 1
1) L, ((x—) eax) = (p—m sim € Ny et p,a € C vérifient Rp > Ra,

m—1)! —a)

(=™t (1 " sin(ax) 1 _
2) £p<(m — e 2aD“ . (EDEEYSE si m € Ny; a, b €
et p € C vérifient Rp > b,

0" e (L ) R el .
Do\ \2aPe) ) | =G gy S m e Noa bR

et p € C vérifient Rp > b.

En déduire que, pour toute fraction rationnelle P sur R, il existe une et une seule
fonction F' mesurable sur R, nulle pp sur | — 00,0[ et £ € R tels que £,F = P(p)
pour tout p € C tel que Rp > &.

Formules remarquables. Etablir les formules suivantes, dans lesquelles on a
posé L,F = f+oo e P*F(z)dx,

—ax 1
1) £p<e ) = msi a, p €]0, +ool,

e—a/a: T 1/2
)Z(J e 2V i a, p €0, +00],
p

1/2
) e~/ gi p €]0, +o0] et a € R,

a
o)

A
T3

Nl

~

Il

A/~

SR

e?’/U4p) gi ¢ €]0, +oof et a € R,

In(1 + p) si p €]0, +o0],

o
=
%@
8
8
S~—
N——
Il
N
=
,_.@IH\/
=
no

/090 slng(f) dg) = 5&I"Ctg(1/p) si P 6]0, +OO[,
)

1
%)—5mu+ﬁMmeM+mL

e ” / o e L Sia, pel0, 4]
e = — sl a, , +00],
var Jo VP (p+a) P

9) £p<ea50 ln(a)+/+w;df)) :II)angLsiO<a<p

ot
S~—
%l\a
o~ N/ N N N N N
N
+
8
©)
m‘ |
Ay
QL
ay
~~
I

@

0) £, (sin(m) / T e cos(a) / Hm%dg) _ ) =2

£ 1+ p?
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Formules remarquables. Etablir les formules suivantes

+oo jaxr _ bx -
1) € 7% ergp—n(2 si a, b, p € R vérifient p > sup{a, b};
0 Zz p—a

+oo jax _ bxr —px
2)/ le\/_dng\/;@p_ —\/p—a> si a, b, p € R vérifient p >
B x x

sup{a, b}%
00 o
3) sin(ax) e dz = arctg(a/p) si p €]0, 400 et a € R;
0 x
+o00 _ b 1 2 b2
2 / cos(ax) — cos(bx) 0P dr — L1 <p + ) si a, b, p € R vérifient p > 0.
2 2+ a?
0 L pra

7.7 Applications

Soit L(D) = ¢ DY + -+ 4+ ¢;D + ¢ un opérateur de dérivation linéaire & coefficients
constants sur R et soit f un élément de Cy(]0, +00[). Si F' = fxjo,400[ €St tel que
'z # 0, alors, pour tous 2, ..., 25,_1 € C, on peut chercher a résoudre I'équation

L(D)u = f
lim+Dku(:c) =z, Vke€{0,...,L—1}
z—0

au moyen des considérations suivantes ou la notation £,g désigne la transformé de
Laplace unilatérale de g.

Analyse. Comme I'p # 0, L,f est défini pour p >. Cela étant, s'il existe une
solution uy € Cr(]0, +00[) telle que Uy = ugx)o,+oo] donne lieu & I' = N Ty, # 0,
la formule établie au théoreme du paragraphe 7.5 donne donc

Up(0) x AX g+ L,f
L(p)

Synthése. Vu les propriétés de la transformation de Laplace, tout revient donc a
déterminer une fonction u sur |0, +o0o[ dont la transformée unilatérale de Laplace est
connue. Pour ce faire, on recourt a des tables de transformées de Laplace dont les
résultats du paragraphe précédent sont extraits. Remarquons en outre que si une
telle fonction existe, elle admet automatiquement un prolongement appartenant a
Cr_1(R); cela permet d’érire la condition lim,_g+ D*u(x) = 2; selon D'u(0) = 2.

Loug = pour Rp > .

Insistons sur le fait que les premieres formules fondamentales du paragraphe
précédent ramenent la résolution des équations différentielles linéaires a coefficients
constants du type

L(D)u = z™e*® (resp.x™ cos(ax); x™ sin(ax); 2™ ch(ax); x"sh(az))
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avec m € Ny, a € Cet a € R (ou méme avec une combinaison linéaire de tels seconds
membres) a la décomposition d’une fraction rationnelle en fractions rationnelles
simples.

Exemple.  Trouver la solution de l’équation Du+u = e sur |0, 4o00| qui vaut
0 en 0. Dans ce cas, on a

1
Le" = P avec T'ee =]1, +00|
et, formellement,

Lo(Dutw) = (p+ 1)Ly — u(0).

Tout revient donc a trouver une fonction wug telle que

Lyuy = pour Rp > .

p*—1
Or on a L,(sh(z)) = (p* — 1)7! sur |1,+o00[. Dans ces conditions, la fonction
up(z) = sh(z) est la solution et, *par prolongement analytique, il s’agit méme d’une
solution sur R*.00

Cette méthode de résolution s’adapte aussitot a la résolution de systemes d’é-
quations différentielles linéaires a coefficients constants.

Exemple.  Résoudre, par transformation de Laplace, [’équation différentielle

Du—Dv = zsin(x)
2u+v+D%* = 0
u(0)=v(0) = 0
Dv(0) = 1

sur R. Considérons cette équation sur |0, +oo[. Par recours a la transformation de
Laplace, cette équation différentielle donne lieu au systeme formel

2
Lou—L = —
N (S k
2Lu+ (1+p*) Ly = 1
On obtient donc formellement
1 p?>—1
Lu=———c¢ctLv=
T (O

d’ou on tire la solution

u(z) = sin(x) et v(x) = z cos(x).0



Chapitre 8

Transformation de Fourier dans .2

8.1 Définition et généralités
Rappels. a) Vu le théoréeme de Parseval, nous savons que
i) pour tout f € L' (L% F*f appartient & L? et vérifie
|75, = @m)" 2 1 £l
ii) pour tous f, g € L!L? ona FXf - Frge Ll et
FH(FEf -F*g) = (2m)"f x g sur R"

b) Cela étant, le théoreme de transfert s’adapte directement au cas des éléments
de L' N L? sous la forme suivante: on a

(F*f.g) = (f. FTg), Vf.geL'[|L”

c¢) On a évidemment
Do (R") € L'(R™) (L*(R™) [\ L¥(R™).

De plus, pour tout ¢ € Do (R") et tout a € N, on a D% € LY(R"™). Des lors, il
vient
Frp e L(R") (LAR™) [JL¥(R"), Ve € Dy(R").
d) Vu le deuxieéme théoréme d’approximation, pour tout f € L2, il existe une

suite (@m)men, de Doo(R™), done de LY(R™) (N L*(R™), qui converge dans L? vers f.

Proposition 8.1.1 Soit f un élément de L2. Pour toute suite (Gm)men, de
LY L? qui converge dans L? vers f, la suite (F=gm)men, converge dans L? et sa
limite ne dépend pas de la suite (Gm)men, -
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Preuve.  D’une part, la suite (F£g,,)men, est de Cauchy dans L? car on a
H‘Figr B ‘Figsnz = <27T)n/2 ng - gs||27 VT, s € N07

donc converge. D’autre part, si la suite (A, )men, de L' (L2 converge aussi dans 1.2
vers f, la suite
a1, h1792a hQa <+ o5 mis hma s

de L' L? converge dans L? vers f. Des lors, la suite
Figl,}"ihl,figg,}"ih% Ce ,figm,]:ihm, Ce
converge dans L2, ce qui entraine ’égalité des limites des suites F*g,, et FEh,,.a

Définitions. Vu la proposition précédente, il est licite de définir la trans-
formée de Fourier F*f dans L? de f comme étant la limite commune dans L2 de
toutes les suites (F* [, )men, telles que la suite (f,)men, appartienne a L' (L2 et
converge dans L? vers f. Cela étant, la transformation positive FT et la transfor-
mation négative B~ de Fourier sont les applications

F*: L2 - L% f— F*f
Le résultat suivant donne un lien fort étroit entre F* et F*.
Théoréme 8.1.2 Pour tout f € LY(L2, on a F*f =F*f pp.
Preuve.  C’est trivial si on considere la suite (fr, = f)meng 1

Remarque.  Si la suite (fy)men, de L' L? converge dans L? vers f et si la suite
(.Fifm)meNO converge pp sur R” vers g, on a g = FEXf pp sur R” car, de la suite
(F + fm)men, qui converge dans L? vers F¥f, on peut extraire une sous-suite qui con-
verge pp vers F* f. C’est notamment le cas pour tout f € L2(R) tel que l'intégrale fléchée

— 400 .
/ e f(2) da = g(y)

——00

existe pour presque tout y € R: il suffit de poser f, = fX]_m,m[; on obtient de suite
F*f = g pp. (cf. Pexemple remarquable du paragraphe 6.9 qui souligne I"importance des
intégrales trigonométriques).0)

Proposition 8.1.3 Pour tout f € L2, tout a € R™ et toute matrice réelle et
non singuliere A de dimension n X n,

a) FXf =FF, f =F] f =F*,f pp;
b) FEf = FFf = F*f* pp;



8.2. Propriétés fondamentales 155

e:Fi<A’1a,y>

c) Fy (f(A-+a)) = Tdet(A)]

+ .
IFAflyf;

eii<-,A_1a> B
d) ij—&—af = ]F:yt (Wf(fl_l-))

Preuve.  Les formules correspondantes en F* étant vraies pour tout élément
de L' (L2, tout résulte donc d’un passage & la limite dans L2y

8.2 Propriétés fondamentales

Théoréme 8.2.1 La transformation de Fourier dans L>
F*: L* — L?
est un opérateur linéaire bijectif tel que
[F=£]] = @m)" 2 1Ifll, v f el

En fait, opérateur (2m)""2F*: L2 — L? est une isométrie linéaire d’inverse
égal & (2m)"/2FF,

Preuve.  L’opérateur F*: L2 — L? est linéaire car
a) pour tous f, g € L2, il existe des suites (fin)men, €t (Gm)men, de L[ L? telles
que fn, — f dans L? et g,, — g dans L? donc telles que la suite (f,, + gm)men, de
L' N L? converge dans L? vers f + g. Cela étant, on a

FH(fm+ gm)—F(f + 9)

et
fifm+Figm?Fif+Fig

donc F=(f + g) = FEf + FXg car on a F=(fo + gm) = FEfm + Frg,, pour tout
m € No.
b) pour tout f € L? et tout ¢ € C, il existe une suite (fy)men, de L' L? qui
converge dans L? vers f donc telle que F*f,, — F*f dans L2. Comme la suite
(¢fm)men, converge dans L? vers cf alors que tous ses éléments appartiennent a
LN L? on a aussi F£(cf,,) — FE(cf) dans L2. Au total, il vient alors F£(cf) =
cF£f car on a bien sir F*(cf,,) = c¢F* f,, pour tout m € Ny.

De plus, on a ||F*f|| = (27)™?||f|| pour tout f € L? car, si la suite (f,n)men, de
L' M L? converge dans L? vers f, il vient F*f,, — F*f dans L? donc ||F*f,|, —
IF= £l avec |F* finll, = (2)" || fuull, pour tout m et || fully — [[fl2-
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On en déduit aussitot l'injectivité de F=*.

La surjectivité de F* résulte directement du résultat suivant.
Théoréme 8.2.2 (Fourier) On a
FFFEf = (2m)"f, VfeLl>

Preuve.  Pour tout f € L2, il existe une suite (0, )men, de Do (R™) qui converge
dans L? vers f. On a alors F*p,, — F*f dans L? et, comme les fonctions F*y,,
appartiennent & L' (L2, on a aussi FTF*p,, — FTFEf dans L2, c’est-a-dire, vu le
théoréme de Fourier dans L', (2m)"p,, — FTF*f dans L2, ce qui suffit.y

Remarque.  Par conséquent, il ne peut y avoir de propriétés générales de continuité,
de bornation, de convergence vers 0 & linfini ou d’appartenance & L' pour F¥f. On
trouvera cependant des résultats partiels de cet ordre au paragraphe suivant.O

Théoréme 8.2.3 (Transfert) On a
(F*f,g) = (f,FTg), Vfgel®
donc, en particulier,
(F*f,Frg) = 2m)" (f,9), Vf,gel’

Preuve.  De fait, si les suites (fin)men, €t (gm)men, de L' () L? convergent dans
L2 vers f et g respectivement, on a successivement

<]Fif’g> = 117£I1 <fifm7gm> = hr{bn <fmafq:gm> - <fu IE?:Fg> .
Le cas particulier résulte alors aussitot du théoreme de Fourier.y

Exercice. Vérifier qu’on a

[ e

/ sin(az) .2sm(ba:) dz =7 inf{a,b} si0<a,b;
R T

. 4
2
/ <Sln(7'$>> d$ — I 7"3 sir Z 07
R x 3

/H>o dz S— $i0 < a,b
0 (@12 +22)  2ablatb) D7
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Suggestion.  Etablissons par exemple la premiere formule: f = xj_; 1| appartient a
LY(R) N L(R) et vérifie F;f f = Fy f = 2 (sin(y))/y. On a donc

sin(z)\? 1 _ . -
/R< . > da:—4/RIF+f-IF fdx—Z/Rffda:_ﬂ.D

Exercice. a) Pour tout m € Ny, calculer

1/m <1—m) e da:
27 J_., m

m (sm<my/2>)2

o my/2

2
définit une unité approchée de convolution dans L'(R"), (cf. premicre partie de 1’exercice
précédent).
c) Si f € LY(R), calculer

fm(y) = ;ﬂ/ (1 — |$m|> Y F f dx.

—m

(cf. exercice p. 128).
b) Etablir que

d) En déduire que, pour toute fonction uniformément continue, bornée et intégrable f
sur R, la suite (fim)men, converge uniformément sur R vers f.0

Question. Etant donné f € L?(R), envisageons d’étudier la convergence de

la suite ) m
(Sm(x) = %/ F;f ety dy>

—-m meNp
vers f(z) si m — 4oo0. (Comme la suite (F*f - Xj_mm[)men, de L' (R)L*(R)
converge dans L2(R) vers FTf, nous savons déja que la suite (S,,)men, converge
dans L*(R) vers f.)

Etablissons d’abord une autre expression de S,,(x). Pour tout m € Ny, le
théoreme de Fourier affirme qu'’il existe g,, € L*(R) tel que

eia:y

2T

Inggm = X]—m,m[(y)7

A savoir

1 1 sin(m(x —1t)

Deés lors il vient successivement

Sm(x) = (FTf,Frg,)=...= %/;OO (fx+t)+ flz—1))

sin(mt) g0
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Théoréme 8.2.4 Si la fonction f € L2(R) est définie et monotone sur un voisi-
nage de x € R, alors la suite S, () converge vers (f(z) — f(z7))/2.

Preuve.  Adapter la preuve de la propriété correspondante relative au cas f €
LY(R).y

Théoreme 8.2.5 (Parseval) On a
FF(F*f-Frg) = 2n)"fxg surR", Vf,ge€L?
donc, en particulier,
FFEEf|* = @n)"f » f* sur R*, Vf eL?

Preuve.  Soient (fin)men, €t (Gm)men, des suites de L' () L? qui convergent dans
L2 vers f et g respectivement. Vu le théoréme de Parseval dans L!, nous avons

fﬂF(}_ifm : Figm) = (27)" fon * gm sur R", ¥V m € Nj.

Or, d’une part, la suite (F= f,, - FE g )men, converge dans L vers F£f -F*g, ce qui
entraine

FHF o Frgm) o F T (F2f - Fryg).

D’autre part, la suite (f,, * gm)men, converge dans L vers f x g. Au total, les
fonctions FF(F£f - FXg) et (27)"f x g sont continues et égales pp sur R", donc sont
égales sur R™.

Le cas particulier est direct.y

8.3 Propriétés particulieres

Proposition 8.3.1 Si f € L2 est tel que F¥f € L™ (ce qui a lieu pour tout
feLYNL2), alors, pour tout g € L?, on a

fxg € L2
F=(fxg) = F=f Fy
1f gl < IF=fll - lgll,-

Preuve.  Vu le théoréme de Parseval et le fait que F* f - F*g appartient a L2,
on a

@2m)" fxg=FF(F*f -Frg) =F (F*f-F*g)
pp sur R". Cela étant,
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a) la premiere assertion est triviale,
b) la deuxiéme assertion résulte aussitot du théoréeme de Fourier dans L2
c) on a successivement
0 Ul = (BB}, = 2P,
o) = ([F=gll, = 2m)" [F=F]] . llgl,
Proposition 8.3.2 Pour tout f € L et tout g € L2, ona fxg € L? et
FE(fxg) = FXf -F*g pp sur R™.

Preuve.  L’appartenance de f % g & L? est connue.
Si la suite (gm)men, de L'(L? converge dans L? vers g, (f * gm)men, st une
suite de L' (L% qui converge dans L? vers f x g. Dés lors, on a successivement

FE(f *g) = UimF(f * g) = lim (F*f - Frg) = F-f - Frg
dans L2, ce qui suffit.g

Exercice. Etablir que, pour tout f € L! tel que F*f € L2, on a f € L2.

Suggestion.  a) Si p. est une unité approchée universelle de convolution, on a F¥p, €

L'NL2NL>, || FEpell,, < 1 et Fyipe — 1 pour tout y € R™.
b) Si f € L1 est tel que F*f € L2, établir successivement que

i) F£f - F*p. — F*f dans L2,
i) FF(FEf - Ffp.) — (2n)"f dans LL.

c¢) On a alors (27)"f = FTF*f dans L2.0

Proposition 8.3.3 Pour tout f € Cr(R"™) tel que D*f appartienne a L*(R")
pour tout o € N™ tel que |o| < L, on a

Fi(D*f) = (Fiy)*F, f pp sur R"
pour tout o € N" tel que |o| < L.

Preuve.  Soit p. une unité approchée universelle de convolution. Pour tout
a € N" tel que |a| < L, on a alors successivement

F, (D*f) =limF, ((D*f) * pe) = LimF, (f x (D%p.)) = imF, f - (Fiy)*F, pe

dans L2 Pour conclure, il suffit alors d’établir que ]fyip8 converge vers 1 en tout
point y de R™. Or, on a bien sur

fjpg = 5"/ eii<m’y>p1(:v/€) dx (—)/ eﬂd‘”/’wpl(:c’) dx’ (—>) 1

en recourant en () au changement de variable linéaire ' = x/c et en (k%) au
théoreme de la convergence majorée.g
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Proposition 8.3.4 Pour tout f € L>(L™ tel que F*f >0 pp, on a FXf € L .
Preuve.  Comme les fonctions
—FEf. e/
fm(y) =F f-e7Wm
a) appartiennent & L' (comme produit de deux éléments de L?),
b) constituent une suite qui croit pp sur R" vers IF;t f,
c) vérifient

_ . —Jaf?/m
Rnfm(y)dy(— Rnf(y) ]F;Zy(e )dy

*)

<l Gy [ ety = (2m 11

n

pour tout m € Ny (en (x), on utilise le théoreme de transfert), la propriété résulte
aussitot du théoreme de la convergence monotone.y

Voici un complément intéressant relatif aux transformées de Fourier dans L!.

Proposition 8.3.5 Une fonction f intégrable sur R™ vérifie FXf > 0 si et
seulement si on a

fl@—y)e(@)e(y)dedy >0, Vo e Dy(R").

R2n

Preuve.  Pour tout f € LY(R") et tout ¢ € Dy (R™), on vérifie de suite en
recourant au théoreme de Tonelli que la fonction f(x — y)e(x)p(y) est intégrable
sur R?":

a) elle est mesurable sur R*?,

b) pour presque tout z € R", |p(z)] - ‘f(x - y)gp(y)‘ est intégrable sur R"™ vu le cas
L' %L1
c) (| fl*|el)(x)-|e(x)| est majoré pp sur R™ par la fonction intégrable ||| f| * [¢]]| .. -]¢]-

Cela étant, le théoreme de Fubini donne

flo—yelef@idrdy = [ (o) (1+7)(o)do

R2n

= (2m)™" FFo- - FE(fx@)de

(%) Rn

= @0 | FEf|FT da

R



8.3. Propriétés particulieres 161

(en (x), on utilise égalité ¢ = (27) " FEFFp et le théoreme de transfert).

Cela étant acquis, la condition est évidemment nécessaire.

Etablissons qu’elle est suffisante. Comme, pour tout g € L2*(R"), il existe
une suite (@ )men, dans Do (R™) qui converge dans L?(R") vers g donc telle que
| FFom|” — [F¥g|” dans L'(R"), on a

FEf-[Fg|* de >0, VgeLl*R").

R’I’L

Cela étant, vu la surjectivité de F*, il vient
/R"fif- |h| dz >0, V¥ heL'(R").

Des lors, la fonction continue F* f est réelle car si sa partie imaginaire differe de
0 en un point yy de R™, elle est strictement positive ou strictement négative en tout
point d’une boule b de centre yq et on obtient la contradiction

R FEf - xpdx #0.
RTL
Enfin la fonction réelle et continue F* f est > 0 car s'il existe un point yy de R”
ol elle prend une valeur strictement négative, il existe une boule b de centre gy, telle
que ;7 f <0 en tout y € b, d’olt on tire la contradiction

./Tif “xpdxr < 0y
R

Exercice. Etablir qu'il existe f € L2 tel que F*f € L® et f ¢ L%

Suggestion.  La fonction g = Y °_; XJm,m+2-m] appartient a L2(R) N L°°(R) mais
n’est pas égale pp & un élément de C°(R). Des lors, f = (27) !F~g est un élément de
L2(R) tel que FTf = g appartient &4 L>°(R). Cependant f ne peut appartenir & L!(R)
car cela entrainerait F*f = F*f pp sur R avec FTf € CO(R). Le cas R" s’en déduit
aussitot.O

Exercice.  Etablir que si f € LY2(R) a un support pp compact non vide, alors sa
transformée de Fourier a R pour support pp.

Suggestion.  Soient f un élément non nul de LY2(R) et a > 0 tels que f = 0 pp
sur R\ [~a,a]. On en déduit de suite que f € L*(R) et que F¥f € Co(R), les dérivées
s’effectuant sous le signe F*. Supposons qu’il existe b € R et € > 0 tels que f;tf =0
pour tout x €]b — e,b + ¢[. Par dérivations successives, on obtient alors

/ eFTYyk f()dy =0, Yk eN,Vz €lb—e,b+ ¢l
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Cela étant, pour tout z € R,

M e (e — bk ,
<Z & (k! . y’“f(y)ei”’y>

m=0 meNg

est une suite de fonctions intégrables sur R, qui converge pp sur R vers
e:l:i(x—b)yf(y)e:tiby _ e:l:ixyf(y)

et telle que

M

i)*(z — b)k ;
Z (:l:) ( b) ykf(y)e:tzby

|z —off
<Y @) < e f(y)]

pp sur R, oti la derniere majorante appartient & L'(R). Vu le théoréme de la convergence
majorée, on obtient F;tf = 0 pour tout x € R donc f = 0 pp sur R. D’ou la conclusion.O

Exercice. Pour tout f € L?(R) non nul et tout r € R, posons

(@ —r) f ()|

A f =
T= 7

si (x—7)f(z) € L3(R) et A, f = +oo sinon.
Cela étant, établir I'inégalité de Heisenberg: pour tout f € L2(R) et tous r, s € R,
on a (Arf) - (AF~f) > 1/4.

Suggestion.  Soit f € L(R).

Pour tous r, s € R, la fonction g(x) = e 7% f(x + s) appartient & L2(R) et on a
tot fait de vérifier que A F~f = AgF g et As;f = Agg. 1l suffit donc de prouver que
(Aof) - (AgF~ f) > 1/4.

En voici une preuve dans le cas ol f appartient aussi a C1(R) et vérifie D f € L2(R).

Vu la définition de Agf, seul le cas on zf(x) € L2(R) est a considérer. Cela étant,
pour tous a, b € R, par intégration par parties, il vient

b b b
| aT@ D@ ds = alf@)] - [ 1f@F + o@D do

donc

b b
[ 1f@F = —2% [ 2 F@Ds@) da + ol @]

et, comme f2 et 2f(z) D f(x) appartiennent & L'(R), on obtient que | f(z)|* admet des
limites en 400 et en —oo, qui doivent étre nulles car z | f(z)[? est intégrable sur R. 11 vient
alors

12 = =2 [ 2 F@ DS (@) do



8.3. Propriétés particulieres 163

donc, vu l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

4 2 2 5 2
1714 < 4 /R 2 |f (@) da /R Df (@) do.

Mais on a ||f||2 = (2m)~! H]FffH2 et

2
)

LI [Tl S Ty
IDAI? = o [EDf|* = o [l2F~ f(x)
ce qui suffit.O

Exercice.  Si on pose F = (2r) "2F*, établir que

a) FFFF =id,

b) pour
Py=(id+ F+ FF + FFF)/4
Py = (id — iF — FF + iFFF)/4
Py=(id— F+FF — FFF)/4
Py = (id +iF — FF — iFFF)/4,

on a

id si k=1

Psz—{ 0 si k#IL
P0+P1+P2—|—P3:id

P.F =FP, = i*P,.

En particulier, tout f € L2(R) admet une décomposition f = fo+ fi+ fo+ f3 en éléments
de L2(R) telle que Ff = fo+ifi — fo —if3.0

Exercice. Etant donné f € L?(R"), posons

K
Sf = {chf('—FTk):Ck e C,ryg GR,KEN()}.
k=1

Etablir successivement que
a) Padhérence Sy de Sy dans L? est un sous-espace vectoriel de L2
b) pour tout g € Sy et tout r € R, on a g(- +r) € Sf.
¢) pour tout g € Sy, on a Sy C Sf.
Un théoréme de N. Wiener signale que Sy est une partie dense de L2 sionaFLf+#0
pour presque tout x € R. (Cf. [2], pp. 104-105.)0
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8.4 Exemple remarquable

Nous savons (cf. remarque, paragraphe 6.4) que la fonction (sin(z))/x appartient a
L?(R) mais pas & L}(R). Cependant, pour tout N > 0, la fonction

sin(z)

X}fN,N{(«T)

est intégrable sur R et, pour tout y € R, on a

f;iycmf) XJ_NvN[(x)> = / ) Sinf) cos(zy) dz

l/N sin(z(1+ ) +sin(x(1—y))

2 )N
T
(—*; 7TX]—1,1[(3/> + 5X{—1,1}(?/)

(en (x), on utilise le résultat du premier exercice du paragraphe 6.9). Par conséquent,

il vient ) ( )
SIn(xr
= mx)-11/(y) pp sur R,

résultat qu’on pouvait aussi déduire directement de la formule

sin(y) sur R.

‘7:;:1/)(}—1,1[ =2



Chapitre 9

Transformation de Laplace dans [2

9.1 Définition

Par analogie avec I'introduction de la transformation de Fourier dans L2, on peut
introduire une transformation de Laplace dans L?.

Définition. La fonction F' mesurable sur R” admet une transformée de La-
place L,F dans L? en p = (£,n) € R* si e=P?) F(x) appartient & L*(R"); elle est
alors définie selon

L,F =F, (e F(-)).

Proposition 9.1.1 La transformée de Laplace en p € R?*" de la fonction F
mesurable sur R™ existe si et seulement si & appartient a l’ensemble convexe

Tp={¢(eR":e " F(z) € LA(R")} 4

La propriété suivante limite considérablement l'intérét de I'introduction de cette
transformation de Laplace dans L2.

Proposition 9.1.2 Pour toute fonction F mesurable sur R", on a (Tz)° C I'p
et, pour tout £ € (I'r)°, on a L,F = L,F pp.

Preuve.  Pour tout & € (I'r)°, il existe r > 0 tel que la boule compacte
{€:)|€—&)]| <r} soit incluse dans (I'r° donc soit enveloppée dans IT'p: il existe
r>0,JeNget &, ..., & €'y tels que

J
e~ | P(z)] < el Ze—@j»@ |F(z))|
j=1

donc tels que la fonction mesurable e~€® F(z) ait son module majoré par une
fonction intégrable.g



166 9. Transformation de Laplace dans L?




Chapitre 10

Séries de Fourier dans L?(F)

10.1 Suites orthogonales dans L*(E)

Soit E une partie mesurable de R".

Définition.  Deux éléments u et v de L(E) sont orthogonauz et on écrit u L v
si on a (u,v) = 0. Il est clair qu’on a alors v L u également.

Proposition 10.1.1 Toute combinaison linéaire d’éléments de L*(E) orthogo-
naur o f € L?(E) est aussi orthogonale a f .y

Proposition 10.1.2 Soient u,, et f des éléments de L*(E).
Si la suite (U )men converge dans L2(E) vers ug et si chacun des u,, est orthog-
onal a f, alors ug est orthogonal a f.

Preuve.  De fait, on a alors (u,,, f) — (uo, f)a

Théoréme 10.1.3 (Pythagore) a) Pour tout nombre fini d’éléments uy, ...,
uy de L2(E) orthogonaur deux a deuz, on a

J

2

= Ml
j=1

b) Si (Um)men, st une suite d’éléments de L2(E) qui sont orthogonaux deuz
a deuz, alors la série Y > uy, converge dans L*(E) si et seulement si la série
L . \ " 2
numérique réelle a termes positifs y | ||un|” converge, auquel cas on a

S 2 00

2
>t =D umll*
m=1 m=1

J 2

2w

J=1
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Preuve.  a) est immédiat vu que
J 2 J J
=1 j=1 k=1
J J J
2
D (wu) =) () =)l
, o

1 k=1 7j=1

I
R

.
Il

b) Vu a), pour tous r, s € Ny tels que r < s, il vient

s 2 s

2
>t =D
m=r m=r

c’est-a-dire que la série > ° | u,, est de Cauchy dans L*(E) si et seulement si la
s ;. 2 . . VT
série numérique Y *°_ |lu,||” est de Cauchy. La conclusion est alors immédiate.y

10.2 Suites orthonormées dans L*(F)

Soit E une partie mesurable de R".

Définition.  Une suite (u, )men, de L2(E) est orthonormée si ses éléments sont
normés et orthogonaux deux a deux, c¢’est-a-dire si et seulement si on a (u;, ug) = 6,
pour tous j, k € Np.

Théoréme 10.2.1 Soit (U, )men, une suite orthonormée de L*(E).

a) Si (Cm)men, est une suite de nombres complexes, alors la série Y | Cplly,
2 . . s - s - [e.9] 2
converge dans L*(E) si et seulement si la série numérique Y ~_, |cm|” converge,
auquel cas il vient

o0 2 oo

2
E CmlUml|l = E lem|” -
m=1 m=1

b) Pour tout f € L2(E), il existe une suite (¢;)men, de C et g € L2(E) tels que
i) g L u,, pour tout m € Ny,

(e 9]

. - 2
ii) la série Z lem|” converyge,

m=1

ii) f = Zcmum +g.
m=1
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En fait, cette décomposition est unique et on a

¢m = (fium), VYV m e Ny,
AP = D1 um)* + gl
m=1

Preuve.  a) est un cas particulier du théoreme de Pythagore car les ¢,,u,, sont
orthogonaux deux a deux et tels que ||ctnm|| = |cm| pour tout m € Ny.

b) Si une telle décomposition existe, elle est unique et ¢, est égal a (f, u,,) pour
tout m € Ny car on a alors

00 J
(f um) = <Z Cjuj,um> +{g, upm) = lim D¢ (g, um) = e

j=1 j=1
Cela étant, pour tout M € Ny, posons

M

gM:f_Z<f7um>um

m=1

On vérifie de suite que, pour tout M € Ny, la fonction gy, est orthogonale aux wq,
..., upr; cela implique 'égalité

M
AP = 1 Fwn)* + llgull*, ¥ M € No.
m=1

Ceci assure que la série Y (f, uy) u,, converge dans L?(FE). Deés lors, la suite
(g9a1) aren, converge dans L2(E) vers un élément g tel que

F= (f tm)um +g.

m=1

Enfin, vu la continuité du produit scalaire, g est orthogonal a chacun des u,,. D’ou
la conclusion.g

10.3 Suites orthonormées totales dans L2

Soit E une partie mesurable de R".

Définition.  La suite (u,)men, de L2(E) est totale dans cet espace si 0 est le
seul élément de L2(E) qui soit orthogonal & chacun des u,,, ¢’est-a-dire si on a

f e L*E) _
{f L ou,, VmENU}:>f_O'
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Théoréme 10.3.1 Soit (uy,)men, une suite orthonormée totale dans 1L2(E).

a) Développement en série de Fourier. On a
F= (ftm)un, Y feL’(E).
m=1
b) Formules de Parseval. On a

A1 =D W foum)®, ¥ f € LX(E),

et
(f.9)=>_ (frum) (g, um), Vf g€LE)

m=1

Preuve.  a) et la premiere formule de Parseval résultent aussitot du paragraphe
précédent et du fait que la suite (u,)men, est totale.

La deuxieme formule de Parseval est alors une conséquence immédiate de la
continuité du produit scalaire car on a successivement

(g, tm)a

|
=
ey
S
P
F
:
P
iM8

\h
S
P
F
:
3

Corollaire 10.3.2 Si (U, )men, €st une suite orthonormée totale dans L*(E),
alors le développement en série de Fourier de f € L*(E) peut étre intégré terme a
terme sur toute partie intégrable de E.

Preuve.  De fait, pour une telle partie intégrable A de E, on a x4 € L?(E)
donc

/Afd:[::(f’XA Z fum XA7um>
m=1

c’est-a-dire
o0

Ai(f,ummmdx: Z(faum>'/AUmdl‘.|

m=1 m=1
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Critere 10.3.3 (Totalité) Une suite orthonormée (up,)men, de L*(E) est to-
tale dans cet espace si et seulement si, pour tout f € L2(E) et tout € > 0, il existe
M € Ny et des coefficients complexes c1, ..., ¢y tels que

M
Hf - Z CmUm
m=1

Preuve.  La nécessité de la condition résulte aussitot du théoreme précédent.

La condition est suffisante. Soit g un élément de L*(F), orthogonal a chacun des
Uy,. Par hypothese, pour tout € > 0, il existe M € Ny et des ¢, ..., ¢y € C tels
que

<e.

M 2 M
g—ZCmum = ]|gH2—|—Z|Cm]2 <€
m=1 m=1

donc tels que ||g]| < ¢, ce qui suffit pour conclure.y

10.4 Convergence pp des séries de Fourier

Soit £/ une partie mesurable de R™.

Remarque.  Soit (tm)men, une suite orthonormée totale dans L?(E). Nous venons
de voir que, pour tout f € L?(E), la série > oo_; (f, um) um converge dans L*(E) vers
f- Vu le critere de Cauchy, il existe une sous-suite de la suite des sommes partielles de
cette série qui converge pp sur F vers f. Dans ce paragraphe, nous cherchons a préciser
la connaissance de telles sous-suites.

Lemme 10.4.1 Soient (uy,)men, une suite orthonormée dans L*(E) et (¢ )men,
une suite de nombres complezes telle que la série -, \cm\2 converge.
Si les M (k) € Ny croissent et sont tels que

2

2
g CmUm — E CmUm = § ’Cm’ = Rk
m=1 m=1 m=M (k)+1

. ;. . , M (k
soit le terme général d’une série convergente, alors la suite Zmil) Cm Uy CONVETGE PP

sur E vers y | Cpl,.

Preuve.  Afin de simplifier les notations, posons Sy = 2%&1) Cn Uy, POUT
tout k € No et S =>""_, .

Cela étant, on vérifie aisément que la suite des sommes partielles de la série
P !S — SMk) }2 vérifie les conditions d’application du théoreme de la convergence
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monotone:
a) les sommes partielles appartiennent a L'(F),
b) la suite des sommes partielles croit pp sur E,

c) on a bien sur

K K 00
/ SIS = Su|” de =S |5 = Suw* <D Re. VK €Ny,
E =1 k=1

k=1 k =

Des lors, cette série converge pp sur E et son terme général doit donc converger
pp sur E vers 0, ce qui suffit.g

Proposition 10.4.2 Soit (uy,)men, une suite orthonormée dans L*(E) et soit
(Cm)men, une suite de nombres complezes.
S"il existe M € Ny et C > 0 tels que

C
lem| < — et |up(2)] < C pp sur E, ¥ m> M,
m

alors la série Y| cmuy, converge dans L*(E) et pp sur E vers la méme limite.

Preuve.  D’une part, la série > >°_| ¢pu,, converge dans L?(E) car la série
S Jem|? converge.

D’autre part, on établit d’abord au moyen du lemme précédent que la suite
(Zf‘fi’? Conlm ) keN, converge pp sur E si on pose M (k) = k? pour tout k € Ny. En
effet, pour k suffisamment grand, on a bien stir k2 + 1 > M donc

[e's) k2 2

o o 1
2

E cmum—g Cnlm || = E lem|” < C? E —
m

m=1 m=1 m=k2+1 m=k2+1

avec
oo
m?2 = Jpe x® k¥
m=k2+1

ce qui suffit. Cela étant, il suffit de noter que, pour tout N > M?2, il existe un entier
k> M tel que k? < N < (k + 1)? donc tel que

c? 2k+1
|SN_SI§2|§ ((k""l)Q—kQ) ﬁ: k2

C? pp sur E

ol la majorante converge vers 0 si k — 0o.g

Voici deux compléments relatifs aux éléments des séries de Fourier convergentes.
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Proposition 10.4.3 Soit (u;,)men, une suite orthonormée dans L*(E) et soit
(Cm)men, une suite de nombres complezes.

Si la série Y °_| ¢pum converge dans L*(E), alors la suite ¢, converge vers 0 et
la suite c,,u, converge pp sur E wvers 0.

Preuve.  D’une part, comme la série > °_| ¢pu,, converge dans L*(E), il est
clair que la suite ¢, converge vers 0; * — en fait, elle appartient méme a 1'espace £?
— k.,

D’autre part, on vérifie directement que la suite des sommes partielles de la série

2 s " . . , \
> lemun,|” vérifie les conditions d’application du théoreme de la convergence
monotone, ce qui implique la convergence pp sur E de cette série, ce qui suffit pour
conclure.y

10.5 Suite trigonométrique de Fourier

Convention. Dans ce paragraphe et le suivant, sauf mention explicite du
contraire,

a) I est U'intervalle compact [ay,b1] X - -+ X [an, b,] de R™, on a donc a; < b; pour
tout j < n,
b) r1, ..., r, sont des nombres réels,
¢) pour tout m = (my,...,m,) € Z", on pose
1 2wy T my @ - 1 2imm; 137;”
Um(;p):—e J bj—a; :H—e bj—aj
(1) J=1 bj — a;

Le résultat suivant donne les propriétés immédiates de ces fonctions u,,.

Proposition 10.5.1 Pour tout m € Z", on a
a) Uy, = U_y, (0n pose bien sir —m = (—my,...,—my,));
b) Uy, € Coo(R™) donc uyy,|r € LMI) O LA(I) N L>®(1);
¢) |um(2)| < 1/\/U(I) pour tout x € R";

d) um(x1+ki(bi—ar),. .., xn+kn(bp—an)) = um(z) pour tout k € Z" et tout x € R":
U est une fonction périodique sur R™, de période T = (by — ay,...,b, — an)a

Théoréme 10.5.2 Pour toute numérotation de Z", (Uy,)mezn est une suite or-
thonormée totale dans L2(I), appelée suite trigonométrique de Fourier dans L2(I).
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Preuve.  Bien str Z" est un ensemble dénombrable; on peut donc le numéroter.

a) La suite (U, )mezn est orthonormée dans L2(I).
Comme les u,, sont a variables séparées, il suffit de noter que, pour tous m/,
m” € Z et tous a, b, r € R tels que a < b, on a

b T/ =8 ~2imm! = ] Q2imr = /b sirminy
. ‘T = —————— e b—a €T
o Vb—a Vb—a b—a "

1 st m=m"
10 st o mEM” [
b) la suite (ty,)mezn est totale dans L*(T).
Vu le critere de totalité, il suffit de prouver que, pour tout f € L23(I) et tout

e > 0, il existe M € Ny et des ¢,,, € C avec m € Z", —M < m; < M pour tout
7=1,...,n, tels que

Hf— S Z -

mi=—M m.

Vu le deuxieme théoreme d’approximation, il existe une fonction ¢ € Dy (1°)
telle que ||f — ¢|| < €/2. Cela étant, désignons par ¢ la fonction périodique de
période (by — ay,...,b, — a,) égale a ¢ sur I° et a 0 sur I*; bien sur, on a alors
® € Co(R™). Vu le théoreme d’approximation trigonométrique de Weierstrass 3.7.9,
il existe alors M € Ny et des ¢, € C avec m € Z" et |m| < M, tels que

Sy Z Contin (2

mi=—M mp=—

)

sup
rEeR™

Pour conclure, il suffit de noter que cela entraine

RN

mi=—M m

[\')I(ﬂ

10.6 Séries trigonométriques de Fourier

Dans ce paragraphe, nous utilisons les notations introduites dans la convention du
paragraphe précédent.
Bien sur le résultat fondamental s’énonce comme suit.
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Théoreme 10.6.1 Développement en série trigonométrique. Pour toute
numérotation (m(M))yen, de Z™, on a

f= Z <f, um(M)>um(M) dans LQ(I), Vfe LQ(I),
M=1

formule qu’on écrit bien souvent sous une des formes

F= D D (fotum)um ou f="Y {f thm) .

mi]=—00 My =—00 meZ™

Formules de Parseval. On a

+oo +oo
AP =Y - > Kfoum)*, VfeL?(D),

m1=—00 Mp=—

ainst que

+o0 400
<fug>: Z Z <f7um><g7um>7 Vf,g€L2(1>,

mp=—o0 My =—00
ces séries numériques étant absolument convergentes.y

Remarque.  Les u,, sont des éléments trés particuliers de L?(I): par exemple, ils
appartiennent & Co(R™) et sont périodiques. On peut donc s’attendre a ce que les
développements en séries trigonométriques de Fourier dans L?(I) jouissent de propriétés
particulieres.O

Remarque.  Insistons sur le fait que nous savons déja que, pour toute fonction f €
L2(I), la série trigonométrique de Fourier de f
a) converge dans L2(I) vers f,
b) converge pp sur I vers f s’il existe une numérotation m(M) de Z", N € Ng et C > 0
tels que |(f, umany)| < C/M pour tout M > N car nous avons |u,(z)| < 1/4/¢(I) pour
tout m € Z" et tout x € R™".0

Théoréme 10.6.2 (Carleson) Sia, b € R sont tels que a < b, alors, pour tout

f € L%(a,b]), la suite (Z%:_M (f, Um) Um ) pren, converge dans L2(Ja,b]) et pp sur
la,b[ vers f.

Preuve.  Résultat admis (cf. On convergence and growth of partial sums of
Fourier series, Acta Math. 116(1966), 135-137).y
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Théoreme 10.6.3 Si f € CL(I°) vérifie les conditions suivantes:
1) D*f € L*(I) pour tout o € N" tel que |o| < L,
2) (f, (=D)%uyy,) = (D*f, uy) pour tout a € N™ tel que |o| < L et tout m € Z",
alors on a la

a) convergence dans 1*(I) de la série des dérivées terme a terme: pour
tout v € N™ tel que || < L, on a

Z (f, Um) DUy, — D*f  dans L*(I),
mez"
b) convergence uniforme de la série des dérivées terme a terme: pour
tout v € N™ tel que || < L —n, la série
> (f ) Duyy
mezn

converge absolument et uniformément sur R™ et coincide sur I° avec D*f.

Preuve.  Remarquons d’abord que, pour tout a € N et tout m € Z" non égal

a0, on a
D%u,,, = H (2@'71'()' J ) U

j=1 J

formule que, pour simplifier les notations, nous écrivons

D%u,, = (22'7? m ) Uy -
b—a

a) Pour a = 0, c’est le théoreme de développement en série de Fourier dans L?([).
Pour av € N” non nul et tel que |a| < L, c’est aussi le théoréeme de développement
en série de Fourier appliqué a la fonction D®f € L?(I) car on a bien sir

(f;u0) Dug = 0 = (f, (=D)%ug) uo = (D* f, ug) uo

ainsi que, pour tout m € Z" non nul,

(f, ) D%y = (f, ) <2z’7rb7fba)aum = <f, (—QiﬁbTa)aum> U,
= (f, (=D)%um) tm = (D*f, um) tnm.

b) Etablissons d’abord ce résultat dans le cas ou I = [a,b] est un intervalle
compact de R. Numérotons les u,, de la maniere suivante:

2m st m >0
M(m) = 1 si m=0 ), VmeZ,
—2m+1 si m<0
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et considérons les ,(ary. Posons r = 1/2 (en fait, ce qui suit est correct pour tout
r € R\ Z). Comme en a), on obtient

b
(m(M) +7) (f, ) D*tm(ary = <<T D + 7’) D f, tm(ar) > m(M)

pour tout M € Ny et tout o« € N” tel que |o] < L — 1. Par conséquent, pour tous
p, q € Ny tels que p < g, il vient méme

Vb —a Sgg Z |(f tm(ar) ) D*Um(an) ()]

[{( ZJZD + 7") D° f, o) )|
Z M) +r|

5 <MZ \<(%QD #r) D) >/ (MZ m)/

/
<| (G er) ] ( W)

ott la majorante tend vers 0 si p — oo car la série Y 3,_ (m(M) +r)~? converge (en
(%), on a utilisé I'inégalité de Schwarz dans R?P*1).

Dans le cas général, on procede de maniere analogue. On choisit une numérota-
tion M (m) de Z™ et un nombre r € R \ Z. Pour tous p, ¢ € Ny tels que p < ¢, on
obtient alors

=p

VD) sup 37 [(Ftman ) Dt ()]
Te nM:p

(0, +) )] (S rmon )

J=1 M=p j=1

m + r)~? étant

et cette majorante converge vers 0 si p — oo car, la série Y~ (

convergente, il en est de méme pour la série
o0 oo n
-2
E . E H(mj +7) "
mi=—00 my=—00 j=1

Remarque.  La condition ii) de I'hypothése du théoréme précédent semble étre a
priori une condition ad hoc. Elle est cependant vérifiée dans deux cas fort intéressants
que nous allons étudier maintenant.O
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10.6.1 Cas des éléments de Dy (I°)

Proposition 10.6.4 La condition ii) de ’hypothése du théoréme précédent est
réalisée pour tout f € Dp(1°).

Preuve.  Cela résulte aussitot de |«| applications du théoreme d’intégration par
parties: vu appartenance de f a Dy (I°), chacun des termes intégrés est nul.y

10.6.2 Cas des fonctions périodiques

Définition. Soit f une fonction périodique sur R™ de période T égale a
(Ty,...,T,). Un intervalle de période pour f est un intervalle fermé J de R™ tel
que, pour tout j < n, la longueur du j-e¢me coté de J soit égale a T}.

Bien sir,

i) toute combinaison linéaire de fonctions périodiques et de méme période T' sur R"
est une fonction périodique de période 1" sur R",

ii) tout produit fini de fonctions périodiques et de méme période 7" sur R™ est une
fonction périodique de période T sur R",

iii) toute dérivée d’une fonction dérivable et périodique de période T sur R" est une
fonction périodique de période T sur R".

Au point de vue de l'intégration des fonctions périodiques, on a les résultats
suivants.

Proposition 10.6.5 Si la fonction f périodique de période T est localement
intégrable sur R™, son intégrale sur un intervalle de période ne dépend pas du choix
de cet intervalle.

Preuve.  Vu le théoréme de Fubini, il suffit de noter que, pour tout f € L} _(R)
périodique de période T et tous a, b € R, on a

a+T b b+T a+T b+T
/ fdx:/fdzv—l—/ fd:B—l—/ fdxz/ fdx
a a b b+T b

en recourant au changement de variable 2’ = x — T’y

Proposition 10.6.6 Si f, g € Ci(R") sont périodiques de méme période T,

alors on a
[£-Digis=— [ g-Dp o
J J

pour tout k < n et tout intervalle de période J pour f et g.
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Preuve.  Pour tous z1, ..., [z], ..., 2, € R, on a
a+Ty rr=a+T}
/ (f - Drg+g-Dyf) dzy. = (fg) =0, VaelR.
@ TE=a

Des lors, la propriété résulte aussitot du théoreme de Fubini.g
Ces résultats sont a la base des conséquences importantes suivantes.

Théoréme 10.6.7 a) Les coefficients du développement en série trigonométri-
que de Fourier d’une fonction périodique f € L2 (R") sur un intervalle de période
de f sont indépendants du choix de cet intervalle.

b) Si f € CL(R™) est périodique, la série des dérivées D terme a terme de son
développement en série trigonométrique de Fourier sur un intervalle de période I

i) converge dans L*(I) vers D®f si on a |a] < L,

ii) converge uniformément sur R™ vers D*f si on a |a| < L —ny

10.7 Séries trigonométriques et L*(|a, b|)

Remarque.  Dans le cas ou I est U'intervalle compact [a, b] de R, la suite trigonomé-
trique de Fourier dans L2(I) s’écrit explicitement:

1

U () = bl_a< <27rmz_r>+isin<27rm§_2>>, Ym e Z\ {0}.

Dans ce cas, dans les développements en série, on regroupe le plus souvent les termes en m
et —m pour obtenir les formules réelles relatives au développement en série trigonométrique
de Fourier.O

10.7.1 Forme réelle du développement

Théoréme 10.7.1 Pour tous a, b, r € R tels que a < b et tout f € L2(]a,b|), la
série

o /f o
ST > R
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converge dans L*(I) et pp sur I vers f avec I =|a,b|.

Si, en outre, f appartient a Dp(I°) ou a CL(R), et est périodique de période
b— a, la série des dérivées D* terme a terme converge dans L2(I) vers D*f pour
tout k < L et uniformément sur R vers une fonction dont la restriction a I est €gale
a DFf pour tout k € N tel que k < L — 1.

Preuve. 11 suffit de noter que, pour tout m € Ny, on a

(fy tm) tm + (f, ) U
= (f, Ry + iSUp) (R, + iSum) +
=2 (f, Rup) Rup, + 2 (f, St,) Sy,

et d’appliquer les résultats précédents.g

(fy Ry, — 1SUp ) (R, — 1SUy,)

10.7.2 Forme réelle des formules de Parseval
Théoreme 10.7.2 FEtant donné a, b € R tels que a < b et des fonctions f,
g € L%(Ja, b)), la série numérique
t—
dt
) cos ( - )

[ros Sm( )

2 - .
converge vers || f||” et la série numérique

/bf(t)dt-/b@dt
/f cos( )dt /ab (1) cos (QWmZ:Z) dt

/ £(t) sin (2#m2—> dt - /ab(_)sin (QWZ:Z) dt)

converge vers (b — a) (f, g).
11 suffit bien str d’établir le deuxieme cas car il donne le premier pour

2

1 2

b—a

Ty 2

b—a

Preuve.
f =g. Comme, pour tout m € Ny, on a

(fs tm) - (g, tm) + (s u—m) - (g, Uem)
= ((f, Rum) — i (f, Sum)) - ((7, Rum) £+ (7, Sun))
+ ((f, Rum) + 0 (f, Sum)) - (7, Rum) =i (g, Sum))
=2(f, Rup) - (g, Rum) + 2 (f, Sum) - (7, Stm) ,

on conclut aussitot en recourant a la deuxieme formule générale de Parseval.g
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10.7.3 Casb—a=2mretr=0

Le plus souvent, dans les applications, on choisit 7 = 0 et on effectue un changement
d’unité pour avoir b — a = 27w. A ce moment, les trois formules explicites que nous
venons d’établir prennent la forme simplifiée suivante.

Théoréme 10.7.3 Pour tout a € R et tous f, g € L*(Ja,a + 27]), on a

o /a 7rf(t) cos(mt) dt - cos(mzx)

1 a+2m 1
f(x):g/ fdt—i—;z a+2m
a m=1 +/ f(t) sin(mt) dt - sin(mzx)

la convergence ayant lieu dans L*(|a, a + 27]),

2

/va+27r

0 f(t) cos(mt) dt

2 1 atam ? 1 a

e A S S :
=+ / f(t)sin(mt) dt

et

1 a+2m a+2m
)=y [ sar [ ga

o /H% f(t) cos(mt) dt - /aHﬂmcos(mt) dt
1 a “
+; Z a+2m at2m

= / F(¢) sin(mt) dt - / 3(0) sin(mt) dt

10.8 Convergence ponctuelle des séries de Fourier

Nous sommes ainsi amenés a étudier de plus pres les séries du type

§ Cm ezmx

m=—0Q

ou, de maniere équivalente, du type

1 [e.9] o0

500 + Z Ay, cOs(MmT) + Z by, sin(max),

m=1 m=1

les coefficients a,,, b,, et ¢,, étant des nombres complexes.
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10.8.1 Polynomes trigonométriques dans R

Afin de simplifier les écritures, considérons le cas ou b — a = 2w. Nous savons que,
pour m € Z, les fonctions (27)~!/2¢"* constituent une suite orthonormée totale
dans L2(Ja, a + 27[) quel que soit a € R.

Définition.  Un polynome trigonométriqgue P sur R est une combinaison liné-
aire de ces fonctions. Il s’écrit donc explicitement sous la forme

P(z) = Z cm €™ ou P(x) = %ao + Z (@ cos(mz) + by, sin(mz)) ,

m=—M m=1

avec M € N, les coefficients a,,, b,,, ¢, étant des nombres complexes liés par les
relations

ag = 2cy,

A = Cy + C_ppy,  YmM € N,

by = i(Cm — ), VM € Ny,
Cm = (@ — 1by) /2, VYm € Ny.

Il est de degré M si on a ¢y # 0 ou c_py # 0; il revient au méme de dire qu’on a
apy # 0 ou by # 0.

Etant donné un polynéme trigonométrique P, il est clair que ses coefficients sont
donnés par

1 a+2m )

Cm = — P(z)e™"™* dx,
2 J,
1 a+2m

Ay = %/ P(z) cos(mx) dx,
1 a+2m

by, = ;/ P(z)sin(mx) dz,

quel que soit a € R.

Théoréme 10.8.1 a) Un polynome trigonométrique est une fonction périodique
de période 27, appartenant a C(R).

b) Un polynome trigonométrique P de degré M > 1 a au plus 2M zéros dans
0, 27[; un polynéme trigonométrique est donc la fonction 0 si et seulement si tous
ses coefficients sont nuls.
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A . o M ; Lo .
c¢) Le polynome trigonométrique Zm:_M cm€™" est réel si et seulement st on a

Cm = C_m pour tout m =0, 1, ..., M, c’est-a-dire si et seulement si ses coefficients
ay, et b, sont tous réels.

d) Un polynéome trigonométrique réel P de degré M > 1 et sans zéro est une
fonction a waleurs strictement positives ou a valeurs strictement négatives. S’il
est a valeurs strictement positives, il existe un polynéme trigonométrique @ (non
nécessairement & valeurs réelles ni unique) tel que P = |Q|*.

Preuve.  a) est trivial.
b) Un des coefficients c¢_j; et ¢y au moins differe de 0. Quitte & considérer
P(—x), nous pouvons supposer avoir ¢y; # 0. Cela étant, il vient

P(LE) — efiMz (C,M + C*M*”leiz N CMeQiM:v) — efiMx R<em)

ol R(z) est un polynéme sur C de degré 2M, ce qui suffit.
c) Il suffit de noter qu’on a

et d’appliquer a).
d) La premiere partie résulte aussitot du théoréeme des valeurs intermédiaires.
Considérons la deuxieme partie. Vu ce qui précede, nous pouvons supposer qu’il
existe un polynome

M
R(z) = Z cmz™ ™M avec ¢, = ¢, pour tout m =0,1,..., M
m=—M

tel que P(x) = e "M*R(e'). En particulier, on a ¢y = ¢_37 # 0 donc R(0) # 0, et
R(z) = 2"M (copz ™M+ ot ey) = 2M (a2 M + -+ ey) = 22M R(1/7).
Il s’ensuit que si zp € C est un zéro de R, il en est de méme pour 1/Zg: les zéros

de R peuvent donc se grouper par paires du type {d,,,1/d,,} avec m =1, ..., M.
Comme on a alors

efix (eix o dm) <ei:c . %) — _% |eix _ dm}Q’ Vm = 1’ o ,M),

il existe C' € R\ {0} tel que
M
P(a)=C ] | — dun|*,
m=1

ce qui suffit pour conclure aussitot.y
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Remarque.  Les polyndmes trigonométriques cos(Mx), cos(Mz) + 1 et cos(Mx) + 2
ont M pour degré et ont respectivement 2M, M et 0 zéros dans [0, 27[.0

Exercice. Si P est un polynome trigonométrique de degré M > 1 et a valeurs dans
[0, +00] et si R est le polynome sur C défini par P(z) = e~*M* R(e?®), établir que
a) tout zéro zp de R tel que |zp| = 1 est de multiplicité paire,

b) il existe un polynome trigonométrique @ tel que P = |Q]2.

Suggestion.  Supposons que zy = €0 avec zg € R soit un zéro de multiplicité impaire
m de R. Il existe alors un polynoéme S tel que R(z) = (z — z09)™S(z) avec S(zp) # 0.
Considérons les points z. = (1 +¢)zg et x_. = (1 — )z avec € > 0. Il vient

P(x—a) e~ M (1—e)zo (ei(l—a):co _eimo)m S(ei(l—ﬁ)ro)

P($6> - e—iM(1+e€)zo (ei(1+s)mo _ eixg)m S(ei(lJrs)xo)

_ 2iMex e—tero _ 1 \™ S(ei(l—E)xo)
=e ET0 ( m > W — —1

si e — 0T. 1l s’ensuit que, pour ¢ > 0 suffisamment petit, P(z_.) et P(z.) sont non nuls
et de signes différents. D’ou une contradiction.O

Apres cette étude des polynomes trigonométriques, abordons la convergence
ponctuelle des séries trigonométriques.

10.8.2 Résultats généraux et exemples

Rappelons les criteres de convergence suivants.

Critére 10.8.2 a) Si la série numérique >~ _| zn converge absolument, les

séries Y | zmcos(mx) et Y o zysin(ma) convergent uniformément sur R vers
des fonctions f € Cy(R) et g € Co(R) respectivement telles que

2T
/ f(x) - (cos(mz) + isin(mz)) dz = 72,, V¥ m e Ny,
0
2m
/ g(z) - (cos(mz) + isin(mz)) dz = inz,, V¥V m e N,.
0

b) Sionac, |0 ets, |0, lasérie

c+ Z Cpm cOs(ma) + Z Sm sin(maz)
m=1

m=1

converge uniformément sur tout compact de R\ {2kw : k € Z}.
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Exemples remarquables. 1) Rappelons que, pour tout ¢ € C tel que |c| < 1,
on a

§ : m zmx _ 1
Ceiaz’

la convergence de la série ayant lieu uniformément sur R.
*On peut en déduire les résultats suivants:

}:fzﬁ@ﬁflzz-hmzsnmx/2», v z €]0, 2],

m=1 m

2 sin(mz) -
> = ., V€0, 2n],
~ m 2

la convergence de ces séries ayant lieu dans L?(]0, 27[) et ponctuellement sur ]0, 2.

(Cf. Cahier d’exercices. A lexercice 2) ci-dessous, on trouve un moyen plus
simple pour établir la seconde formule.)*

2) Etablir que

= cos(m 2 axr x?
mzl 23—74—1811["[027?]
i 1 COS( ) 72 N x? sur [~ ]
= —— 4 — sur [—m, 7.
12 4 ’

m=1

En particulier, en x = 0, on obtient les formules célebres

12°

m:l m=1

De plus, en appliquant le théoreme de dérivation des séries terme a terme, il vient

Z sin(maz) _ T x7 v €]0, 2n,
m 2

m=1

S (-1 m+1M _ g, Vi €] — 7.

m
m=1
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3) Etablir les résultats suivants

* cos ((Qm —+ 1)3;) Rz
g:o 2m+1)2 4 <§ - ’93|> sur [—m, ),
cos( me 12 - )
42 D) + <§ - |$‘> sur [—m, 7,
0o mSln ((2m + 1):5) _
mZ:O(—l) 2m+1)2 f(z)sur R

ou f est la fonction impaire et périodique de période 27 sur R déterminée par

T
— (1’ — 7T) X]r /2,75 Vz E]O,?T].

T
f(x) = — X072 — 1

4

Par dérivation on obtient alors

> sin ((2m + 1)z
mEO (;m 1 )7) = Zsign(m) sur [,
in(2 1
sin(2m) = Z(ﬂ' — 2|z|) sign(x) sur I

M8

2m
m=1

avec I =] — m, 0[J]0, 7| et

i cos ((2m + 1)z)

T = g(x)

m=1

avec g(z) = —m/4 pour tout x €] — m, —7/2[J]|7/2,7[ et g(x) = w/4 pour tout
x €] —m/2,7/2].

4) Etablir les résultats suivants

2 23y D) st sur o7,

— 4m? — 1
2 4 2
— - ;mﬂ % = |sin(z)| sur [—m,7].O

Exercice. a) Développer en série trigonométrique de Fourier la fonction impaire f
définie sur [—m, ] par f(z) = x(m — ) si x € [0, 7]. Réponse:

Sisin ((2m + 1)x)
s (2m +1)3

m=0
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b) Calculer f(7/2) et f(mw/4) de deux manieres différentes; en déduire que

3

1—3—3—3+5—3—7—3+9—3711—3+13—3715—3+-~:73%,
3734/2
1343353 734934113133 -1534+...= 7;2\8[.D

10.8.3 Intégrales de Dirichlet

Remarque.  Par application du théoreme de Riemann-Lebesgue a Rf et a Sf, on
obtient directement

b
)\ETOO/G f(z)sin(A\x)dr =0, VfecL(a,b]).

Définition.  Une intégrale de Dirichlet se présente sous la forme

b .
/ f(x) sin(Az) dx, avec A € R.
a x

Nous nous proposons de considérer la limite pour A — 400 de telles intégrales
et d’en déduire des propriétés quant a la convergence ponctuelle des séries trigono-
métriques de Fourier.

Proposition 10.8.3 Si f est une fonction intégrable sur lintervalle borné ou

non la, bl de R, la limite
b .
lim / f(z) sin(Az) dx

A—+00 €T

existe et est égale a

a) 0 si a et b sont de méme signe,

b) me/2 sia =0 et si c € C est tel que (f(x) — ¢)/x soit intégrable en 0T,

c) me/2 sib=0 et sice C esttel que (f(x) — c)/x soit intégrable en 07,

d) mc/2 siab <0 et sic € C est tel que (f(x)+ f(—x) —¢)/x soit intégrable en 0.

Preuve.  a) est connu (Cf. Remarque précédente).
b) Comme la fonction (f(z) — ¢)/x est intégrable sur ]0,b[, on a

b _sin(Az)

lim [ (f(z) —¢)

A—-+oo 0 €T

dz = 0.

Or l'intégrale considérée est aussi égale a

[ 1) sy [ 09,

X
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ou la seconde intégrale converge vers m/2 si A — +00.

c) s’établit comme en b).
d) résulte aussitot de b) et c).q

Proposition 10.8.4 Si f € L(]0,b]) est borné et monotone sur l'intervalle |0, 7|
et si0<r<b, ona

lim /o f(x)sm()\x) dr = gf(OJr)

A——+00 xT

Preuve.  Quitte a remplacer f par +(f — f(07)), nous pouvons supposer f
croissant sur ]0,7[ et tel que f(0T) = 0. La fonction [/ (sin(t))/tdt est réelle et
continue sur [0, +0o[, et converge vers /2 en +00; elle est donc bornée sur [0, +00;
soit M la borne supérieure de son module sur cet intervalle.

Cela étant, fixons € > 0. Il existe n €]0,r[ tel que 0 < f(n) < e/(4M). Des lors,

dans la majoration
b : b .
sin(Az K sin(Az
[ 0™ ] <| [ s [ o™ 6
0 0 n z
a) pour tout A > 0, en vertu du deuxieme théoreme de la moyenne, il existe £(\) €

10, n[ tel que , - o
J Y
0 3

CY

Y

sin(\
T

7) dx‘ +

(rappelons que f(07) = 0) ce qui implique

" sin(A\x) € €
de| < — - 2M = =

b) le deuxieme terme de la majorante tend vers 0 si A — +o00, vu la proposition
précédente.
La conclusion s’ensuit aussitot.g

Application.  Soit f une fonction intégrable sur |0, 7[. Pour tout n € N, il
vient

T sin ((2n + 1)z) B /2 T . sin ((2n + 1)z) .
/0 /() sin(x) de = (/0 +/7T/2> /() sin(x) d
/2

z  sin((2n+ 1)z)

=/D (f(z)+ f(m —2)) dr

() sin(z) x
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(en (x), on a appliqué le changement de variable 7 —z =t a l'intégrale f ,)- Cela
étant,

a) si [ est intégrable sur 0, 7| et si c € C sont tels que

fa)+f(r—=z)—c

. el en0™,
sin(z)
on a
4 sin ((2n + 1
lim (x) i ((n )7) dr = zc,
n—+oo J sin(x) 2

b) si f € L1(]0, 7r[) est borné et monotone sur |0,r] et sur |m —r, 7| avec 0 < r < T,
on a

lim / )2 ((2n +1)z) de = Z(f(0%) + f(z7)).

n—-+o00 sin(x) 2

10.8.4 Retour aux séries de Fourier

Formule auxiliaire. Soit f une fonction localement intégrable sur R et périodique
de période 27. Pour tout n € Ny, la somme partielle trigonométrique de Fourier

S0 = 30 [ 10w - o)

ol les u,, sont les fonctions trigonométriques de Fourier avec a = 0, b = 2w et r = 0,
s’écrit explicitement

— Z/%f ) cos(mt) dt - cos(mzx)

1 2
Sp(z) = o f(t)dt +
‘ — Z ) sin(mt) dt - sin(mx)
m=1+0
/ f(t) ( + cos(1(z —t)) —|—~--—|—cos(n(x—t))) dt.
Or on a
) ) i(2n+1)z _ el
1427 4o 422 =1 42— :
eZZC J— e_ZI

(en recourant a la formule de la somme de termes consécutifs d’une suite géométri-
que) donc
sin ((2n + 1)z)

1 +2cos(2x) + - - - + 2cos(2nz) = )
ST
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Cela étant, il vient

1 [ 2n + 1)%1) 2n+ 1
s =2 [T +_ e = 1 [ a2 HEL g
T Jo 2sin (%t ©osin(t)
(en (x), on a effectué le changement de variable x —t = —2y).

Exercice. Etablir que

/’T sin ((2n + 1)x) i
0

- =m, Vn € Np.
sin(z)

Suggestion.  C’est direct si on recourt a la formule

que nous venons d’établir dans la preuve précédente.O

Les résultats précédents permettent aussitot d’énoncer le résultat que voici ainsi
que la premiere partie du résultat le suivant.

Théoréme 10.8.5 (Dini) Si f est une fonction localement intégrable sur R,
périodique de période 21 et si x € R et ¢ € C sont tels que
flx+2t)+ f(x —2t) — ¢
sin(t)

eL! en 0T,

alors la suite S, (x) converge vers wc/2.y

Remarque.  Si f admet des limites a gauche et a droite de x, on essayera bien str de
vérifier cette hypothese avec r = f(x 1) + f(z7).0

Théoréme 10.8.6 (Dirichlet-Jordan) i f € Li_(R) est borné, périodique
de période 2 et monotone sur |0,27|, alors la suite S,(x) converge vers (f(x*) +
f(x_))/Q en tout x € R; elle converge méme uniformément vers f sur tout intervalle
compact constitué de points de continuité de f et inclus dans |0, 27].

Preuve.  La propriété relative a la convergence ponctuelle résulte aussitot de
ce qui précede.

Passons a la convergence uniforme. Désignons I'intervalle par I. Pour tout z € I,
nous avons

/2 sin ((2n

5.0) - 50 =2 [7 (16w 20 - giy) - 2HEDD
/2 sin ((2n

+%/O (f(z =2t) = f(x)) - ((S?n(; DY) g
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Cela étant, il suffit de procéder comme dans la preuve d’une proposition précédente:

la fonction
Tsin ((2n+ 1)t
0 sin(t)
est continue sur [0, 7/2] donc bornée sur cet intervalle; soit M la borne supérieure

de son module sur cet intervalle. Fixons ¢ > 0. Si I s’écrit [a, b], il existe n(I) > 0
tel que 0 <a—2n(I), b+ 2n(I) < 27 et

3

\%Q@w@ﬂ—f@ﬁ‘sgw

pour tout ¢ €]0,n(I)[ et tout « € I. Cela étant, il vient, par exemple
1 /“/2 sin ((2n + 1)t) 1 nl) /2
— flx+2t)— f(x)) - - dt = — / +/ Coodt
T Jo ( ( ) ( )) sin(t) T\ Jo (D)

ol

a) pour tout n € Ny, il existe &, €]0,n(I)[ tel que

D) sin ((2n
L[ v - gy 2D
) sin ((2n
- 2 (200 = f@) - | (Bt 1)
donc tel que
D) sin ((2n
L[ Gt - g 2B ) o=

b) la deuxieme intégrale

1 /2 i . sin ((2n + 1)t)

7T/W) (o +20) = @) - — G

tend vers 0 si n — oo.
La conclusion s’ensuit aussitot.g

10.9 Convergence a la Cesaro

Rappelons que le théoreme de Cesaro affirme que si la suite numérique (¢, )men, con-
verge vers co, alors la suite (Sy, = (C1++ - -+Cm)/M)men, des moyennes arithmétiques
CONVETGE VErs Cy.



192 10. Séries de Fourier dans L?(F)

Dans ce paragraphe, nous allons considérer quelques propriétés de la convergence

“ala Cesaro” des séries de Fourier > °_ ¢, c’est-a-dire de la convergence de
la suite
k
SO + -+ Sy ]
<0M(:c) =1 ou S(z) = g cme™".
+ MeNg m=—k

Définitions.  Le noyau de Dirichlet de degré M € N est la fonction D)y, définie
sur R par

sin((M +1/2)x)
D =
w(@) sin(z/2)
étant entendu qu’on pose Dy (2km) = 2M + 1 pour tout k € Z.
Le noyau de Fejer de degré M € N est la fonction F); définie sur R par

- Ml—l—l ( Sin((s]i\i(i/lz))xm )2’

étant entendu qu’on pose Fy(2km) = M + 1 pour tout k € Z.

Proposition 10.9.1 a) Le noyau de Dirichlet de degré M € N est égal a la
somme SN e,

b) Le noyau de Fejer de degré M € N est égal a la moyenne arithmétique des
M + 1 premiers noyaux de Dirichlet.

Preuve. a) On a en effet

o—iMz _ Gi(M+)z G —i(M+1/2)z _ Gi(M+1/2)x

1 — etz e—iz/2 _ qiz/2
b) 1l vient d’une part pour tout k € Z

143+ +(@M+1) _ (M+D)EM+2)/2
M1 N M+1 R

et d’autre part pour tout x €]0, 27|

5 eix/Q S ei(M+1/2)ac N eiac/Q _ ei(M+3/2)a: o ei(M—i—l):c/Q . Sll’l((M + 1)%/2) '

sin(z/2) Ysin(z/2) - (1—e®) sin(z/2) sin(z/2)

Proposition 10.9.2 Relativement auzx noyaux de Fejer, on a
a) faa+27r Fy(x)dx = 27 pour tout a € R et tout M € N,
b) Fuy(x) > 0 pour tout x € R et tout M € N,
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c) pour tout § €0, 27[, la suite (Far)aren, converge uniformément vers 0 sur l'inter-
valle [0,2m — 6],

d) Fy(z) < M+ 1 pour tout x € R et tout M € N,

e) il existe C' > 0 tel que

C

Fu(z) < L

Vo € [—-m,0[U]0,x], VM €N.
Preuve.  a), b) et ¢) sont triviaux.
d) Comme on a bien sur |Dy(z)| < 2k+ 1 pour tout x € R et tout k& € N, il vient

en effet
M

> @2k +1) = Fy(0) = M +1.

e) Il suffit de noter qu’il existe A > 0 tel que sin(z/2) > Az pour tout z € [0, 7] .4

M+1

Théoréme 10.9.3 a) Pour tout f € Li (R) périodique de période 2, le (M +
1)-éme élément de la suite des moyennes de Cesaro relative a la série trigonométri-

que de Fourier de [ s’écrit

1 ™
ou(Pa) = 5 [ Ful)fle =) d.

b) Pour tout f € Co(R) périodique de période 2w, la suite op(f) converge uni-
formément sur R vers f. Par conséquent, la suite des coefficients de Fourier de f
caractérise f.

Preuve.  a) Il suffit de noter que, pour tout k£ € N, la k-éme somme partielle
de la série trigonométrique de Fourier de f s’écrit

k
1 " —iky L atkr i " _
mgkg/ﬂ Fly)e ™™ dy - ™ = /7r Dy(z — y) f(y) dy.

b) Comme la fonction f est uniformément continue et bornée sur R, cela résulte
aussitot du fait que la suite ((27) ' FasX|—rx[)men st une unité approchée de con-
volution.g

Si la série numérique >~ ¢, converge absolument, la série >~ ¢,,r™ con-
verge uniformément sur l'intervalle [—1, 1] et sa limite f, étant continue, verifie

lim f(r) = f:cm.
m=1

r—1-
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Définitions.  La suite numérique (¢;)men converge au sens d’Abel vers cq si
la série Y °_ ¢,r™ converge pour tout r € [0,1] et si sa limite ponctuelle f sur
0, 1] est telle que

lim f(r) = co;

r—1-

f(r) est appelé la r-moyenne d’Abel et ¢y la moyenne d’Abel de la suite (¢, )men,-

Définition.  Le noyau de Poisson est la fonction P définie sur | — 1, 1[xR par

1—r?
1 —2rcos(x) + 12

Proposition 10.9.4 Pour tout (r,z) €] — 1, 1[xR,

P.(x) =

P(x)=1+2 Z r™ cos(max).
m=1
Preuve.  De fait, on a

2(1 — rcos(x))
PT 1 — — §R — m me
() + 1 — 2rcos(x) + r? 1—re Z

Proposition 10.9.5 Relativement au noyau de Poisson, on a
a) fa+27r (z) de = 27 pour tout a € R et tout r €] — 1, 1],
b) P.(x) > 0 pour tout v € R et tout r €0, 1],
c) P.(x) = P.(—x) pour tout x € R et tout r €] — 1, 1],
d) pour tout § €)0, x|, la suite (P,,,)men, converge uniformément vers 0 sur [d, 2w —J]
sim— 17,
Preuve.  a), b) et ¢) sont triviaux.
d) Pour 7 > 1/2, on a en effet

1 —2rcos(z) +7r*>1—2rcos(d) +r?
> (1 —7)%+2r(1 —cos(d)) > 1— cos()
donc
1—r?
1—cos(0)™
Théoréme 10.9.6 a) Pour tout f € L (R) périodique de période 2m, la r-éme
moyenne d’Abel de la série trigonométrique de Fourier de f s’écrit

w0 = 5= [ Ple =) dy

b) Pour tout f € Co(R) périodique de période 2m, la suite (i, (f))men, converge
uniformément sur R vers f sir, — 174

0< P(x) <



Chapitre 11

Suites orthonormées totales dans
L2

11.1 Polynomes de Legendre

Définition.  Pour tout m € N; le m-éme polynome de Legendre est la fonction
P,, définie sur U'intervalle [—1, 1] par
V2

Py(r) = o5 X[-1,1] (z),

vV2m+1 1
V2 o 2mml!
Théoreme 11.1.1 Pour tout m € N, le polynome de Legendre P, est la restric-

tion a Uintervalle [—1, 1] d’un polynéme sur R, de degré m et a coefficients réels dont
les m zéros sont réels, distincts deuzr a deux et éléments de | —1,1].

P,(x) = D™(z* —1)™, Vm € Ny.

Preuve.  Tout est immédiat (pour la propriété relative aux zéros, il suffit de
faire appel au théoreme de Rolle).y

Théoréme 11.1.2 La suite (P,,)men des polynomes de Legendre est orthonor-
mée et totale dans 1L2([—1,1]).

Preuve.  a) Pour tous m, k € Ny, on obtient directement

1 1
/ 2" D™ (2? — 1) da = —k/ 21D (2? — 1) da

1 1

par intégration par partie car le terme intégré est bien stur égal a 0. Des lors, il vient

1
/ 2" D™ (2? —1)™dx =0

1
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pour tous m, k € N tels que k < m et

1 1

/ 2" D™ (2* — 1)™dx = (—1)"m! / (2* — 1)™dx
-1 -1

22m+1 (m|)3

=m! 22" B(m+1,m+1) = (2m + 1)
m !

pour tout m € Nj.

On en déduit aisément que la suite (P, )men est orthonormée. D’une part, les P,
sont orthogonaux deux a deux car chaque P, est un polynome de degré m. D’autre
part, chacun des P,, est normé: pour Fy, cela est clair et, pour tout m € Ny on a
successivement

2m+1  [*
(P, P L/ D™ (2% — 1)™ - D™ (2% — 1)™ dx

T 222 ()2 J
Co2m+1 P M) s ma
_222m(m!)2/_1 - ™D (2 —1)"dx = 1.

b) Vu ce qui précede, il suffit d’établir que, si f € L*([—1,1]) vérifie (f,z™) =0
pour tout m € N, alors on a f = 0 pp sur [—1,1]. Or, pour tout p € R, la série
Yo _o(=p)™a™/m! converge uniformément sur le compact [—1,1] vers e™* donc
converge dans L2([—1,1]) vers e P®. Par continuité du produit scalaire, on obtient
alors (e7”, f) = 0 pour tout p € R donc £,(fx|-1,1) = 0 pour tout p € R, ce qui

suffit pour conclure.y

Exercice. Etablir qu’on obtient les polynéomes de Legendre en orthonormant dans
L2([—1,1]) la suite des fonctions (z™™ X[_1,1))meN, au moyen du processus de Schmidt.O

Exercice. Etablir que, si P, désigne le m-éme polynéome de Legendre, alors

(\/5 Py, X[0’1]>m€N et (\@ Py X[o,l])

meN

sont deux suites orthonormées totales dans L2([0, 1]).

Suggestion.  Pour tout m € N, Py, est une fonction paire et Ps,,41 une fonction
impaire sur [—1, 1].0

Remarque.  Bien souvent, on introduit d’autres polynomes de Legendre, a savoir pour
m € N les fonctions P,,, par la formule de Rodrigues

Pm(m) Dm(l‘2 — 1)m

- 2m m)!
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Au facteur v/2m + 1/+/2 pres, ce sont les polynémes que nous venons d’étudier; ce facteur
correspond a la normation des fonctions considérées. Cette présentation donne lieu a
quelques formules intéressantes.

Etablir que

a) pour tout m € N pair, on a

m/2
(2m — 2k)! m—
Pm(x) = Z(_l)k 22m [ (m_k)'(r)n—Qk)'x Qk;

b) pour tout m € N impair, on a

(m—1)/2

_ k (2m — 2k)! m—2k.

Pm(w) = Z (=1) 22m k| (m—k)!(m—%)!x ’
k=0

c¢) pour tout m € N, P,, est solution de 1’équation différentielle
(1 — 2*)D%*u — 22Du + m(m + 1)u = 0;
d) si on pose P_1 = 0, ces polynémes vérifient la formule de récurrence suivante

(m+ 1)Pmt1(z) = 2m + 1)aPp(x) — mPp—1(z).0

11.2 Fonctions de Laguerre

Définition. Pour tout m € N, la m-éme fonction de Laguerre est la fonction
L,, définie sur I'intervalle [0, +o00[ par

Lo(z) = e /2,

ex/2

Ly (z) = D™(e™*z™), Vm € Ny.

m!

Théoreme 11.2.1 Pour tout m € N, la fonction de Laguerre L, est la restric-
tion a Uintervalle [0, 4+o0[ d'une fonction du type e */2P(x) ou P est un polynéme
sur R, de degré m et a coefficients réels dont les m zéros sont réels, distincts deux
a deuz et éléments de |0, 4+o00].

Preuve.  Tout est immédiat sauf la propriété relative aux zéros. Cependant les
zéros de P, sont ceux de D™(e"®z™). Pour conclure, il suffit alors de noter que,
pour tout k& € N tel que k < m, D¥(e7®2™) est une fonction réelle et dérivable
sur ]0, +o00[ qui tend vers 0 en 0% et en +00. On en déduit en effet aisément que
D™(e~*a™) a au moins m zéros réels et distincts donc exactement m zéros réels et
distincts qui appartiennent a |0, +o00[.y
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Théoréme 11.2.2 La suite (L, )men des fonctions de Laguerre est orthonormée
et totale dans L*([0, +o0]).

Preuve.  a) Pour tous m, k € Ny, on obtient directement
+00 “+o0o
/ 28 D™ (e ™) dr = —k/ D™ e ™) da
0 0
par intégration par partie car le terme intégré est bien stur égal a 0. Des lors, il vient
+00
/ 2 D™ (e " 2™) dx = 0
0
pour tous m, k € N tels que k < m et

+oo +o0o
/ ™ D™ (e Tx™) dx = (—1)" m! / e Tz dx
0 0
=(-1)"m!T(m+1) = (=1)™(m!)?
pour tout m € Nj.

On en déduit aisément que la suite (L, )men est orthonormée. D’une part, les
L,, sont orthogonaux deux a deux car on a

1 oo m —x ..M €T —T
(Lk,Lm>:m/0 D™ (e "2™) - e* DF (e 2" dz = 0

pour tous k, m € N tels que k < m vu que e® D¥(e~*z*) est un polynéme de degré
k. D’autre part, chacun des L,, est normé: pour Lg, cela est clair et, pour tout
m € Ny, on a successivement

——(_1)m +Ooxm e ™) dx =
(L, L) = (m!)2/0 D™( )d 1.

b) Etablissons d’abord que, pour tout p €] —1/2,1/2[, on a

M m
e~/ Z_O % — e~ /22 dans 12(]0, +00]).

D’une part, cette série est de Cauchy dans cet espace car, pour tout m € N, il vient

m m “+o00 m
—x/2 (—pl') _ ‘p’ —xp2m — ‘P;l |
e o = i e~ rxmdr = - vV (2m)!
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et car, vu la formule de Stirling, il existe C' > 0 tel que

m
’};n—"\/(Qm)! <C2p)™, VmeN.
D’autre part, on sait que cette série converge ponctuellement sur R vers e~ #+1/2)e,
Cela étant, prouvons que I'ensemble { L,, : m € N} est total dans L?(]0, +o00]).
Soit f un élément de cet espace tel que (f, L,,) = 0 pour tout m € N. Comme pour
tout m € N, L,, est une combinaison linéaire de e=*/2, ..., 2™e*/2, on obtient
de suite (f,z™e"*/?) = 0 pour tout m € Ny donc (f,e~®H/2*) = (0 pour tout
p €]—1/2,1/2[. D’ou la conclusion en recourant aux propriétés de la transformation
de Laplace.y

Exercice. Etablir qu’on obtient les fonctions de Laguerre en orthonormant dans
L2(]0, +o0[) la suite (2™ e~*/2 X]0,+00[)meN au moyen du processus de Schmidt.O

Remarque.  Bien souvent, on introduit les polynomes de Laguerre. 11 s’agit des fonc-
tions L, définies par la formule de Rodrigues

Loy(x) =e*D™ (e *2™).

Au facteur e~%/2 /m! pres, ce sont les fonctions que nous venons d’étudier; ce facteur
correspond a la normation des fonctions considérées. Cette présentation donne lieu a des
formules intéressantes.

Etablir que

a) pour tout m € N, L, est solution de I"équation différentielle
zD?*u+ (1 — 2)Du + mu = 0;
b) ces polynémes vérifient la formule de récurrence suivante

Lomi1(z) = 2m+1—2)Lp(z) — m2Lp_1(z).0

11.3 Fonctions d’Hermite

Définition. Pour tout m € N, la m-eme fonction d’Hermite est la fonction
H,, définie sur R par
e—x2/2
T4
B e
T 9m/2 (m!)1/2 rl/4

x2/2

Dme_”ﬂ, vVm € Np.
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Théoreme 11.3.1 Pour toutm € N, la fonction d’Hermite H,, est une fonction
du type e’xQ/zP@) ou P est un polynome sur R, de degré m et a coefficients réels
dont les m zéros sont réels et distincts deux a deuz.

Preuve.  La preuve est analogue a celle de la propriété correspondante des
fonctions de Laguerre.y

Théoréme 11.3.2 La suite (H,,)men des fonctions d’Hermite est orthonormée
et totale dans L*(R).

Preuve.  a) Pour tous m, k € Ny, on obtient directement
/ 2" D"e ™ dy = —k;/ "D e gy
R R

par intégration par partie car le terme intégré est bien stur égal a 0. Des lors, il vient

/ 2F D™ de = 0
R

pour tous m, k € N tels que k£ < m et

/xm D™ dz = (—1)™ m! / e dr = (-1)"ml /7
R

R

pour tout m € Nj.
On en déduit aisément que la suite (H,,)men est orthonormée. D’une part, les

H,,, sont orthogonaux deux a deux car on a
1

(2m+ k) )2

(Hy, Hy,) = / D"e % - ¢ DFe™ dz = 0
R

pour tous k, m € N tels que k < m vu que e* D¥e** est un polynome de degré
k. D’autre part, chacun des H,, est normé: pour H, cela est clair et, pour tout
m € Ny, on a successivement

1 )
H, Hy)=——— [ (=)™ 2" 2™ D™ " dg = 1.

b) Etablissons d’abord que, pour tout p €] — 1,1[, on a
o (po)”
e /2 Z P — e P*~%*/2 dans L2(R).

|
0 m:
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D’une part, cette série est de Cauchy dans cet espace car, pour tout m € N, il vient

e 2/2 (=pa)™ = [p” 2 +Ooe—x2x2mdl’
m! m! 0

m +00 m
_ \p!' \// atymo1/2 gy — PI” T(m+1/2)
m: 0

m!

avec (I'(m 4 1/2))/2/T(m + 1) — 0. D’autre part, cette série converge ponctuelle-
ment sur R vers exp(—px — 2%/2).

Cela étant, prouvons que I'ensemble { H,, : m € N} est total dans L?(R). Soit
f un élément de cet espace tel que (f, H,,) = 0 pour tout m € N. Comme pour
tout m € N, H,, est une combinaison linéaire de e~/ N e/ 2 on obtient
de suite <f, 2™ e~ */2) = () pour tout m € N donc <f : e*xz/Q,e*p’”> = 0 pour tout

p €] — 1,1[. D’out la conclusion en recourant aux propriétés de la transformation de
Laplace.y

Exercice. Etablir qu’on obtient les fonctions d’Hermite en orthonormant dans
L2(R) la suite (2 e~**/2),,cn au moyen du processus de Schmidt.O

Théoreme 11.3.3 Pour tout m € N, on a
(2m)YV2F*H,, = (£i)™ H,,.

Dés lors, si f € L*(R) admet f =Y o fmHm pour développement en série de
Fourier, on a aussi (2m)"V2FEf =37 (i)™ fr Hpp.
Par conséquent, [isométrie

(2m)"V2F*: L3(R) — L%(R)

a {1,i,—1,—i} pour ensemble des valeurs propres. Une base de l’ensemble des
vecteurs propres relatifs a la valeur propre i* avec k € {0,1,2,3} est constituée
par l’ensemble

Hiw = { Hp :m = k(mod4)}.

Enfin les enveloppes linéaires fermées Ly, de ces bases Hix constituent une décompo-
sition de L2(R) en sous-espaces vectoriels propres de cette isométrie: tout f € L2(R)
admet donc une décomposition unique f = fo+ f1 + fo + f3 avec fi € L pour tout
k€ {0,1,2,3} telle que (2m) " Y2FEf = fo+ifi — fo —ifs.

Preuve.  Etablissons d’abord que, pour tout m € N, F (2™ - exp(—z?/2))
s’écrit sous la forme P(y) - exp(—y?/2) out P est un polynome de degré m. D’une
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part, pour m = 0, la propriété est bien connue. D’autre part, si cette propriété est
valable pour m =0, 1, ..., k, il vient

Fy (o™ %) = - / oY ok Do /2 gy
R

= /(j:zyxk + kP - eF e 2 gy
R

par intégration par partie car le terme intégré est nul. D’ou la conclusion.

On en déduit aussitot que, pour tout m € Ny, il existe un coefficient ¢, € C tel
que (2m)"V2F*H,, = ¢, H,p,.

Comme l'opérateur (27)~Y/2F* conserve la normation des éléments de L2(R), on
doit avoir |¢,,| = 1. Pour déterminer explicitement c¢,,, il suffit donc de calculer
effectivement le coefficient du terme de plus haut “degré” dans

(=2)"
2m/2 (m)1/2 g 1/4”
b) (27)~Y2F*H,,. Comme cette fonction est égale a

1 +izy x%/2 Tym —x>
(2m)1/22m/2 (m!)1/27r1/4/Re e /T DMe ™ du,

il est donné par le coefficient du terme en y™ e V2 de

(_2)m +izy —22/2  m .
Qmizom2 (mzaa f,© ¢ T dz;

apres quelques intégrations par partie, c’est donc le coefficient du terme en y™ ev?/2
de

a) Hy, : il vaut

<_2)m Amo.om +ixy _$2/2
(2m)1/2 2m/2 (m1)1/2 1r1/4 (i)™ y Re e dzx.

D’ou la conclusion.g

Remarque.  On introduit aussi les polynémes d’Hermite. 1l s’agit des fonctions H,,
définies par la formule de Rodrigues
Hu(z) = (=1)"e" D™
Au facteur (—1)™e=2*/2/(2m/2 (m!)1/2 71/4) pres, ce sont les fonctions que nous venons
d’étudier; ce facteur correspond & la normation des fonctions considérées. Cette présenta-

tion donne lieu & des formules intéressantes.
Etablir que

a) pour tout m € N, H,,, est solution de ’équation différentielle
D?u — 22Du + 2mu = 0;
b) ces polynomes vérifient la formule de récurrence suivante

Hims1(z) = 20Hm () — 2mHp—1(2).0
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