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Introduction

Ce livre présente la deuxieme partie des notes du cours d’analyse mathématique
que j’enseigne aux étudiants premiers bacheliers en sciences mathématiques ou en
sciences physiques.

En le rédigeant, j’ai suivi la tradition instaurée il y a plusieurs années par H. G.
Garnir, qui consiste a voir le calcul intégral en premiere année et la théorie de la
mesure plus tard.

Cela signifie qu’en premiere candidature, on développe la puissante théorie du
calcul intégral a partir d'un minimum de résultats admis sans preuve (une dizaine
tout au plus). Cette maniere de procéder releve a la fois d'un objectif pédagogique
et d'un objectif d’efficacité. En effet, elle permet d'une part de posséder tres tot
un outil complet et particulierement utile en vue des applications. D’autre part,
elle met en évidence pour les mathématiciens I'importance des résultats admis dont
le cadre naturel est la théorie de I'intégration par rapport a une mesure a valeurs
complexes, matiere abstraite a priori qui trouve sa place naturellement en licence en
sciences mathématiques.

A un étudiant qui souhaite pouvoir consulter les preuves omises dans cet exposé,
je conseille les notes du cours de la théorie de la mesure destinées aux étudiants de
la licence en sciences mathématiques et les références qui y sont indiquées.

J’accorde un grande importance aux exercices. On en trouvera déja de nombreux
exemples dans ces notes; on en trouvera bien davantage dans le Cahier d’Exercices
que mes collaborateurs ont rédigé.

J. Schmets
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Chapitre 1

Intégration des fonctions étagées

1.1 Fonctions étagées

Définitions. Un semi-intervalle dans R™ est un semi-intervalle borné de R™.
Il s’écrit donc
1 :]al, bl] XKoo x]an, bn]

avec aj, b; € R tels que a; < b; pour tout j € {1,...,n}.
La longueur du j-eme coté de ce semi-intervalle I est le nombre strictement
positif b; — a

Remarques. 1) Un semi-intervalle dans R™ n’est jamais vide. De fait, le point b =
(b1,...,by) est un élément de I.

2) Une intersection finie de semi-intervalles dans R™ est égale a O ou a un semi-
intervalle dans R™. 11 suffit bien str d’établir cette propriété pour l'intersection de deux
semi-intervalles [[7_,]a;, b;] et [;_;]e;, d;] dans R". Comme on a

n

Jaj, b] ﬂ HC]’ H aj, bjlNles, dj])

j=1 7j=1

—

il suffit de prouver que 'intersection de deux semi-intervalles |a, b] et |c, d] dans R est égale
a 0 ou & un semi-intervalle dans R. D’ot1 la conclusion car on a évidemment

_f 0 si sup{a,c} > inf {b,d}
Ja, bjnje,d] = { | sup{a,c},inf {b,d}] smonp }

3) Pour tout semi-intervalle I =]ay,b1] X --- X]ayn, by dans R™, tout j < n et tout
¢j €laj, bj, les ensembles

]al,bﬂ X x]aj,cj] Xoeee X]an,bn]



et
]al,bl] Xoeee X]Cj,bj] Xoee x]an,bn]

constituent évidemment une partition de I en deux semi-intervalles dans R™. % — In-
versement, on peut établir que toute partition de I en deux semi-intervalles dans R" a
nécessairement cette forme. «— x

Rappelons la notion de réseau fini de R".
Soient Ji, ..., J, des nombres entiers supérieurs ou égaux a 1 et soient 7 5, pour
J, k entiers tels que 1 < j <netl <k <J;, des nombres réels tels que

_OO<T171<...<7"17J1_1<+OO

—00 <1y <L < T g1 < F00

Posons ry g = —00, 11,7, = 400, ..., o = —00, T j, = +00. On vérifie de suite que
les semi-intervalles I; x ... x I, de R" tels que, pour tout j € {1,...,n}, l'origine
et I'extrémité de I; soient deux symboles consécutifs pris parmi les r;0, ..., 7,

constituent une partition de R™. Une partition de ce type est appelée réseau fini de
R™ et ses éléments mailles du réseau.

Proposition 1.1.1 Si I, ..., Iy sont des semi-intervalles dans R™ en nombre
fini, il existe un réseau fini R de R" tel que chacun de ces semi-intervalles I; se
partitionne en un nombre fini d’éléments J de R, a savoir les J € R inclus dans I;.

Pour tout j € {1,...,N}, on a donc

L= |J R e xiy= > xn

RER, RCI; RER, RCI;
Preuve.  Pour tout k € {1,...,n}, les k-émes coordonnées des sommets de
Iy, ..., Iy sont en nombre fini; on peut donc les ordonner par valeurs strictement

croissantes et obtenir par exemple

—00 < Tpy < .o < Thg—1 < 400. (%)
Ces relations (x) pour k = 1, ..., n déterminent un réseau fini de R™ et on vérifie
aisément que, pour tout j € {1,..., N}, les mailles de ce réseau incluses dans I;

constituent une partition finie de /; en semi-intervalles g

Définition.  Une fonction étagée dans R™—on dit aussi une fonction étagée
si aucune confusion sur n n’est possible—est une combinaison linéaire de fonctions



caractéristiques de semi-intervalles dans R™. Une telle fonction s’écrit donc sous la

forme
K
a = E Cr X1,
k=1

ou K est un élément de Ny, les ¢, des nombres complexes et les I, des semi-intervalles
dans R".

Remarque. Dans R, la “représentation cotée” des fonctions étagées ne pose aucun
probleme. Si la fonction étagée est réelle, on peut méme en donner le graphique. Dans
A~

R?, la “représentation cotée” est aisée mais le graphique des fonctions étagées réelles pose
déja des problemes de réalisation.

] Z ] _2 1 1 + Z 1
1 1 1 T
-1 0 2 5

Représentation cotée de ix)—1,00 — 2x0,2) + (1 + %) Xj2,5

—1

Graphique de — x]-1,0 + 2X70,2] + Xj2.,5]

Quelques propriétés des fonctions étagées s’établissent aisément grace au résultat
suivant.

Proposition 1.1.2 Une fonction définie sur R" est étagée dans R™ si et seule-
ment si elle est égale a une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques de
semi-intervalles dans R™ qui sont deux a deux disjoints.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit av = szzl cx X1, une fonction étagée
dans R". Les semi-intervalles I, ..., I étant en nombre fini, on peut leur appliquer
la proposition précédente. Cela étant, pour tout k£ < K, il vient

X1y = Z XJ-

JER,JCIy



En remplacant alors dans ’écriture de o chaque xj, par cette valeur, on obtient

/ /
o= g Cy XJj avec cj= E C.

JER 1;DJ

ou les c;- sont des nombres complexes et ou les J € R sont des semi-intervalles dans
R™, deux a deux disjoints.
La condition est évidemment suffisante.g

Remarque.  Ce résultat montre bien que ’écriture d’une fonction étagée comme com-
binaison linéaire de fonctions caractéristiques de semi-intervalles dans R", n’est pas unique.

Proposition 1.1.3 a) Toute combinaison linéaire de fonctions étagées dans R™
est une fonction étagée dans R™.
b) Les fonctions a et @ sont simultanément étagées dans R™.
En particulier, a est une fonction étagée dans R™ si et seulement si les fonctions
a+a oa—a
2 21

o =

sont étagées dans R™.
c) Si a est une fonction étagée dans R™, |a| est étagé dans R".
En particulier,
(1) une fonction réelle o est étagée dans R"™ si et seulement si les fonctions

la| + o la| — «
oy =—— et a.=——
2 2
sont €tagées dans R™.
(ii) st aq, ...y sont des fonctions étagées dans R™ a valeurs réelles, alors
sup{ay,...,ay} et inf{ay,...,ayn}

sont aussi des fonctions étagées dans R™.
d) Tout produit fini de fonctions étagées dans R™ est étagé dans R™.

Preuve.  a) résulte aussitot de la définition des fonctions étagées.
b) 11 suffit de noter qu'on a @ = a d’une part et

K K
ch X1, = Zc_k X1,
k=1 k=1
d’autre part. Le cas particulier est immédiat.
¢) De fait, si « s’écrit a = Zle ¢k X1, ou les I sont deux a deux disjoints, il
vient bien sur |o| = Zle lck| x1,. Le cas particulier est immédiat.
d) On se ramene de suite au cas du produit de deux fonctions étagées dans R™.
Or, si I et J sont deux semi-intervalles dans R™, on a x7 x5 = Xy ou I N J est
égal & () ou & un semi-intervalle dans R" g



1.2 Intégration des fonctions étagées

Définition. La mesure du semi-intervalle I =Jay, b} x ... x]ay, b,] dans R™
est le nombre mes(/) défini par

mes(/) = (by —ay) -+ (bp — an :Hb —a;);
7j=1

c’est donc un nombre strictement positif.

On vérifie aisément que si R est une partition finie du semi-intervalle I dans R™
en semi-intervalles, alors on a

mes(/) = Z mes(R)

Proposition 1.2.1 Si les fonctions étagées Zszl ck X1, et ZkK:ll ¢, X, dans R"
sont €gales, on a

K K’
Z cr mes(Iy) = z:c}€ mes(I},).
k=1 k=1

Preuve.  On sait qu’il existe un réseau fini R de R" tel que chacun des semi-
intervalles Iy, ..., Ix et Ij, ..., I}, se partitionne en les éléments J de R qu’il
contient. Une vérification directe donne alors

K
Docxn =) dixs= ch X1
k=1

JER
ol, pour tout J € R, on a

d‘]:ZCk:ZCZ'

I.,DJ oJ

De plus, un calcul élémentaire prouve de suite les égalités

mes (/) = Z mes(J), Vk<K,

JER, JCI;,

et
mes(I;) = Z mes(J), Vk <K'

JER, JCI,



Des lors, il vient successivement

ch mes (/) = ch Z mes(J)

k=1 JER,JCI

= ZdJ mes(.J)

JER
K’ K’

= z:c}C Z mes(J) = 230;f mes(I},).
k=1 JER,JCI} k=1

D’ou la conclusion.g
Nous pouvons donc introduire la définition suivante.

Définition.  L’intégrale I(o) de la fonction étagée o = >7

=16 Xy est le
nombre I(a) défini par

J

[(a) = ch mes(/;).

Jj=1
Cette définition a un sens car la proposition précédente affirme que le nombre
J , . . . J . s
Y _j—1 ¢jmes(l;) ne dépend pas de la combinaison linéaire Y 5, ¢; x;; choisie pour
représenter la fonction étagée a.

Passons aux propriétés de l'intégrale des fonctions étagées.

Proposition 1.2.2 a) L’intégrale d’une combinaison linéaire de fonctions éta-
gées est égale a la combinaison linéaire correspondante des intégrales de ces fonctions

étagées: on a
K K
k=1 k=1

b) Pour toute fonction étagée o, on a

(@) =l(o) donc I(Ra) =Rl(a) et 1(Sa) = S(a).

En particulier, l"intégrale d’une fonction étagée et réelle est un nombre réel.
¢) Pour toute fonction étagée o, on a

[H(a)] < I(laf).
En particulier, lintégrale d’une fonction étagée et a valeurs positives ou nulles

est un nombre supérieur ou égal a 0.

d) Si les fonctions étagées o et B sont réelles et telles que o < 3, on a l'inégalité
(o) <1(B).

e) Si « est une fonction étagée, I(|a]) = 0 a lieu si et seulement si on a o = 0.



Preuve.  a) et b) sont immédiats.
. ss J N
¢) La fonction o peut en effet s’écrire sous la forme )5, ¢; X, olt les I; sont
N ... . . J . )
deux a deux disjoints, ce qui donne |af = 375 |¢j| x7;- Dans ce cas, il vient
successivement

J

Z Cj mes(]j)

J=1

[He)| =

< Z |¢;| mes(I;) = I(|af).

d) est une conséquence directe de a) et c).
e) est immédiat.y

Une derniere propriété de l'intégrale des fonctions étagées nécessite quelques
notations.

Notations. Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et soient n’, n” des entiers
supérieurs ou égaux a 1 tels que n’ +n” = n. Soit enfin

1 .- n
Vl PR yn
une permutation. Pour tout x € R", nous posons

= (T, my,) et 2 = (2, e T,);

il s’agit de points de R™ et R"" respectivement. Enfin, si a est une fonction étagée
dans R” (resp. R™;R™), nous notons I(a) (resp. I (a);I~(c)) son intégrale.

Théoréme 1.2.3 (Fubini) Utilisons les notations précédentes.
Pour toute fonction étagée a dans R™,

a) pour tout z" € R™, a(a’,2") est une fonction étagée dans R™,
b) I (a(z’,z")) est une fonction étagée dans R™",
¢) l(a) = Lin(Iy (2!, 27))).

Preuve.  Soit v = 37

=1 Cj x1; une fonction étagée dans R". Pour tout j < J,
si I; s’écrit

I =12 6] x - x]a9, 59,

n n

les ensembles

I =]a?, bD] x -+ x]a?) b)) et I =la? b9 | x ... x]al?) b))

1% %] Vot ? ZVp1 Vn’+1’ Vplyq Un ) “Un



sont respectivement des semi-intervalles dans R” et R™" tels que
X (%) = xn (') - xpy(2"), VxR

a) Cela étant, pour tout 2 € R™" il vient

ch X (@) X (a)

ou ¢; x 1 (") est un nombre complexe pour tout 57 < J. Il s’ensuit que, pour tout
" € RY, a(2’,2") est une fonction étagée dans R™ .
b) Pour tout 2” € R™, on obtient par conséquent

Ly (v Z ¢j X[// ) mes([}) Z ¢j mes(I XI;' (")

ce qui montre clairement que la fonction I/ (a(a’, 2”)) est étagée dans R™".
c¢) Enfin, I'intégrale de I/ (a(z’,2")) est évidemment égale a

Ly (Iz’<a(x/7 JJ”))) = Z Cj mes(fj{) | mes([]”

j=1
et, pour conclure, il suffit de remarquer que, pour tout 7 < J, on a évidemment
mes(I}) - mes(1}) = mes(I;).
Exemple. Prenonsn =2, n"=n"=1c¢et
(T, y) = Xj1.21x1.21 (T, ¥) — X11.2x]2.4) (T, ¥) + 1 X)2,3x11,2) (T, ) — @ Xj2.3)x]2,4) (T, V).
D’une part, on a bien sir

I(or) = mes(]1, 2]x]1, 2]) — mes(]1, 2] x]2, 4])
+ i mes(]2, 3] x]1,2]) — i mes(]2, 3] x]2, 4])
=1-241—-21= —1—1.

D’autre part, il vient successivement

L(a(z,y)) = (L+4) xp2(y) = (1 + 1) xj2.0()

puis
L(L(a(z,y)=1+i—(1+4i)- 2= —1—14.0



A y A
—1 —1
1 )
(071) 1
- T 0 +
0 (1,o) (200  (3,0)

Représentations cotées de « et de I.(a(x,y))

—1—1

142






Chapitre 2

Théoremes fondamentaux du
calcul intégral

2.1 Ensembles dénombrables

Définition.  Un ensemble est dénombrable s’il est en bijection avec une partie
de N.

De la sorte, tout ensemble fini est dénombrable. Cependant il existe des ensembles
dénombrables qui ne sont pas finis, a savoir N lui-méme par exemple.

Définition.  Par extension, on dit qu'une union Ujc;A; d’ensembles est une
union dénombrable si J est un ensemble dénombrable (ce qui ne signifie pas que
I'ensemble U, A; soit dénombrable!).

Les propriétés élémentaires des ensembles dénombrables sont aisées a établir et
nous suffiront pour la suite.

Proposition 2.1.1 Toute partie d’un ensemble dénombrable est un ensemble
dénombrable.y

Proposition 2.1.2 Toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est un
ensemble dénombrable.

Preuve.  Nous allons établir le cas le plus défavorable.
Soit (A, = {x,(fm) :keN })meN une suite d’ensembles dénombrables deux &
deux disjoints. Alors A = UgY_jA,, est dénombrable car on vérifie aisément que

f: A—=N; x,im)H%(k+m)(k+m+1)+k



est une bijection (appelée numérotation diagonale). La bijection inverse f~! s’'inter-

préte comme étant “la loi qui, a [ € N, associe 1’élément x,(cm) précédé de [ fleches

dans le tableau suivant”.

:L'(()O) mgo) xéo) xgo)

2.2 Ensembles négligeables

Définition.  Une partie N de R" est négligeable si, pour tout € > 0, il existe
un nombre fini ou une suite de semi-intervalles dans R"™ dont 1'union contient N et
dont la somme des mesures est inférieure ou égale a e.

Exemple.  Tout point de R™ est négligeable. (Il s’agit d’'un abus de langage
signifiant que, pour tout v € R™, {x} est négligeable). De fait, pour tout m € Ny,
I =]z —1/m,xq] X -+ X]x, —1/m, x,] est un semi-intervalle dans R", qui contient
x et tel que mes(I) =m™".0

Proposition 2.2.1 Toute partie d’un ensemble négligeable est négligeable.y

Proposition 2.2.2 a) Toute union finie d’ensembles négligeables est négligea-
ble.



b) Plus généralement, toute union dénombrable d’ensembles négligeables est né-
gligeable.

Preuve.  a) Soient Ny, ..., N; des ensembles négligeables en nombre fini et
soit € > 0. Pour tout j < J, €/J est un nombre strictement positif: il existe donc
un nombre fini ou une suite de semi-intervalles dans R™ dont I'union contient N; et
dont la somme des mesures est inférieure ou égale a ¢/.J. Comme toute union finie
d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable, tous ces semi-intervalles
dans R™ sont en nombre fini ou peuvent étre présentés comme étant les éléments
d’une seule suite. La conclusion est alors immédiate: nous avons obtenu un nombre
fini ou une suite de semi-intervalles dans R™ dont 'union contient Ny U...U N et
dont la somme des mesures est inférieure ou égale a ¢.

b) La preuve de b) est un raffinement de celle de a).

Vu a), il suffit d’établir le cas de I'union d’une suite (N,,)men, de parties négli-
geables de R™. Fixons € > 0. Pour tout m € Ny, 27™¢ est un nombre strictement
positif: il existe donc un nombre fini ou une suite de semi-intervalles dans R™ dont
I'union contient N,, et dont la somme des mesures est inférieure ou égale a 27™¢.
On continue alors comme dans la preuve de a), en invoquant le fait que toute union
dénombrable d’ensembles dénombrables est un ensemble dénombrable.y

Théoréme 2.2.3 Si w est un ouvert de R? avec J € {1,...,n — 1} et si
les fonctions fi, ..., f. sont réelles et appartiennent a Ci(w), alors l’ensemble
{(fi(x),..., fu(x)) : x € w} est une partie négligeable de R™.

(Résultat admis n. 1)y

Corollaire 2.2.4 a) Dans R?, toute droite est négligeable.
b) Dans R3, tout plan est négligeable.

c) Plus généralement, dans R"=%, tout hyperplan est négligeable.
Des lors, la frontiere d’un intervalle est toujours un ensemble négligeable.

Preuve. 1l suffit d’établir ¢). Or, dans R"22?, un hyperplan s’écrit
H={zeR":aqz1+... 4+ apz, =71}

ou ay, ..., a, € R ne sont pas tous nuls et ou r € R. Si, par exemple, on a a, # 0,
on obtient

r—a1’ry — ... = Ap_1Tp—1

H:{(xl,...,xn_l, )::L‘E]R”_l},

Qn

ce qui suffit.g



Exercice. Etablir que les ensembles
{ (z,sin(z)) € R?: 2 e R} et {(z,y) € R? : 2?2 + 42 = 1}
sont des parties négligeables de R?.0

Remarque. 1l existe des parties de R™ qui ne sont pas négligeables. Ainsi, on peut
établir que les semi-intervalles dans R™ ne sont jamais négligeables. Par conséquent,
dans R™, une boule n’est jamais négligeable et, plus généralement, les parties de R™ dont
I'intérieur n’est pas vide ne sont pas négligeables. Nous allons admettre ce résultat qui est
aussi une conséquence directe du résultat admis n. 5.

Théoreme 2.2.5 Toute partie de R™ d’intérieur non vide est non négligeable.
(Résultat admis n. 2)4

2.3 Presque partout sur A C R”

Définition.  Les locutions “presque partout sur A C R™” et “pour presque tout
point de A C R™” sont équivalentes et signifient “sauf sur une partie négligeable de
A”. On écrit pp sur A et méme pp tout simplement si A est égal a R”.

Ces locutions sont tres utiles en théorie de l'intégration et sont notamment
utilisées dans les contextes suivants.

a) Une fonction est définie pp sur A C R™ si 'ensemble des points de A ot elle
n’est pas définie est négligeable.
Ainsi 1/ est une fonction définie pp sur R.

Proposition 2.3.1 Toute opération algébrique effectuée sur des fonctions défi-
nies pp sur A C R™ détermine une fonction définie pp sur A pour autant que
I’ensemble des zéros appartenant a A des éventuels dénominateurs soit négligeable.

Preuve.  De fait, les seuls points de A ou I'opération algébrique n’est pas définie
sont les points o1 I'une au moins des fonctions n’est pas définie ou ot au moins un des
dénominateurs s’annule. Il suffit alors de rappeler que toute union finie d’ensembles
négligeables est négligeable g

b) Deux fonctions définies pp sur A C R” sont égales pp sur A si ’ensemble des
points de A ou elles ne sont pas égales est négligeable.

Comme toute union finie d’ensembles négligeables est négligeable, des fonctions
f et g définies pp sur A C R"™ sont donc égales pp sur A si et seulement si

{x € A: f et gsont définis en x et f(x) # g(x)}

est négligeable.



Proposition 2.3.2 Soit Q@ un ouvert non vide de R*. Si f, g € Co(Q2) sont
égaux pp sur 2, alors on a f = g sur €.

Preuve.  Soit zy un point de 2. Pour tout m € Nj suffisamment grand, la
boule {x: |x — 29| < 1/m} est incluse dans 2 alors qu’aucune boule de R™ n’est
négligeable. Il existe donc une suite (z,,)men, dans §2 convergeant vers z telle que
f(zm) = g(x,) pour tout m € Ny. On tire de suite f(z¢) = g(z0), vu la continuité
de f et de g sur Q4

Remarque.  On sait que la frontiére de tout intervalle est négligeable. De la, si I est
un semi-intervalle dans R", les fonctions x, x;- et xro sont égales pp sur R".

2.4 Convergences ponctuelle et pp

Définitions. Soient A une partie de R™, f une fonction définie sur A et
(fm)men, une suite de fonctions définies sur A. Alors, la suite (f,,)men, converge
ponctuellement sur A vers f si, pour tout z € A, la suite numérique (fin(2))men,
converge vers f(x). On dit alors que f est la limite ponctuelle de la suite (fi,)men,
sur A et on écrit

fm — fsur A ou fmjf-

Vu le critere de Cauchy, une telle fonction f existe si et seulement si, pour tout
x € A, la suite numérique (f,,,(x))men, est de Cauchy car alors la fonction f est la
loi qui, & tout x € A, associe la limite de la suite (f,,,(2))men,-

Définitions. Si A est une partie de R", si f est une fonction définie pp sur A
et si (fin)men, est une suite de fonctions définies pp sur A, alors la suite (f;)men,
converge pp sur A vers f s’il existe une partie négligeable N de A telle que, pour
tout x € A\ N, les fonctions f,, et f soient définies en x et telles que f,,,(z) — f(x).
On dit aussi que f est la limite pp sur A de la suite (fi,)men,- On écrit

fm — f pp sur A.

Définition.  Une fonction définie pp sur R" est mesurable si elle est la limite
pp sur R™ d’une suite de fonctions étagées dans R"™.

En fait, toutes les fonctions qu’on rencontre dans les applications de ’analyse
mathématique sont mesurables. Aussi, afin d’alléger fortement cette introduction
au calcul intégral tout en ne diminuant pas son champ d’application, nous allons
admettre I’hypothese de travail suivante.

Hypothese de travail. Nous admettons que toutes les fonctions définies pp
sur R™ sont mesurables.



Définition.  Une partie de R” est mesurable si sa fonction caractéristique est
mesurable.

Il s’ensuit que nous admettons que toute partie de R™ est mesurable.

2.5 Fonctions intégrables et leur intégrale

Remarque.  Soit f une fonction mesurable sur R™. Il existe donc, par définition,
une suite (am)men, de fonctions étagées dans R™ qui converge pp vers f. On pourrait
alors étre tenté de définir l'intégrale de f comme étant la limite éventuelle de la suite
(I(am))men,- Cette position tres tentante souleve malheureusement des objections.

a) Il existe effectivement des suites (o )men, de fonctions étagées dans R™, qui con-
vergent pp sur R” et telles que la suite (I(ay,))men, ne converge pas vers une limite finie.
Par exemple, la suite (m = X]—m,m))men, converge ponctuellement sur R vers yr et est
bien str telle que I(ay,) = 2m — +o0.

On pourrait aisément lever cette objection en définissant comme intégrables les fonc-
tions mesurables f pour lesquelles il existe une suite (au,)men, de fonctions étagées qui
converge pp vers f et telle que la suite (I(am,))men, converge, en définissant l'intégrale de
f comme étant la limite de cette suite I, ). Mais alors, on rencontre ’objection suivante.

b) Il existe aussi des suites (aum)men, de fonctions étagées dans R™ qui convergent
ponctuellement sur R” vers 0 et telles que la suite (I(,))men, converge vers 1. Dans R,
il en est ainsi pour les suites (@ )men, Ou

Om = M X]0,1/m]> % XJo,m]  OU  X]m,m+1]-

Cette objection est beaucoup plus grave: si la suite (8 )men, de fonctions étagées
converge pp vers f et si la suite (I(8,))men, converge vers ¢, on vérifie de suite que
la suite ('cum + Bim)men, de fonctions étagées converge aussi pp vers f et que la suite
(I(c'am + Bm))men, converge aussi, mais cette fois vers ¢ 4+ ¢/. Cela entrainerait que
Iintégrale de f ne serait pas un nombre lié & f uniquement!

On est donc contraint d’imposer des restrictions supplémentaires.

Définition.  Une suite (ay,)men, de fonctions étagées dans R est de Cauchy
si, pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que

pq =M =1y, — ) <e.
Voici deux propriétés fondamentales des suites de Cauchy de fonctions étagées.

Proposition 2.5.1 Si (n)men, est une suite de Cauchy de fonctions étagées
dans R™, la suite numérique (I1(au,))men, converge.



Preuve.  Cela résulte aussitot de la majoration
o) = 1(B)] = [l{a — B)] < I(Ja — B]),
valable pour toutes fonctions étagées o, 3 dans R" g

Proposition 2.5.2 Si la suite de fonctions étagées (y,)men, est de Cauchy et
converge pp vers 0, la suite numérique (I(au,))men, converge vers 0.

(Résultat admis n. 3)y
Cela étant, on peut introduire les définitions suivantes.

Définitions.  Une fonction f définie pp sur R" est intégrable s’il existe une
suite (ayn)men, de fonctions étagées dans R", qui est de Cauchy et qui converge pp
vers f. De plus, l'intégrale de f est la limite de la suite (I(cvy,))men, €t est notée

f(z)dz ou fdx.
Rr R~
En effet, nous savons d’une part que la suite (I(a,,))men, converge. D’autre part,
si (B )men, est également une suite de fonctions étagées dans R™, qui est de Cauchy
et qui converge pp vers f, alors les limites des suites (I(au))men, €6 (I(Bm))men,
sont égales puisque (ay, — Bim)men, est une suite de fonctions étagées dans R”, qui
converge pp vers 0 et qui est de Cauchy, vu 'inégalité immédiate

I([(cp = Bp) — (ag = By)]) < Il — agl) + 1|8y — Byl),
valable pour tous p, g € N.

Remarques.  a) Dans la notation fR" f(x)dx, x joue un role purement fictif: il est
appelé variable d’intégration et peut en fait étre remplacé par tout autre symbole.

b) Si deux fonctions sont définies et égales pp sur R”, elles sont simultanément inté-
grables et de méme intégrale.

Exemple.  Toute fonction o étagée dans R™ est intégrable et

/n a(z)dr =1(a).

Il suffit de remarquer que la suite (a,, = &)nen, de fonctions étagées dans R"
converge pp vers «a et est de Cauchy.O

A part cet exemple fondamental, il est plutot malaisé de recourir a la définition
pour controler si une fonction mesurable sur R™ est intégrable. On recourt plutot a
des criteres d’intégrabilité dont voici le plus important.



Critere 2.5.3 Toute fonction mesurable et de module majoré pp par une fonc-
tion intégrable est intégrable.

(Résultat admis n. 4 )

Corollaire 2.5.4 a) Toute fonction mesurable et de module intégrable est inté-
grable.

b) Toute fonction f définie sur R™, continue sur un compact K de R"™ et iden-
tiquement nulle sur R™ \ K est intégrable.

Tres souvent on énonce ce résultat sous la forme imagée suivante: toute fonction
continue sur un compact y est intégrable.

Preuve.  a) est immédiat.

b) De fait, la fonction f est mesurable sur R™ et bornée sur K. De plus, il existe
un semi-intervalle I dans R™ contenant K. Au total, il existe une constante C' > 0
telle que | f| < Cxy, ce qui suffit.y

Notation. L’ensemble des fonctions intégrables sur R™ est noté
L'(R™).

Définitions.  Une partie A de R" est intégrable si sa fonction caractéristique
est intégrable et sa mesure, notée mes(A), est alors égale a 'intégrale de sa fonction
caractéristique. On a donc

mes(A) = / xa(x) dx
pour toute partie intégrable A de R™.

Exemples. a) Tout semi-intervalle dans R™ est intégrable et sa mesure coin-
cide avec la mesure déja introduite.

b) Plus généralement, tout intervalle borné I est intégrable et on a
mes(I) = mes(/~) = mes(I°).

c) Tout ouvert borné et tout compact de R™ sont intégrables.0



2.6 Propriétés fondamentales

Théoreme 2.6.1 a) Toute combinaison linéaire de fonctions intégrables est in-
tégrable et son intégrale est égale a la combinaison linéaire correspondante des
intégrales de ces fonctions.

Analytiquement: si on a J € No; f1, ..., fr € LY(R") et cy, ..., c; € C, alors
Z;‘le c; f; est une fonction intégrable sur R™ telle que

J J
/ chfj dr = ZC]' fj dx.
R™ 51 j=1

Rn

b) Pour toute fonction intégrable f sur R", la fonction f est intégrable sur R™

/ fdr = / fdx.
En particulier,

i) lintégrale d’une fonction intégrable et réelle pp sur R™ est un nombre réel.
ii) si f est une fonction intégrable sur R™, les fonctions Rf et Sf sont intégrables

sur R™ et " 5
(3} e {2

c) Si f est une fonction intégrable sur R™, alors |f| est une fonction intégrable

sur R™ telle que
IR
R7 R7
En particulier,

i) l"intégrale d’une fonction intégrable et positive pp sur R™ est un nombre supérieur
ou €égal a 0.

ii) si f est une fonction intégrable et réelle pp sur R™, les fonctions f, et f_ sont
intégrables sur R™.

iii) pour tout ensemble intégrable A, on a mes(A) > 0.

et

d) Si f est une fonction intégrable sur R™, ’égalité

[ it =0

a lieu si et seulement si f est égal a 0 pp sur R".

Preuve. a) Si, pour j < J, (jm)men, €st une suite de fonctions étagées
dans R", qui est de Cauchy et qui converge pp vers f;, on vérifie de suite que



. C‘Oé'm meN, eSSt une suilte de ronctions etagees adans ,qu1 es e auc e
7 CjQm)men, ©st ite de fonctions étagées dans R", qui est de Cauchy et

. J : ’
qui converge pp vers i1 Cjfj. Pour conclure, il suffit alors de remarquer qu’on a
successivement

J J
/ chfj dr = lim I <Z cjaj7m>
R o m—o00

7=1

J
5 lim I(aj,,) = E cj fjd.
T m—o0 — R™

IIMK«

b) Si (@ )men, est une suite de fonctions étagées dans R™, qui est de Cauchy et
qui converge pp vers f, on vérifie de suite que (@, )men, est une suite de fonctions
étagées dans R”, qui est de Cauchy et qui converge pp vers f. Pour conclure, il
suffit alors de remarquer qu’on a successivement

fdr = lim I(ay,) = lim I(ay,) = [ fdu.
R m—o0o m—oo R
Les cas particuliers sont immédiats.
¢) Si (@m)men, est une suite de fonctions étagées dans R", qui est de Cauchy et
qui converge pp vers f, on vérifie de suite que (|, |)men, st une suite de fonctions
étagées dans R", qui est de Cauchy et qui converge pp vers |f|. Pour conclure, il
suffit alors de remarquer qu’on a successivement

/nfdx

Les cas particuliers sont immédiats.
d) (Résultat admis n. 5)y

limI(am)‘ < lim I(|ow) :/ If| da.
m m Rn

Remarques.  a) En général, le produit de deux fonctions intégrables sur R™ n’est pas
intégrable sur R"—nous en verrons des exemples dans la suite.

b) On ne sait pas établir que si f est une fonction définie pp sur R™ et de module
intégrable, alors f est intégrable.

2.7 Théoremes fondamentaux de la
théorie de I’intégration

La remarque du début du paragraphe 2.5 établit clairement que
a) si une suite (f,)men, de fonctions intégrables converge pp vers f, alors f n’est



pas nécessairement intégrable.
b) si une suite (f)men, de fonctions intégrables converge pp vers une fonction
intégrable f, alors on peut ne pas avoir

fmdr — fdx.

R" R
En effet, c’est le cas méme si les f,, sont des fonctions étagées.

Les deux théoremes suivants, dus respectivement a B. Levi et H. Lebesgue, don-
nent des cas dans lesquels cette égalité a lieu.

Théoréme 2.7.1 (convergence monotone) Sila suite (f,)men, de fonctions
intégrables et réelles pp est croissante pp (resp. décroissante pp) et si la suite
numérique ( [g, fm dx)men, est majorée (resp. minorée), alors

a) la suite (fim)men, converge pp vers [ (critére de convergence),
b) cette limite f est une fonction intégrable (critére d’intégrabilité),

¢) on a [p.|fm — f| dz — 0 donc, en particulier, [g, fmdx — [, fdz. (critére
de passage a la limite sous le signe d’intégration).

(Résultat admis n. 6)y

Théoréme 2.7.2 (convergence majorée) Si la suite (fy)men, de fonctions
mesurables converge pp vers f et sil existe une fonction intégrable F telle que | f,,| <
F pp pour tout m € Ny, alors

a) f est intégrable (critére d’intégrabilité),
b) on a [y |fm — f| dz — 0 donc, en particulier, [4, fmdx — [4. fdz. (critére
de passage a la limite sous le signe d’intégration).

(Résultat admis n. 7)

Dans les deux énoncés qui suivent, nous allons utiliser les notations introduites
avant le théoreme de Fubini pour les fonctions étagées, en remplacant bien sur I(«),
L/ (c) et I/ (a) respectivement par

/adm, / adr’ et / ads”.
n Rn’ Rn”

Théoréme 2.7.3 (Fubini) Pour tout f € L'(R"),
a) pour presque tout " € R™", f(a', ") est une fonction intégrable sur R"

b) [gu fda' est une fonction intégrable sur R™,

/nfd:p - /R (/Rn/fd:p’> da”.

(Résultat admis n. 8)y

c) on a



L’hypothese “f € LY(R™)” du théoreme de Fubini est généralement vérifiée au
moyen du résultat suivant.

Théoreme 2.7.4 (Tonelli) Si la fonction f est mesurable sur R", si |f| est
une fonction intégrable sur R"™ pour presque tout " € R et si fRn/ |f| dx’ est une
fonction intégrable sur R™ | alors f est une fonction intégrable sur R™.

(Résultat admis n. 9)y

Corollaire 2.7.5 Si f' est une fonction intégrable sur R™ et si f" est une fonc-
tion intégrable sur R™", alors la fonction f définie pp sur R™ par f(x) = f'(a) f"(z")
est intégrable sur R™ g

2.8 Fonctions intégrables sur un ensemble

Définitions.  En calcul intégral, on rencontre tres souvent la situation suivan-
te. On a une fonction f définie pp sur une partie mesurable £ de R™ et un ensemble
mesurable A de R”, inclus dans E. On note alors fx 4 la fonction définie pp sur R”

par
o ={ 75 5 red

S1

Cela étant, f est une fonction intégrable sur A si fxa est intégrable sur R et on
pose

/fd:c: fxadzx.
A Rn

L’ensemble des fonctions intégrables sur A est noté L'(A).
Le nombre [ 1 [ dx est appelé intégrale de f sur A. De plus, dans cette notation,

a) f porte le nom d’intégrand,
b) A porte le nom d’ensemble d’intégration,

c¢) x porte le nom de variable d’intégration et joue un role fictif; il peut étre remplacé
par tout autre symbole pour autant qu’on évite toute confusion.
Parfois on met en évidence le fait qu’il s’agit d’'une intégrale sur R™ en écrivant

/...Af(xl,...,xn)dxl...dxn

au lieu de fA fdx et on dit que l'intégrale est n—uple (simple si n = 1; double si
n = 2; triple si n = 3; ...). De plus, si A est I'ensemble des points de R™ qui
vérifient la propriété P, on écrit parfois

[raon [ [ g,



au lieu de fA fdx.

L’ensemble L'(A) apparait donc comme étant une partie de L'(R™). Pour
connaitre les propriétés de ses éléments, il suffit de recourir a celles des éléments
de L'(R™) en tenant compte du fait que les éléments de L'(A) sont des fonctions
nulles pp sur R" \ A. On obtient ainsi de suite les résultats suivants.

Théoreme 2.8.1 Soit A une partie mesurable de R™.

. . - J . . . . s
a) Toute combinaison linéaire ijl c;fj de fonctions intégrables sur A est inté-

grable sur A et
J J
/ Zijjdl’ = ch/ f]dl‘

b) Si f est une fonction intégrable sur A, alors f est intégrable sur A et

/A?dxzﬁ.

c) Si f est une fonction intégrable sur A, alors |f| est intégrable sur A et

/Afdx s/A|f| Ay

Les théoremes de la convergence monotone et de la convergence majorée prennent
bien str la forme suivante.

Théoreme 2.8.2 Si (f)men, €st une suite de fonctions intégrables et réelles
pp sur A, si la suite (fm)men, €st croissante pp (resp. décroissante pp) sur A et si
la suite numérique ([, fm d)men, est majorée (vesp. minorée), alors

a) la suite (fim)men, converge pp sur A vers f,
b) cette limite f est une fonction intégrable sur A,
¢) [, fm — f| dv — 0 done, en particulier, [, fo dx — [, fdz.y

Théoreme 2.8.3 Si (fin)men, €st une suite de fonctions mesurables sur A, si
la suite (fu)men, converge pp sur A wvers f et sil existe une fonction F intégrable
sur A telle que |f,| < F pp sur A pour tout m € Ny, alors

a) [ est intégrable sur A,
b) [, fm — fI dv — 0 donc, en particulier, [, fo dx — [, fdz.y

Nous verrons au chapitre 4 comment s’interpretent les théoremes de Fubini et
de Tonelli dans ce contexte.



Proposition 2.8.4 Soit A une partie mesurable de R™.
Si{Ay,..., Ay} est une partition finie de A en ensembles mesurables et si f est
une fonction définie pp sur A et intégrable sur chacun des Ay, ..., Ay, alors f est

intégrable sur A et
J
fdxr = / fdx.
/A ; Aj

Preuve. Comme on a fxys = ijl Ixa;, ppsur A; il suffit d’appliquer la
propriété relative aux combinaisons linéaires de fonctions intégrables.y

2.9 Intégration sur un intervalle de R

Le cas particulier des fonctions intégrables sur un intervalle de R amene quelques
considérations spéciales.

Soit |a, b[ un intervalle ouvert borné de R (on a donc a, b € R avec a < b). Si f
est une fonction définie pp sur ]a, b[, nous savons bien que f est aussi défini pp sur
[a,b], ]a,b] et [a,b]. De plus, on vérifie de suite que f est intégrable sur |a, [ si et
seulement 8’1l est intégrable sur 'un quelconque des intervalles [a, b], ]a,b] ou [a, b]
et, par conséquent, sur tous, et que les intégrales de f sur ces différents intervalles
sont égales. Dans ces conditions, il vient

Li(Ja,b[) = L*([a,b]) = L'(Ja, b]) = L'([a, b[)

et si f est une fonction intégrable sur ces intervalles, on adopte la notation unique

/abf(x) dx

pour désigner son intégrale sur ces intervalles.
Ces considérations s’étendent immédiatement au cas des intervalles non bornés
de R et on trouvera donc des notations telles que

+o00
L'(Ja, +00[) et f(z) dx,
b
L'(] — 00,b) et /_ f(x)dex,

+o0o
L'(] — o0, +o0o]) = LY(R) et fz)dx = /Rf(x) dx.



Convention. Pour des commodités d’écriture qui apparaitront clairement
plus tard, nous allons adopter la convention suivante. Pour @ € R ou a = —o0
et pour b € R ou b = 400 tels que a < b si a et b sont deux nombres réels, nous

convenons de pOSGI'
a b
/ f(x) da = — / f(z) do
b a

si f est intégrable sur |a, b|.
Mentionnons cependant déja les résultats suivants.

Proposition 2.9.1 Si ay, ..., a; sont des nombres réels ou un des symboles
—o0 ou +o0 avec J € Ny et si, pourj =1, ..., J—1, la fonction [ est intégrable sur
lintervalle d’extrémités a; et ajiq1, alors f est intégrable sur lintervalle d’extrémités

a; et ay et
J—1

/:dex:Z/:Hlfdm.

7j=1 J

Preuve. 11 suffit bien stur de le prouver pour J = 3.
Or, si on désigne par I;; le semi-intervalle dont a; et aj; sont les extrémités, la
convention que nous venons d’énoncer permet d’établir que

ak
/ gdx = / sign(ay — a;) - gdzx, Vg€ Ll([j,k)-
ag ]j,k

Il suffit alors pour conclure de noter que

sign(az — ay) - fxn,, = sign(as — a1) - fxr,, +sign(as — az) - fxr;1

2.10 Interprétation de Cauchy-Riemann

Le résultat suivant donne 1'interprétation de Cauchy-Riemann de ['intégrale.

Théoreme 2.10.1 Soit A une partie intégrable de R™ et soit, pour tout m €
No, { Ay k < K(m)} une partition dénombrable (cela entraine K(m) € Ny ou
K(m) =00) de A en parties mesurables telles que diam(A,, ;) < &, pour tous m, k
avec €, — 0. De plus, pour tous m, k ainsi retenus, soit T, un point de A, (ou
méme de AN (Apmi)” ).

Cela étant, toute fonction f continue et bornée sur A est intégrable sur A et

K(m)

/Afdx: lim Z (@) mes(Ap k).
k=1

m—00



Preuve.  La fonction f étant continue sur A, fy4 est bien sur mesurable. De
plus, la fonction f étant bornée sur A, il existe C' > 0 tel que |f(z)| < C pour tout
x € A. Au total, on a |[fxa| < Cxa et ainsi f est intégrable sur A.

Cela étant, établissons tout d’abord que le théoreme de la convergence majorée
s’applique a la suite

K(m)

fm(@) = F(@mp) Xa,, (@)
k=1
meENp

On vérifie de suite que ces f,, sont des fonctions mesurables (c’est-a-dire que ces f,,
sont des fonctions définies pp sur R", vu notre position vis-a-vis de la mesurabilité).
De plus, la suite f,,, converge vers f sur A: pour tout z € A et tout m, il existe un
entier k£ < K(m) et un seul tel que z € A,, ;, ce qui nous permet de I'écrire k(m, ).
Au total, il vient

fm(@) = f(@mpma)), Vo€ A,

avec }a: — xm7k(m7x)’ < diam (A, kma)) < €m. Cela suffit, vu la continuité de f sur
A. Enfin, C'y 4 est une fonction intégrable sur A telle que |f,,| < Cxa pp sur A.
Vu le théoreme de la convergence majorée, nous avons donc

/Afmd:v—>/Afdx

et tout revient & calculer [, f, dz.
Si K(m) est un entier, on remarque que f,, est une combinaison linéaire de
fonctions intégrables donc que

K(m)
/fm dx = Z (@) mes(Ap, k).
A k=1

Si K(m) est égal a oo, établissons que le théoreme de la convergence majorée
s’applique a la suite

(gK(x) = f@m) XAm,k(fﬂ)> :

k=1

Ces gi sont bien stur des fonctions mesurables. On vérifie de suite que la suite g
converge pp sur A vers f,,. Enfin on a évidemment |gx| < Cxa pp sur A. Des lors,
il vient

K
Zf(xmk) mes(A;, k) = /AgK dr — /Afm dx,

k=1



donc

/ fmdz =) " [ (k) mes(App).
A k=1
D’ou la conclusion.g

Remarque. 1l convient de remarquer qu'une preuve analogue établit aussitot le ré-
sultat suivant. Soit f une fonction positive (resp. négative), continue et intégrable sur
la partie mesurable et bornée A de R™. Pour tout m € Ny, soit { Ay, 1 k < K(m)} une
partition dénombrable de A en parties mesurables telles que diam(Ay, ;) < €, pour tous
m, k avec ey, — 0 et s0it 1y, 1 la borne inférieure (resp. supérieure) de { f(x):z € Ay i}
Alors, on a

/ fdx = lim Z T,k Mes( A, k).

De plus, si on convient de poser 7, , mes( Ay, ;) = 0 si rp, i, est égal a 0, on peut méme
supprimer ’hypothese que A soit borné dans ce dernier énoncé.

Exemple. Le cas particulier d'une fonction continue sur un intervalle compact
de R est fort important en pratique et montre clairement comment on peut appliquer
ce résultat.

Soit [a, b] un intervalle compact de R. Pour tout m € Ny, partitionnons le semi-
intervalle ]a,b] en m semi-intervalles de mémes mesures, égales par conséquent a
(b — a)/m; cela se fait tout simplement au moyen des semi-intervalles |a, k, Gm g+1]
avec k=1, ..., m, ol on pose

amr =a+ (k—1)(b—a)/m, Vke{l,...,m+1}.
Dans chaque intervalle @, k, Gm k41, choisissons un point z,, (le plus souvent,

on prend T,k = Umgs Gmg1 OU (Qg + Gmpy1)/2). L'interprétation de Cauchy-
Riemann affirme alors que, pour tout f € Cy([a, b]),

PN F ) — / f(x) d.

m
m
k=1

x — On approche fab f dx par des sommes d’aires de rectangles qui ont tous la
méme largeur et de hauteur déterminée par f. « %O



\/



Chapitre 3

Intégration sur un intervalle de R

3.1 Intégrales fléchées

Proposition 3.1.1 Pour tout f € L*(]a,b|), on a

B
/fdx— hm/ fdx = hm/fdx—ﬁliril/ fdx.

Preuve. 11 suffit de remarquer que, pour toutes suites (am)men, €t (bm)men,
de ]a, b qui convergent respectivement vers at et b, le théoreme de la convergence
majorée s’applique de la maniere suivante a la suite (fr, = fXjam,bm[)meno, définie
pour m suffisamment grand.

Les fonctions f,, sont mesurables. La suite (f,,)men, converge évidemment pp
sur |a, b vers f et on a bien sur |f,,| < |f| pp sur A. Des lors, il vient

bim b b
fdx:/fmdxﬁ/fdxl

Notations. Nous verrons plus loin que la réciproque de cette propriété est
fausse. En fait, pour tout intervalle ouvert |a,b] de R, il existe une fonction f
intégrable sur

Jo, B] | Jor, b | Ja, B]
pour tous «, 3 tels que a < a < < b et telle que
B
hm fdx hm f dx hm / fdx

i



existe et soit fini sans que f soit intégrable sur |a, b].
Dans ce cas, cette limite est notée

—b b —b
fde | fde | fdr
—a —a a
et on ne peut pas lui appliquer les résultats du calcul intégral sans justi-
fication supplémentaire.
En fait, les intégrales fléchées ne peuvent étre considérées que comme étant des
limites et, pour les utiliser, il faut recourir systématiquement a leur définition.

3.2 Théoreme d’existence d’une primitive

La théorie de I'intégration permet de donner une démonstration simple du résultat
suivant, que nous avions admis auparavant.

Théoreme 3.2.1 (existence d’une primitive) Toute fonction continue sur
un intervalle ouvert de R y est primitivable.

Plus précisément: si f est une fonction continue sur lintervalle a,b[ de R et si
xo est un point de |a,b[, alors f;; f(t)dt est une primitive de f sur |a,b.

Preuve.  Pour tout = €]a,b[\{zo}, l'intervalle fermé d’extrémités =, et = est
compact et f y est continu, donc intégrable. L’intégrale proposée a par conséquent
un sens pour tout x €|a, b[\{zo} et vaut bien sir 0 en = = xy.

Pour conclure, il suffit alors de prouver que

/x+h f(t)dt — /rf(t) dt) = f(z), VYV €la,bl.

xo xo

5 1
h—>Ol,II£1€Ro h

Or, pour tout x €la, b| et tout h € R\ {0} suffisamment petit, on a

% (/x:+hf(t) dt — /x:f(t) dt) ) = %/;Jrh(f(t) ~ fa)dt.

Cela étant, pour tout x €la,b| et tout € > 0, la continuité de f sur |a, b] procure
n > 0 tel que

lz—yl<n = |f(z)-fly)<Le

Par conséquent, il vient

z+h
p<n = |3 [ 00



comme on le vérifie de suite en considérant séparément les cas h > 0 et h < 0 et en

appliquant les formules
b b b
§/|f|dm et /gdwﬁ/hdm

/abfdx

valables pour tous f, g, h € L'(]a,b]) tels que g < h pp sur |a, b[4

Ce résultat a des conséquences tres importantes pour le calcul intégral. Il permet
notamment d’établir le résultat suivant, que nous développons au paragraphe 3.4

Théoreme 3.2.2 Si f est une fonction continue et intégrable sur lintervalle
ouvert |a,b[ de R, alors toute primitive F' de f sur |a,b| admet des limites finies en
a®t et en b et ,

/ f(z)de = hr}}, F(z) — lim F(x).
Preuve.  Soit xy un point de |a, b[. 1l existe alors une constante C' telle que

F(z)=C+ /x f(t)dt, Yz €la,bl.

Des lors, comme f est intégrable sur |a, o[ et sur |xg, b[, la Proposition 3.1.1 donne
de suite

lim F(a)=C— lim /xof(x)dx:C’—/xof(x)dm

a—at a—a™t
et
B b
ﬁhril FpB)=C+ hril fle)de=C+ [ f(z)dx
—0" —0" Z0 Z0

D’ou la conclusion.g

Définition.  On réfere a ce résultat en parlant du calcul de I'intégrale d’une
fonction continue et intégrable sur |a, b par la méthode de la variation d’une primi-
tive.

Remarque.  Pour appliquer cette méthode de calcul d’une intégrale, nous devons
vérifier que

a) f est continu sur Ja,b[. Nous avons déja de nombreux critéres permettant de vérifier
cette condition.

b) f est intégrable sur |a,b[. La vérification de cette condition fait 'objet du paragraphe
suivant.



3.3 Criteres d’intégrabilité

Voici le résultat qui conditionne la recherche de I'intégrabilité d une fonction continue
sur un intervalle de R.

Proposition 3.3.1 Si f est une fonction continue sur Ja,b|C R et s’il eziste a,
B eR tels que a < a < B <b et que fXjaa et fX)a[ sOient intégrables, alors f est
intégrable sur ]a,bl.

Preuve.  C’est immédiat car on a

IXapl = fXjaal T F X8 + X181
avec [X[a,g intégrable car il s’agit d’'une fonction continue sur un compact.g

Définitions.  Une fonction f définie pp sur |a, b[C R est intégrable en a™ s’il
existe a €]a, b[ tel que f soit intégrable sur |a, «f. De méme, f est intégrable en b~
s'il existe 3 €]a, b] tel que f soit intégrable sur |3, b].

De la sorte, l'intégrabilité de f € Co(]a, b[) sur |a, b] est ramenée a son intégrabi-
lité en a™ et en b™.

Critere 3.3.2 (théorique) Si f est une fonction mesurable, réelle et de signe
constant sur |a,b[ et si on a

fell(ab), Vae€labd] | feLl(a,p]), VB Elab]
alors f est intégrable sur |a,b| si et seulement s’il existe une suite

(@m)men, dans ]a,b[, an | a, (bm)men, dans Ja,b[, by T0,

telle que la suite d’élément général

/a:fda: /abmfdm

Preuve.  Etablissons le résultat relatif a I'intégrabilité en b~ ; celle en a™ s’éta-
blit de méme.

La nécessité de la condition résulte aussitot de la Proposition 3.1.1.

La suffisance de la condition résulte d’une application du théoreme de la conver-
gence monotone a la suite (fr, = f Xja,bm[)men,. Pour tout m, f,, est une fonction
intégrable sur ]a, b[. De plus, la suite (fi,)men, est croissante pp vers f xjqp si f est
positif et décroissante pp vers f xj. [ si f est négatif. Enfin, la suite (fR S dT)men,
converge donc est bornée. Vu le théoreme de la convergence monotone, la limite
f Xjap[ de la suite (fm)men, est intégrable sur R, ce qui suffit.y

converge vers une limite finie.



Ce critere permet d’établir 'intégrabilité de certaines fonctions usuelles, con-
sidérées comme étant des exemples fondamentaux de fonctions intégrables.

Exemple. Sir et 0 sont des nombres réels, les fonctions

Lo,
(@—r) — (r—a)f

sont respectivement intégrables en r* et en v~ si et seulement si 6 < 1.
De fait, la fonction (z —7)~% (resp. (r—2z)?) est positive et continue sur |r, 7 +1]
(resp. [r—1,7[) et une de ses primitives sur I'intervalle ouvert correspondant, a savoir

)1—9 )1—0

(x =7

1-0

(r—u=x

(resp. —

et
In(x —r) (resp. —In(r—=z)) sifd=1

admet une limite finie en 7™ (resp. en r7) si et seulement si § < 1.0
Exemple. St © est un nombre réel, les fonctions

- 6t N
33@ |.’13"®

sont respectivement intégrables en +oo et en —oo si et seulement si © > 1.
De fait, la fonction 7€ (resp. |z|~®) est positive et continue sur [1, 4+o00[ (resp.
| — 00, —1]) et une de ses primitives sur l'intervalle ouvert correspondant, a savoir

x
1-0

1-0 ( |x|1*@
resp. —
1-0

) sie#£1

et
In(xz) (resp. —In(|z|) si© =1

admet une limite finie en +oo (resp. en —oo) si et seulement si © > 1.0

Critere 3.3.3 (pratique) Une fonction f € Cy(]a,b[) est

intégrable en a™ ‘ intégrable en b~

st l'une des conditions suivantes est réalisée:



1) a appartient a R et f a une limite
finie en a™,

2) a appartient a R et il existe 0 < 1 tel
que

lim (z — a)’|f(2)|

r—a
existe et est fini,

3) on a a = —o0 et il eriste © > 1 tel
que

. e

lim [z[7 | f(2)]

existe et est fini,

4) il existe o €la,b| tel que f garde
un signe constant sur |a,a| et qu’une
primitive de f a une limite finie en a™.

Preuwve.
a’ s'établit de méme.

1) b appartient a R et f a une limite
finie en b~

2’) b appartient a R et il existe 0 < 1 tel
que

lim (b — )" | f(2)|

z—b—
existe et est fini,
3) on ab= +oo et il existe © > 1 tel

que
. e
lim || [ f(z)|

T—+00
existe et est fini,
4’) il existe B €la,b| tel que f garde un
signe constant sur |3, b et qu’une primi-
tive de f a une limite finie en b™.

Considérons le cas de l'intégrabilité en b7; le cas de I'intégrabilité en

1) Il existe alors 3 €la,b] et C' > 0 tels que la fonction mesurable f x;z. ait son
module majoré pp par la fonction intégrable C' xj3/-

27) 11 existe alors 8 €a, b et C > 0 tels que la fonction mesurable f x5, ait son
module majoré pp par la fonction intégrable C'(b — z)™% ).

3’) 11 existe alors 3 €]a, +oo[ et C' > 0 tels que la fonction mesurable f X3 oo
ait son module majoré pp par C' z=© X]8,4-o00[+

4’) est une conséquence directe du critere théorique d’intégrabilité établi au début

de ce paragraphe.y

Exemples.

a) La fonction In(1+4x) est intégrable sur |0, 1[. De fait, elle admet

un prolongement continu sur le compact [0, 1].

b) La fonction In(z) est intégrable sur |0, 1]. De fait, elle est continue sur |0, 1]

et on a lim, o+ vz In(x) = 0.

c) Sia, b € R sont tels que a < b, la fonction (z —a)~2(b—x)~Y? est intégrable
sur ]a, b[. De fait, cette fonction est continue sur |a, b[ et

12
lim (z—a)

e = a)b—2)

(b—x)1/? 1

= lim = .
a=b- \/(x—a)(b—x) Vb—a

d) La fonction In(z)/(x® + 1) est intégrable sur ]0,+oo[. Cette fonction est
continue sur |0, +oo[. De plus, d'une part, on a

lim
z—0t

2172 In(z) _
x?2+1



car toute puissance positive de x 'emporte sur In(x) en 07: elle est donc intégrable
en 0. D’autre part, on a aussi

1 2 1
lim x3/QM = lim T lim n(z) =
T—~400 2 +1 z—+too g2 4+ 1 z—+oo \/E

0

car toute puissance négative de x 'emporte sur In(x) en +oo: elle est donc aussi
intégrable en 4o00.

e) La fonction 1/(zIn*(x)) est intégrable en +oo. De fait, elle est & valeurs
positives et continue sur [2, +00] et une de ses primitives, a savoir —1/(In(z)), admet
0 comme limite en 4-o00.0

Remarque.  Si la fonction f n’est pas continue sur lintervalle ]a,b[, on ne peut
évidemment pas appliquer les résultats précédents sans courir de grands risques.
Ainsi la fonction 272 est bien siir continue et positive sur [—1,0[U]0, 1] et est par

conséquent intégrable en (—1)* et en 17. De plus, —1/z est une primitive de =2 sur

I’ensemble | — 1,0[U]0, 1[. Cependant on ne peut en conclure que
1 1
d 1
/ 7‘2: “_» = - _9 (*)
1 X 1

car 1/z n’est pas continu sur | — 1, 1[. En fait, 272 n’est intégrable ni en 0% ni en 0~. De
toute fagon, le résultat (%) est absurde car I'intégrale d’une fonction intégrable et positive
est un nombre positif.O]

Cependant il peut se faire qu’il existe des nombres réels aq, ..., ay_; en nombre
fini vérifiant @ < a1 < ... < ay_1 < b et tels que la fonction f appartienne a
Co(Ja,a1[U...Ulay_1,b[). Cela étant, si f est intégrable sur chacun de ces intervalles
la,aif, ..., Jas—1,b] (et ici on peut appliquer les criteres vus), on obtient que f xjq4
est égal pp & f Xjaai[ + -+ [ Xjay_,,5) donc est intégrable sur Ja, b|.

Exemple. La fonction In(z)/(x* — 1) est intégrable sur )0, +oc[. Cette fonc-
tion est continue sur |0, 1[U]1, +o0o[. Elle est intégrable en 0 car on a

In(x)

lim z'/? —"2 = — lim /z In(z) = 0.

z—0+ x?—1 a—0+ Vi In(z)

Elle est intégrable en 1~ et en 11 car elle admet une limite en 1 comme on le vérifie

de suite en recourant au théoreme de I’Hospital. Enfin elle est intégrable en +oo car
3/2 In(z)

lim z°/* ——~— = lim
Z—400 2 —1 z—too 72 — 1 z—+oo \/E




Remarque.  Bien str, une fonction f € Cy(]a, b]) n’est pas intégrable sur |a, b[ si elle
ne vérifie pas une propriété que son intégrabilité sur |a, b[ entrainerait. Ainsi
a) f € Co(Ja,b]) n’est pas intégrable sur |a,b| s’il existe une primitive de f sur |a,b[ qui
n’admet pas une limite finie en a* ou en b~. Par exemple, 1/(zIn(z)) n’est pas intégrable
sur |2, 4o00| car cette fonction continue sur [2, +oo[ a une de ses primitives sur |2, +00], &
savoir In(In(z)), qui n’admet pas de limite finie en +oc.

b) f n’est pas intégrable sur |a,b[ si |f| majore pp sur |a,b[ une fonction positive et non
intégrable sur |a, b[. Par exemple, f € Cy(]a, b[) n’est pas intégrable sur ]a,b| dans les cas
suivants:

i) a € Ret lim,_,,+(z —a)f(z) existe et differe de 0 (mais peut valoir co).

ii) b e R et lim, ;- (b —x)f(z) existe et differe de 0 (mais peut valoir co).

iii) a = —o0 et lim,_,_ o |z| f(x) existe et differe de 0 (mais peut valoir co).

iv) b =400 et lim,— o zf(z) existe et differe de 0 (mais peut valoir co).

~— —

On en déduit de suite que 1/sin(x) n’est pas intégrable sur |0, 7[.0

Corollaire 3.3.4 Si f est intégrable en +o0o (resp. —o0) et admet une limite
en +oo (resp. —00), cette limite est égale a 0.

Preuve.  Si cette limite est égale a ¢ € C\ {0} ou a oo, il existe 7, N > 0 tels
que

‘f($)| >r X]N,+o0] (resp. r X]—OO,—N[)

alors que cette fonction r x|y 4o (resp. r X]—oo,—N[) n’est pas intégrable.g

3.4 Calcul des intégrales sur un intervalle de R

Dans ce paragraphe, nous étudions les conséquences du Théoreme 3.2.2 vis-a-vis du
calcul des intégrales sur un intervalle de R. Rappelons son énoncé.

Théoreme 3.4.1 Si f est une fonction continue et intégrable sur lintervalle
ouvert |a,b[ de R, alors toute primitive F' de f sur |a,b| admet des limites finies en
at et en b et ,

/ f(z)dr = lim F(z)— lim+ F(x)q
a z—b~ T—a

En soi, ce résultat constitue un puissant moyen de calcul d’intégrales.

Exercice. Calculer

im V(14 1/m)...(1+m/m).



Suggestion.  On a évidemment

1 m
In({/(1+1 (1 =—>» In(1+k/m).
n(V/(1+1/m)...(1+m/m)) m; n(1+k/m)
Des lors, comme la fonction In(1 + z) est continue sur le compact [0, 1], il vient de suite

1 & !
— Y In(1+k/m)— | In(l+z)der=1In(4/e),
s J

en recourant a ’exemple qui a suivi I'interprétation de Cauchy-Riemann du calcul intégral.
11 suffit de dire que [0, 1] est un intervalle compact de R et que, pour tout m € N,

{l{(k=1)/m,k/m] : k=1,...,m}

est une partition de |0, 1] en semi-intervalles. De plus, pour tout m € Ny et tout £ < m,
k/m appartient a |(k — 1)/m, k/m]. Il vient donc

%Z (1+k/m) = (1 + 2)]yepm - mes(|(k — 1)/m, k/m])
k=1 k=1

ce qui suffit. Des lors, vu la continuité de e” sur R, la limite & calculer existe et vaut 4/e.0

m—oo \ m

1/m m
m! 1 k
In|{— =— g In{—|.
k=1
La fonction In(x) est négative, continue et intégrable sur le semi-intervalle ]0, 1], comme on

le vérifie aisément. Des lors, vu I’énoncé qui figure dans la remarque suivant 'interprétation
de Cauchy-Riemann, il vient

1 & !
— Zln <k> —>/ In(z)der = —1.
m el m 0

Dés lors, la limite & calculer existe et vaut 1/e.0

Exercice. Calculer

Suggestion.  Ici on a

Remarque.  Nous allons voir maintenant comment certaines techniques de calcul
d’une primitive de f € Cy(]a, b[) s’adaptent au calcul intégral.0



3.4.1 Intégration par parties.
Théoréme 3.4.2 (intégration par parties) Si les fonctions f et g apparti-
ennent a Cy(]a,b]) et si deux des assertions suivantes sont vérifiées:
a) fDg admet une intégrale fléchée sur |a, b,
b) gD f admet une intégrale fléchée sur |a,bl,
¢) fg admet une limite finie en at et en b~

alors la troisieme assertion est vérifiée et

—b —b

folt = ngdx+/ gD d,

ol on a posé
folo = lim f(z)g(z) — lim_f(z)g(x).

T—b— z—at

Preuve.  Bien sir, on a D(fg) = fDg+ gD f sur |a, b et les fonctions D(fg),
fDg et gD f sont continues sur |a,b[. Des lors, pour tous nombres «, [ tels que
a<a<f<b, il vient

16} B 8
F(B)9(8) — fla)gla) = / D(fg) de = / fDgde + / gD fdr.

e} «

La conclusion s’ensuit aussitot.g

Remarque.  Insistons sur le fait que ce résultat n’entraine pas que si les fonctions f,
g € C1(Ja, b]) sont telles que fDg € L'(Ja, b[) et fg|? fini, alors g D f appartient & L'(]a, b]).

Voici une conséquence théorique intéressante de ce résultat.

Théoréme 3.4.3 (Formule de Taylor dans R) Si la fonction f appartient
Cy([a,b]), alors

(b—a)P™!

F0) = @)+ G =D+ S,
+o-ap | %[Dmﬁt(b_a) .

Preuve.  Pour p = 1, la formule est une conséquence directe du théoreme rap-
pelé au début de ce paragraphe car

(b—a) - [Dflattp-ay = Dy f(a + (b —a))



est une fonction continue sur le compact [0, 1].

Cela étant, procédons par récurrence. Si la formule est vérifiée pour [ — 1 < p,
établissons qu’elle est aussi vérifiée pour [. A cet effet, il suffit de noter qu’on a
successivement

(b— G)H/O %[Dllf]a-i—t(b—a) dt

1 _
= - [ D D
0

=
(b—a)! 1—t)!

_ —.[Dl_lf]a + (b — a)l/o ((l — ) D' flati(o-a) dt

(en (%), on a remplacé

(1—t)2 (1—t)!
(T (Y

et, en (xx), on a intégré par parties).y
De la méme maniere, on établit le résultat suivant.

Théoréme 3.4.4 (formule de Taylor) Si la fonction f appartient a C,(S2),
alors, pour tous x, x + h € Q tels que le segment {x +th:t € [0,1]} soit inclus
dans §, il vient

Fla+h) = fo) = 3 i [P fl+ ..

k1=1

1 n n
+—(p_1)!z... > hiy o hiy Dy oDy fle

ki=1  kp_1=1

= = (1 -yt
+ Z...thl...hkp/o W[Dkl...kaf]xtht..
k=1  kp=1 ’

Remarques.  a) Il convient d’insister sur le fait que les formules intégrales limitées
de Taylor que nous venons d’établir sont valables pour une fonction & valeurs complexes.

b) Le dernier terme de la formule intégrale limitée de Taylor dans R est aussi égal a

b — p—1

Exercice.  Etablir que, pour tout a > 0, In(1 + a%/z?) est intégrable sur |0, +oo[ et
calculer son intégrale par parties.



Suggestion.  Cette fonction est évidemment continue sur |0, +oo[. De plus, des ap-
plications directes du théoreme de I’Hospital établissent que

lim+ Vzn(l+ad%/z?) =0 et liI_iI_l 22 In(1 4 a?/2?) = d®.
z—0 T——+00

La fonction considérée est donc intégrable sur |0, +o0].

La primitivation par parties nous améne a considérer les fonctions f(z) = z et g(z) =
In(1 + a?/22) sur ]0,+oo[. II s’agit bien sir d’éléments de C1(]0,+oo[). De plus, des
applications directes du théoreme de I’Hospital donnent

lim x-In(1 +a?/2?) = hr—? z-In(1 4 a?/z%) = 0.
T—T00

z—07F
Enfin on vérifie aisément que
24>
f(z)-[Dgl. = T2 i

est une fonction intégrable sur |0, +o0o[. Au total, il vient donc

+oo
/ In(1 + a?/2?%) dx = fg|6r°°—|-/
0 0

Remarque.  Dans 'exercice précédent, on pouvait aussi établir 'intégrabilité de la
fonction In(1 + a?/2?) sur ]0, +oo[ de la maniere suivante. Apres avoir vérifié que

“+oo 2a2
+o0
Tglo™ et /0 e

+o0o 2@2 |6i-oo

dx = 2a arctg(x/a) =an.O0

22 4 a?

ont un sens, on obtient que

——400
/ In(1 + a*/2?) dz
—0

a un sens par le théoréeme d’intégration par parties. Pour obtenir I'intégrabilité de In(1 +
a?/z?) sur ]0, +oof, il suffit alors de remarquer que cette fonction est réelle et garde un
signe constant sur |0, +o0o0[.0

3.4.2 Intégration par changement de variable

Théoréme 3.4.5 (changement de variable) Si 2'(x) est un changement de
variable régulier d’ordre p > 1 entre les intervalles ouverts I et I' de R, il vient

flx) e L(I) <= f(x(2)) Dyx(a’) € LY(I),
auquel cas il vient
b v
[ rarin= [ s Dot

si 1 s’écrit ]a,b[ et si on pose a’ = lim, .+ ' (x) et b’ = lim, ;- 2/(x).



Preuve. Cas f € Cy(I). Comme z/(z) est un changement de variable régulier
d’ordre p > 1 entre I et I', les fonctions D x(z) et [D 2'(x)]y2) sont réelles et
continues sur I’ et on a

D, x(z) - D2 (2)]p@y =1, Va' el
Vu le théoreme des valeurs intermédiaires, D_,z(2’) est donc une fonction a valeurs
strictement positives ou une fonction a valeurs strictement négatives sur I'.
La condition est nécessaire. Supposons tout d’abord qu’en outre f soit une

fonction positive sur I; f est donc une fonction positive, continue et intégrable sur
I =]a,b]. Des lors, si F' est une primitive de f sur |a,b], il vient

b
/ f(z)dx = lim F(x)— lim F(z).

T—b— z—at

De plus, f(xz(z")) - Dyx(z") est une fonction continue sur I’ qui garde un signe
constant sur I’: elle est donc intégrable sur I’ si et seulement si une de ses primitives
admet des limites finies aux extrémités de I’. Or, vu le théoréme de dérivation des
fonctions de fonction, on vérifie de suite que F'(z(z')) en est une primitive sur I’
La conclusion est alors immédiate a partir du théoreme réglant la variation des
fonctions réelles et strictement croissantes (resp. décroissantes).

Passons au cas f € Cy(Ja, b]) N L'(Ja,b]). On sait que

f=M®RNw =R+ 1Sy —i(SSf)-

présente f sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions positives, continues
et intégrables sur |a,b]. On peut donc appliquer le résultat acquis a chacune de ces
fonctions, ce qui suffit, comme on le vérifie de suite.

La condition est suffisante. De fait, f(z(2'))- D, x(2) est une fonction continue
sur I'. Si, de plus, elle est intégrable sur I’, on peut lui appliquer le résultat obtenu
dans la preuve de la nécessité de la condition et obtenir que

[f(#(2")) Dy(2")]or() D2 () = f(2)

est intégrable sur 1.
D’ou la conclusion.
Cas général. (Résultat admis n. 10)y

Exercice. Etant donné a > 0, pour toute fonction intégrable et
1) antisymétrique f sur]—a,al, on a [*, f(z)dz =0,
2) symétrique f sur ] —a,al, on a [* f(z)dx =2 [} f(z)dz.



Suggestion. 1) D’une part, f est bien str intégrable sur | — a, 0] et sur |0, af et

a 0 a
_af(:n)dx: _af(x)dx—l—/o f(z)dx

D’autre part, z(z') = —z’ est un changement de variable régulier d’ordre infini entre
| —a,0[ et ]0,al: dés lors, —f(—2') est intégrable sur ]0, a[ et

:1f@ﬁ¢r:llof(aﬂdrztéafuﬂdx

2) se traite de méme.O

D’ou la conclusion.

Exercice. Etant donné a, b € R tels que a < b, calculer

/b da
o V/(z—a)b—2)

au moyen du changement de variable x = a cos?(t) + bsin?(t).

Suggestion.  D’une part, nous avons déja vérifié que l'intégrand est une fonction
intégrable sur ]a, b[. D’autre part, la fonction réelle z(t) = a cos?(t) + bsin?(t) appartient
a C(R) et est telle que

D,z(t) = (b — a)sin(2t) sur R.

Des lors, D,z(t) est une fonction positive sur |0, 7/2[ et () est par conséquent un change-
ment de variable régulier d’ordre infini entre |a, b[ et |0, 7/2[. Au total, il vient

(b a) Sm(%) dt = 2/ﬂ/2 dt = 7.0
(1) 0

/m / V(= a)Zsi2(¢) cos?

Remarque.  Le théoreme d’intégration par changement de variable est aussi un critere
d’intégrabilité. Dans l'exercice précédent, on pouvait donc également procéder de la
maniére suivante: établir d’abord que x(t) est un changement de variable régulier d’ordre
infini entre Ja, b[ et |0, 7/2[ puis remarquer que la fonction f(x(t)) Dz (t) = 2x)0,x/2[ est
intégrable sur R. On obtient alors d’une part l'intégrabilité de f(x) sur |a,b] et d’autre
part la valeur de son intégrale.

Exercice.  FEtablir que, pour tous a, b >0, on a

+°° In(ax)
T
/0 2 dr = 5% n(ab).




Suggestion.  On vérifie de suite que I'intégrand est continu et intégrable sur |0, +00].
Pour calculer l'intégrale proposée, effectuons tout d’abord le changement de variable
linéaire x = by. On obtient de suite

oo ] 1 [ In(ab) +1
/ I;(ax)Q dr = / n(a 3—1— n(y) dy.
0 x + b b 0 Yy + 1
La fonction In(y)/(1 + y?) étant intégrable sur ]0, +oo| (nous I'avons déja établi), il
s’ensuit par linéarité que In(ab)/(1 + y?) est aussi intégrable sur |0, +-oc[ (on peut aussi le
vérifier directement). Au total, il vient

/+°° In(ax) dw_ln(ab) /+°° dy +1 /+°O In(y) dy
0 0 0

240277 b y2+1 b y2+1

La premiere intégrale du second membre se calcule aisément par variation de la prim-
itive: elle vaut (7 In(ab))/(2b). La seconde intégrale vaut 0: en effet, y = 1/t est un
changement de variable régulier d’ordre infini entre |0, +-00[ et |0, +00], qui donne aussitot

/O+°O In(y) dy /0 —In(t) -1 d— /0+°° nt) ..

y?+1 too LH1/E2 82 241"

3.5 Séries numériques absolument convergentes

Voici une caractérisation des séries numériques Y >_, ¢, absolument convergentes
pour autant que la suite |c,,| décroisse vers 0. * — Etant donné une suite ¢,
de C telle que |c,| | 0, il est en effet toujours possible de trouver une fonction
f € Co([1, +00]) telle que f(m) = ¢, pour tout m € Ny et |f(z)| | 0si z — 4o00. 1
suffit de poser

F(2) = (Jm] + ([emea] = [m]) (@ — m)) (@8 Em)+(ar8 (em1)—arg (em)) (w=m)

sur [m, m + 1] quel que soit m € Ny. « %

Critére 3.5.1 (convergence absolue de séries) Si on a N € Ny et si la
fonction f est définie et mesurable sur [N, +oo| et telle que |f(x)] | 0 sur [N, +oo],
alors la série numérique Y~ f(m) converge absolument si et seulement si f est
intégrable en +o00.



0 N N+1N+2 M—1M

T

Preuve.  Pour tout entier M’ > N, on a bien sur
f(M+ D) < [f(@)] < [f(M)], Vo e]M M +1],

donc en intégrant sur |M', M’ + 1],

M'+1
mM+m$/ (@) de < |F (M)

/

Par conséquent, pour tout entier M > N, il vient

M

Z\NWSALWWMSZVWM

m=N-+1

La condition est nécessaire. De fait, |f(x)| est une fonction mesurable, positive
pp, intégrable sur [N, M| pour tout entier M > N et la suite f]y |f(x)| dx converge
car elle est croissante et majorée par > -, | f(m)].

La condition est suffisante. De fait, > °_, [f(m)| est une série numérique a
termes positifs dont toutes les sommes partielles sont majorées par [ ;,L | f(x)| dva

Exemple. Sic € C vérifie |c| < 1, la série géométrique > >, c™ converge
absolument. De fait, la fonction |c|” appartient & Co(]0, +00[), décroit strictement
vers 0 si * — 400 et est intégrable en 400 car une de ses primitives, a savoir,
lc|” /In(|¢]) admet une limite finie en +o00.0

Exemple.  Poura > 0, la série de Riemann ) ~_, 1/m* converge absolument
si et seulement si o > 1. De fait, la fonction =% appartient a Cy (|1, +00[), décroit
strictement vers 0 si x — +00 et est intégrable en +o00 si et seulement si a > 1.0



Exercice.  Ftablir que la série

n; m 1111(m) (reSpg:; m 1;2(m)>

diverge (resp. converge).

Suggestion.  De fait, la fonction 1/(z In(x)) (resp. 1/(z In%(z))) appartient &
Coo(]1, +00[), décroit strictement vers 0 si & — 400 et n’est pas intégrable (resp. et
est intégrable) en +o0o0 comme nous I’avons vu auparavant.O]






Chapitre 4

Intégration sur une partie de R"

4.1 Reéduction d’une intégrale

4.1.1 Calcul d’une intégrale par réduction

Etant donné une partie mesurable A de R" avec n > 1 et une fonction intégrable f
sur A, le théoréme de Fubini permet de calculer [ 4 f dr au moyen d’intégrales sur
des parties mesurables de R avec n' < n et méme sur des parties mesurables de R.
Soient en effet n', n” € Ny tels que n’ +n” = n et soit

1 ... n
vV ... Up
une permutation. Pour tout x € R", posons

= (T, .my,) et 2 = (2, T,

Nous savons alors par le théoreme de Fubini que

a) f(z',2") xa(2',2") est intégrable sur R™ pour presque tout 2’/ € R,
b) [eu f(2',2") xa(z',2") da’ est intégrable sur R"",

) [y fdr = [pun ([ [(@ 2") xa(a!,2")dz’) da’.

Définitions.  Utilisons les notations introduites ci-dessus.
a) La projection de A sur R™" est 'ensemble

Ay = {x” e R™ : 32’ € R" tel que («',2") € A} .
b) Etant donné 2" € R™ | la section de A en x" est I'ensemble

Ay (2") = {x' eR” : (a/,2") € A} :



Ces définitions conduisent a 1’analyse suivante du théoreme de Fubini.

Fixons un point z{ de R™. Remarquons que xy appartient a la projection de A
sur R si et seulement si la section de A en xg n’est pas vide. De plus, la fonction
xa(@',zy) est une fonction mesurable sur R™, qui ne prend que les valeurs 0 ou 1.
C’est donc la fonction caractéristique d’une partie de R™ et on a tot fait de vérifier
qu'il s’agit de la fonction caractéristique de A,/ (zg). Des lors, il vient

f ) xale ) dd = [ plat o

Rn Az’ (.Z’g)

pour presque tout xj € R™".
Comme A,/ (x") est égal a () si et seulement si z” n’appartient pas a A,», on

obtient de suite
/ fdx :/ </ f(x' 2" d:c’) dz"
A A Ay (z')

pour tout f € L'(R™). On dit qu’on a réduit [, fdz.

Y
e

0 A;r (I(], 0)

Remarque. Sionan’ >1oun” > 1, on peut appliquer la construction précédente
a l'intégrale correspondante jusqu’a ne plus avoir que des intégrales sur des parties de R.
Ceci montre l'intérét de cette construction: on essaye de se ramener a des intégrales sur
des intervalles de R, c’est-a-dire a des intégrales que nous avons appris a calculer. Si on a
n=2et n =n" =1, la démarche est particuli¢rement claire.

4.1.2 Intégrabilité par réduction

Soit f une fonction définie pp sur une partie mesurable £ de R™ et soit A une partie
mesurable de R" telle que A C E.



Supposons la fonction f x4 mesurable et déterminons, au moyen du théoreme de
Tonelli, si elle est intégrable.
Pour cela, on doit vérifier que

a) |f(2,2")| xa(z', ") est intégrable sur R” pour presque tout z” € R*". Or, pour
zl € R fixé, cette fonction est égale pp a |f(2/, z))| XA, () (7). De plus, pour
xo & Awny | f(2',20)] Xa,@y)(2') est égal & 0. Au total, il suffit de vérifier que, pour
presque tout z” € A, |f(2,2")| est intégrable sur A,/ (z”).

b) [ou [f(2,2")] xa(2’,2") dz’ est intégrable sur R™. Vu ce qui précede, cette

fonction est égale pp a
[ i) e
A ()

et il suffit donc de vérifier que cette fonction est intégrable sur A,..

Remarque.  Dans la vérification de l'intégrabilité de f sur A C R™ au moyen du
théoreme de Tonelli, il convient de bien remarquer que les intégrales successives portent sur
des fonctions positives, ce qui permet d’appliquer un maximum de critéres d’intégrabilité.

4.2 Interprétation de l’intégrale
d’une fonction réelle

Proposition 4.2.1 (Interprétation) Soit f une fonction réelle et intégrable
sur ’ensemble mesurable A C R™. Alors les parties

Ar={(z,t) eR"™" 2 € A,0<t < fi(n)}

et
A-={(z,t) eR"™ iz €A —f (z) <t <0}

de R™ sont intégrables et on a
/ fdr =mes(A;) —mes(A_).
A

Preuve.  Prouvons que xa, et x4_ sont des fonctions intégrables sur R"*. De
fait, x4, est une fonction positive, la projection de A, sur R" est évidemment égale
a A et, pour presque tout x € A, la section de Ay en x est égale a [0, f ()], donc
est intégrable. Par conséquent, pour presque tout = € A, il vient

/ Xa,(z,t)dt = fi(z).
Ay ()



Des lors, A est une partie intégrable de R™™! car f, est intégrable sur A. De méme,
on prouve que A_ est une partie intégrable de R
D’ou la conclusion car on a évidemment

mes(A,) — mes(A_) = / (f1(@) = f_(x)) dr = / fdea

Remarque.  Le cas ou f est une fonction réelle et intégrable sur |a,b[C R est parti-

culiérement suggestif.
%A %

4.3 Exemples de réduction d’une intégrale

Y
A

Une difficulté inhérente a la réduction de l'intégrale [ 4 f dx afin d’en vérifier le sens
ou de la calculer, consiste a déterminer les ensembles A, et A,/ (z") pour presque
tout &’ € Ayn.

Une premiere méthode, appelée méthode analytique, est valable pour tout entier
n > 2. Elle consiste a déterminer A,~ et A,/(x”) a partir des inégalités qui définissent
A.

Une deuxieme méthode, appelée méthode géométrique, est valable pour n = 2 et
dans une certaine mesure pour n = 3. Elle consiste a représenter géométriquement
A et & en déduire sa projection sur R™ et ses sections en 2’/ € R™".

Nous allons illustrer ces méthodes par quelques exemples.

4.3.1 Exemples dans R?

Exemple.  Calculer la mesure de la boule { (z,y) : 2? + y* < R?*}.
Cette boule b est compacte donc intégrable.



a) Méthode géométrique. On commence par représenter la boule b dans le plan.

On choisit lordre d’intégration qui convient le mieux (dans le cas que nous
étudions, cet ordre n’a pas d’importance). On lit alors les renseignements sur le
dessin. Ici on a évidemment

by = [-R,R] et by(x) =[-VR*—a% VR — 2%, Vz€b,.

b) Méthode analytique. Déterminons tout d’abord
bx:{xGR:EIyGRtelque$2+y2SRZ}.

Comme on a y? > 0 pour tout y € R, on obtient de suite b, = [~ R, R]. Cela étant,
pour tout x € b,, il vient

by(z) ={yeR:2*+y* <R’} = [-VR? — 22, VR? — 2?].

Dans les deux cas, il vient

R VRT=2? R
mes(b):/ dx/ y = 2/ VR —22dx
-rR  J- -R

2

d
V=
sin(2¢) } /2

= 7R%

w/
= 2/ R? cos®*(¢)dy = R® [ga—i-
(%) —7/2 2

—7/2

en (%), nous avons effectué le changement de variable x = Rsin(y) régulier d’ordre
infini entre | — R, R[ et | — 7/2,7/2[.0

Remarque.  On pouvait aussi ne pas vérifier directement que b est intégrable et
I’obtenir en appliquant le théoreme de Tonelli.



Exemple.  FEtablir que ff]o’%o[x]o#oo[e*y(l”% dx dy a un sens et calculer sa
valeur.

L’intégrand e~¥(1+2%) est une fonction continue et positive sur ouvert non borné
A =)0, +00[x]0, +-00[ de R2.

Recourons au critere de Tonelli pour vérifier que 'intégrale proposée a un sens
(c’est d’ailleurs le seul critére vu jusqu’a présent que nous pouvons appliquer). On
vérifie aisément, par voie géométrique ou par voie analytique, qu’on a successivement
A, =10, 400 et Ay(x) =]0, 4+o00[ pour tout x € A,.

Cela étant, pour tout z € A,, e v(@*+1) egt une fonction intégrable sur |0, +oo
car elle est continue et positive sur cet intervalle et une de ses primitives, a savoir
—e¥0+2%) /(1 4 22) admet des limites finies en +o0 et en 07. On a méme

+o00 9
0

De plus, on vérifie de suite que 1/(1+2z?) est intégrable sur |0, +oo[ et on obtient
méme que l'intégrale proposée vaut

T dx ™
= arctg(z)|{™ = =.O
/0 T2 = e g(z)], 5

e_y(1+12)

1+ 22
0

1
1+ 22

4.3.2 Exemple dans R?

Exemple.  Calculer la mesure de { (z,y,2) : 2> + y*> + 2* < R*}.

Cette boule b est compacte donc intégrable.

a) Méthode géométrique. (Dans R3, cette méthode est valable pour les ensembles
simples.) La projection de b sur 1'axe des y est bien sur égale a [—R, R]. De plus,
pour yy € [—R, R fixé, il est clair que la section de b par le plan d’équation y = yq
est égale a { (x,2) : 2% + y3 + 2* < R*}.

z
A

<

(0,9,0)



b) Méthode analytique. On a
b, = {y:ﬂx,zGRtels que y? SRQ—xQ—ZQ}.

Comme on a z* > 0 et 2% > 0 pour tous z, z € R, il vient de suite b, = [ R, R].
Pour y, € b, fixé, on a

by (o) = { (z,2) € R :2? + 22 < R? — 2}

Des lors, b(,..)(Yo) est la boule de centre (0,0) et de rayon (R* —y2)"/? dans R? pour
tout yo €] — Ryg, Ro[ donc pour presque tout yo € [—Ro, Ro].
Cela étant, il vient

R R
mes(b) = / </ dx dz) dy = / m(R* —y*)dy = 37 R*.00
-R b(z,z)(y) -R

Remarques.  a) Il convient de noter que la difficulté de la réduction dépend bien str
de I’ensemble A considéré, mais aussi de 'ordre des variables choisi.

b) La voie la plus directe est bien souvent un mélange des méthodes géométrique et
analytique.

4.4 Permutation de 'ordre d’intégration

Bien souvent, en pratique, on est amené a calculer une intégrale déja mise sous
une forme réduite a laquelle les méthodes de calcul vues auparavant ne s’appliquent
pas. On peut alors effectuer une permutation de l'ordre d’intégration, c’est-a-dire
exprimer l'intégrale considérée sous une autre forme réduite.

Proposition 4.4.1 (intégration par parties, généralisation) Soient f et g
deuz fonctions intégrables sur lintervalle Ja,b[ de R et xo est un point de |a, b|.
St on pose

F(x):/:f(t)dt ot G(x):/x:g(x)da:

pour tout x €la, b[, alors il vient

/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(z)G(x) dx.



Preuve.  Comme f(t)g(x) est une fonction intégrable sur ]a, b[x]a, b[ et comme
F(x¢) = 0, il vient successivement

/;F(x)g@) de — — / (/ f(t) dt) g(x) dx + /b (/x F(t) dt) g(x) dx
3‘/%]“(“ (/:gwﬂf) dt+/xjf<t> (/tbgmczx) at

xz b
/ f(t) (G(a) = G(1)) dt+/ f) (G) = G(t)) dt

—~

o b
= — F(a)G(a) — (/ +/ > f(t)G(t)dt + F(b)G(b)
(en (%), on a permuté l'ordre des intégrations).y

Exercice.  Etablir que, pour tout z > 0, la fonction e™Y /y est intégrable sur |z, 400]
et que la fonction f(x) = f;oo e Y/ydy est intégrable sur|0,+oo[. Obtenir la valeur de

+00 +oo e Y
[ 5w)-
0 T Yy

Suggestion.  La fonction e™¥ /y est continue sur |0, +oo[ (donc admet une limite finie
en tout z > 0) et on a
lim 32 o’ = 0.
y—+oo”
Au total, pour tout > 0, on a e™¥/y € L!(]Jz, +o0]).

Pour obtenir I'intégrabilité de f(z) sur |0, +oo[, on peut démontrer qu'’il s’agit d’une
fonction continue sur |0, +oo[ & laquelle les criteres d’intégrabilité en 0 et © s’appliquent
mais cela est fort long. La méthode suivante est bien plus courte et plus élégante.

La fonction e™Y/y est continue et positive sur A = {(z,y): 0 <z <y}. Pour tout
y > 0, e7¥/y est intégrable par rapport & x sur ]0,y] (c’est méme une fonction étagée) et

on a
Y o=y
[§] _
/ —dx =¢Y.
o Y

De plus, e™¥ est intégrable (par rapport a y) sur ]0, 400, comme on le vérifie directement.
Des lors, par le théoréeme de Tonelli, e™Y /y est intégrable sur A. Vu le théoréeme de Fubini,
en effectuant la réduction dans I’autre ordre,

a) pour presque tout x €]0, +o00[, e7¥/y est intégrable sur |z, +o00[ (mais nous avons déja
établi),

b) [ 7Y /ydy est intégrable sur ]0, +o0],

c) l'intégrale proposée est égale a f0+°° e Ydy=1.0



Exercice. Sion a R > 0, permuter l'ordre d’intégration dans

2R V2Rz
/ dx / f(z,y) dy.
0 V2Rx—zx2

Suggestion.  a) Méthode géométrique. On a en fait réduit 'intégrale de f sur A C R?,
ou la projection de A sur l'axe des z est égale a |0,2R[ et ou, pour tout x €]0,2R], la
section de A en z est égale & |v2Rx — 22, v2Rz[. Or { (x,V2Rx — 2?) : x 6]0,2R[} est
une partie de la circonférence d’équation x? +y? — 2Rz = 0, c’est-a-dire de la circonférence
de centre (R,0) et de rayon R. De méme, { (x,V2Rz) : x €]0, 2R[} est une partie de la
parabole d’équation 2Rz = 2.

De la représentation graphique de A qui s’ensuit, on déduit directement que A, est égal
2]0,2R] et que A, (y) est égal a I'union de Jy?/(2R), R—/R? — y?[ et de |R++/R? — 42, 2R]|
siona0<y< Retal]y?/(2R),2R[sion a R <y < 2R.

Y
A

(0,91) Az(y1)

(0,92) ZaN Az (y2)

7

b) Méthode analytique. Bien sur, on peut écrire

Ay = U [V 2Rz — 22, V2Rx].

0<x<2R

0

Une étude simple des fonctions v2Rx — 22 et v/2Rx procure alors A, =[0,2R]. Détermi-
nons A, (y). En fait, y €]0,2R[ étant fixé, nous devons résoudre le systeme d’inéquations

0<x<2R
V2R — 2?2 <y < V2Rzx

par rapport a z. Or, vu la regle régissant le signe d’un trinome du second degré, I'inégalité
2?2 — 2Rz + y? > 0 a lieu pour tout z € R si R < y < 2R et pour tout = €] — oo, R —
VR? — y?[UJR++/R? — y%,+00[ 81 0 < y < R. Cela étant, d’une part, pour y €0, R[ fixé,



nous devons résoudre le systeme d’inéquations

0<z<2R

< R—+\/R2—y%2 ou x> R+ /R?— >
2

¥

2R<l‘

on trouve donc

Au(y) =]y?/(2R), R — /RZ — 2[U[R + /R? — 42,2R[ pour 0 <y < R.

D’autre part, pour y €|R, 2R| fixé, nous devons résoudre le systéme d’inéquations

0<zxz<2R

2
Y
or =

on trouve donc

A.(y) =]y*/(2R),2R| pour R <y < 2R.

Au total, I'intégrale proposée devient

R 2R
/ / :c,y)dfv+/ dy/ f(x,y)dx
y2/(2R) 0 R++/R2—y?
2R
/ dy/ f(z,y)dx.0
v?*/(2R)

Remarque.  Dans le calcul de [ 4 f dx par réduction ou par permutation de 'ordre
d’intégration, il est essentiel que f soit intégrable sur A et pas seulement que f soit
intégrable sur A, (x) pour presque tout z € A, et que [ Ay () f dy soit intégrable sur A,
(sauf si f est une fonction positive, auquel cas f est intégrable sur A, par application du
théoreme de Tonelli).

Voici un exemple probant. Sur R?\ {(0,0)}, on a évidemment

2_ .2
x°—y —x Y
f( 7y) (x2+y2)2 $$2+y2 y:r;2—i—y2
On vérifie de suite que, pour tout y €]0, 1], la fonction f(z,y) est intégrable (par rapport
a x) sur |0, 1[; on a donc

/1 2 — 9 g { —x ]1 -1
% sdr = = .
o (2% +y?)? ?+y?y 1+

Comme la fonction —1/(1 + y?) est intégrable sur ]0, 1], on obtient

1 L2 g2 L gy -
———dz | dy = — =——.
| ereme) == [ 785 2




De méme, on vérifie de suite que, pour tout x €]0, 1, f(z,y) est intégrable (par rapport
a y) sur ]0,1[; on a donc

oo

0 N 1 + 1'2 ’

/1 22 — o2 4y — y
o @y T Ty

Comme 1/(1 + 22) est intégrable sur ]0, 1[, il vient

1 L g2 g2 U gy -
Y gy)de= | =T
/0 </0 (a2 + 12)2 y) v /0 1+22 4 ()

Il n’y a pas d’erreur dans ce qui précede. Ce qui se passe, c’est que f(x,y) n’est pas
intégrable sur A =]0,1[x]0, 1] et que, par conséquent, on ne peut pas réduire [[, fdxdy.
En effet, si f est intégrable sur A, |f| 'est également et on peut réduire [[, |f| dz dy. Or,
pour tout z €]0, 1], on justifie de suite les calculs suivants:

1 T g2 2 Log2 g2
ldy= | 2=V gy [ LT g
[ sndy= [" S [ G

B y r y ! 1 1
R 0 22+ oz 14z

T

mais ce résultat n’est pas une fonction intégrable sur |0, 1].

4.5 Changement de variable

Théoréme 4.5.1 (changement de variable) Si x(z') est un changement de
variable régulier d’ordre p > 1 entre les ouverts Q2 et Q' de R™, alors on a

d(x)

flx) e LY Q) & f(z(a)) |det o)

e LY(Y)

auquel cas
= x(a e 0(z) x’
[ s@yae = [ fate) jae 5 o

(Résultat admis n. 10bis, cas R™ )

Remarque.  Sin est égal a 1, on obtient comme cas particulier le théoreme corre-
spondant du paragraphe 3.4.2. Reprenons les notations de ce résultat. Seuls les deux cas
suivants peuvent se présenter:

a) on a D_2/(z) > 0 pour tout = €]a, b|. La fonction 2/(z) est donc strictement croissante.
Par conséquent, il vient I’ =]a’, [ et

.
[ Fa@)) Du(a)] da' = | f(a(e) Dysala!) o’



b) on a D, 2'(z) < 0 pour tout = €|a,b[. La fonction z/(z) est donc strictement décrois-
sante. Par conséquent, il vient I’ =]V, d'[ et

[ #a)) IDoate] ds' = [ flate) Doata))

D’ou la conclusion.O

Donnons quelques exemples d’application de ce résultat.

4.5.1 Changement de variable linéaire

St A est une matrice réelle et non singuliere de dimension n X n et si a est un point
de R™, nous savons que x = Ax’ + a est un changement de variable régulier d’ordre
infini entre R™ et R™. Par conséquent, il vient

f(z) eLYRY) & |det(A)| f(Az' +a) € LY(R")

auquel cas

f(z) de = |det(A)] f(Ax" + a) dx'.
Rn

Rn
Il s’ensuit que, pour toute partie intégrable E de R™, l’ensemble AE + a =
{Az +a:x € E} est intégrable et

mes(AFE +a) = / XAB+a(T) dx = / XaE+a(Az + a)|det(A)] da’

n n

= |det(A)| | xg(z')dx’ = |det(A)|mes(E).

R"L
En particulier,

a) dans R", les translations préservent l'intégrabilité et la mesure des ensembles,

b) dans R™, les rotations préservent l'intégrabilité et la mesure des ensembles.

4.5.2 Passage aux coordonnées polaires dans R?

Le passage aux coordonnées polaires dans R? est donné par le changement de variable

{x:m%@

y = rsin(f)
régulier d’ordre infini entre

Q. =R?*\ {(rcos(a),rsin(a)) : r > 0} et Q =]0, +oc[x]a,a + 27,



a étant un nombre réel quelconque. Comme une demi-droite est une partie négli-
geable de R?, Q, est égal pp a R? et le théoréme de changement de variable prend
la forme spécifique suivante: on a

f(z,y) € LY(R?) <& 1 f(rcos(d),rsin(d)) € L*(]0, +oo[x]a, a + 27])
auquel cas
+o0 a+2m
/ f(z,y)dxdy = / d?“/ r f(rcos(f),rsin(0)) d.
R2 0 a
En effet, le module du jacobien est donné par

o (36| = (52 7200 )| =+

4.5.3 Passage aux coordonnées polaires dans R?

Le passage aux coordonnées polaires dans R? est donné par le changement de variable

x = rsin(f) cos(p)
y = rsin(f) sin(p)
z = rcos(f)

régulier d’ordre infini entre
Q. =R*\ { (rcos(a),rsin(a),z) : r > 0,z € R}

et
€, =10, +00[x]0, 7[x]a, a + 2],

a étant un nombre réel quelconque. Comme un demi-plan est une partie négligeable
de R3, Q, est égal pp a R3 et le théoreme de changement de variable prend la forme
spécifique suivante:

f(a,y.2) € LY(R?)

)
r2sin(0) f (r sin(6) cos(y), 7 sin(6) sin(y), r cos(#)) € L1(€2)

auquel cas

// | f@y.z)dedyds =

/O+°°dr /Owdg /aa+27rr2 sin(0) f (r sin(0) cos(y), rsin(f) sin(p), r cos(d)) dep.



4.5.4 Exemples dans R?

Exemple.  Calculer la mesure du disque {(z,y): 2® + y* < R?} en passant
aux coordonnées polaires.

Prenons, par exemple, a = 0 (c’est la position choisie le plus souvent). Le disque
est alors égal pp a

{(z,y) : 2 +y* <R’} \ {(,0) : 2 > 0}

et on voit de suite qu’en passant aux coordonnées polaires, cet ensemble devient
10, R[x]0, 27]. La mesure du disque est par conséquent égale a

R 2
/ dr/ rdf = TR
0 0

Pour justifier ces calculs, on peut soit, a priori, dire que le disque est compact donc
intégrable, soit remarquer que r est une fonction positive sur |0, R[x]0,27[, qui
vérifie les conditions du théoreme de Tonelli.O

Exemple.  Pour tous a, b > 0, calculer la mesure de l’ellipse
E={(zy):2%/a®+y*/b* < 1}.
Par le changement de variable linéaire
z\ (a0 x’
y - O b y/ ’
cette ellipse devient E' = {(2/,¢) : 2% + y*> < 1}, c’est-a-dire le disque de centre
(0,0) et de rayon 1. De la, E’ est intégrable et nous obtenons

mes(FE) = // abdr' dy' = mwab.O
$/2+y/2§1

Remarque.  On peut aussi considérer le changement de variable

{x = (r/a) cos(0)
y = (r/b) sin(0)

qui combine le changement de variable linéaire et le passage aux coordonnées polaires.O
Exemple. Sionavy>1,0<c¢ <cg et 0<Cy <Oy, calculer la mesure de

A={(v,p):c1 <pv <, Cp <7 < Co}
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pv = x
o=y
est un changement de variable régulier d’ordre infini entre 0, +-00[x]0, +o0[ et lui-

meéme, qui s’inverse en
(v = werion

p = 2/ Ny~ 1/0-1)

On vérifie d’abord que

et qui transforme A en [c1, c3] X [C1, Cy]. De plus, on a

‘det (8(p,v))‘ = |det (8(x,y))
O(z,y) IP;0) ) () o)

2 C2 dy Cy — 1
dx/ = In(Csy/CY),
/c1 o (r=ly - (C2/C1)

ce qui permet d’affirmer que A est intégrable et que sa mesure est égale a ce nombre.O

1
(v—1y

et

Théoréme 4.5.2 (Poisson) Pour tout a > 0, on a

+oo 1
/ e~ g = — Z.
0 2V a

Prewve.  On vérifie de suite que e~ est une fonction continue, positive et
intégrable sur |0, +oo[. De la, au moyen du théoreme de Tonelli, on déduit que la
fonction e %’ e~ = e~a(#*+¥*) et intégrable sur |0, 4+00[x]0, +00[. Pour calculer
son intégrale, on peut passer aux coordonnées polaires; il vient successivement

+oo 2 2 oo 2 +oo 2 2 2
(/ e d:v) :/ e " dx / e dy = // e~ @Y dg dy
0 0 0 10,400[x]0,400[

+o00 /2 —ar? Feo 1
= dr/ re v dy = (A = —E_
0 0 2 2a . 4a




D’ou la conclusion.g

4.5.5 Exemples dans R?

Exemple.  Calculer la mesure de la boule
b= {(:B,y,z) x4yt 42 < RQ}.

Passons aux coordonnées polaires en prenant a = 0 (c’est la position choisie le
plus souvent). La boule b est égale pp a

{(z,y,2) : 2>+ "+ 2 < R’} \ {(2,0,2) : 2 > 0,z € R}

et on vérifie de suite qu’en passant aux coordonnées polaires, cet ensemble se trans-
forme en ]0, R[]0, 7[x]0, 27[. La mesure de la boule est donc égale a

R T 2
/ dr/ d@/ r? sin(f) de = 37R’.
0 0 0

(Justification: b est un compact ou appliquer le théoreme de Tonelli.)O
Exemple. Poura, b, ¢ > 0, calculer la mesure de [’ellipsoide
E={(zy,2):2%/a®+y*/b* + 2°/* < 1}.

Le changement de variable linéaire

/

T a 0 0 T
y =106 0 Y
z 0 0 ¢ Z

transforme E en la boule { (z/,%/,2) : 2 + y? + 2 < 1}. 1l s’ensuit que E est

intégrable et que

mes(E) = gmabe.0

Exercice.  Calculer lintégrale

at4y?

e <2 dxdy

/{(a:,y):0<x,xg<y}

au, moyen du changement de variable

{x = peos(w)

y = p?sin(w)cos(w).



Suggestion.  Bien siir, on a z(p,w), y(p,w) € Coo(R?) mais, comme I'ensemble d’inté-
gration est inclus dans |0, +00[x]0, 4+00[, on peut se contenter de considérer ces fonctions
comme appartenant & Coo(]0, +00[x]0, 7/2]).

Comme on a z* + 32 = p* cos?(w) = 22p?, il vient p(z,y) = /2t +32/x et de y/2? =
tg(w), on tire w(x,y) = arctg(y/z?) avec p(x,y), w(x,y) € Coo(]0, +00[x]0, +oc[). On
vérifie alors directement qu’il s’agit bien d’un changement de variable régulier d’ordre
infini entre les ouverts |0, +00[x]0, +oo[ et I’ =]0, +00[x]0, 7/2].

A Touvert d’intégration { (z,y) : 0 < z,2? < y} correspond donc 'ouvert

Q= { (pw)el :0< ,ocos(cu),p2 cosQ(w) < p? sin(w) Cos(w)}
— {(p,w) eI :cos(w) < sin(w)} =10, —l—oo[x]%, g[

De plus, on a

dx,y)\ [ cos(w) —psin(w)
dp,w)) — \ 2psin(w)cos(w) p*(cos?(w) — sin?(w)
donc le module du jacobien est égal & p? cos(w).
Cela étant, 'intégrale proposée a un sens si et seulement si on a

p2e_p2003(w) € L1 (J0, +-00[x]7 /4, 7/2[).

Or la fonction p2e~*" cos(w) est intégrable et & valeurs positives sur Jm/4, 7 /2[ pour tout
p>0etona

/2
/ pre cos(w) dw = (1 — \@/Q)er*pQ.
w/4

Comme cette derniere fonction est intégrable sur |0, +oo], le théoreme de Tonelli combiné

au théoreme de changement de variable assurent un sens a l'intégrale proposé. De plus, le
théoreme de Fubini donne

714 2 2 00
/ e Y dr dy = (1 _ f)/ pQG_pZ dp
{ (z,y):0<z,x2 <y} 2 0
1 V2 ° 2 22
=_—(1-X= De " dp —
2( 2 )/0 pLe dz ) ﬁ

en recourant a l'intégrale de Poisson.O






Chapitre 5

Dérivation des intégrales
paramétriques

5.1 Théoreme fondamental

Le résultat suivant, connu sous le nom de théoreme de dérivation des intégrales
paramétriques et dont la preuve sort du cadre de ce cours, a une grande importance
dans les applications.

Théoréme 5.1.1 Si A est une partie mesurable de R™, si A est un ouvert de R!
et si les conditions suivantes sont vérifiées:

a) pour presque tout x € A, f\(x) appartient a Ci(A),
b) pour tout X € A, fr(z) appartient a L'(A),
c) pour tout compact K C A, il existe Fx € L1(A) tel que

Dy a(2)] < Fi(z) pp sur A

pour tout k € {1,...,1} et tout A € K, alors [, fr(x)dx appartient a C1(A) et on a

DAk/Af,\da::/AD)\kf)\(x)dx

pour tout k € {1,...,1}.
(Résultat admis n. 11)

Exercice.  Ftablir que, pour tous a, b >0, on a

+oo ,—ax _ ,—bx
/ S "° i =In(b/a).
0 X



Suggestion.  Fixons b > (0 et établissons d’abord que l'intégrale proposée appartient
a C1(]0,400[). De fait, on a successivement:
A =]0,4o00] est une partie mesurable de R,
A =]0, +00[ est un ouvert de R,
pour tout x > 0, fu(z) = (679 — e~b) /z appartient & Coo(A),
pour tout a > 0, f,(x) est une fonction intégrable sur A,
pour tout compact K CJ0,+4o0[, il existe ag > 0 (& savoir a9 = inf{z:z € K}, par
exemple) tel que K C [ag, +oo[, donc tel que

Dofa(z)| = e % <e ™" € L'(A), Vac€K.

Des lors, pour tout b > 0 fixé, I'intégrale proposée appartient a C;(]0, +00[) et

+o0 —ax —bx +00
e —e _ 1
D, A - e Ty = —
0 Z 0 a

Cela étant, il existe C' € R tel que
+oo ,—ax _ ,—bx
/ !d:ﬂ:—ln(a)—i-(}'
0 X

et tout revient a déterminer C'. Or, pour a = b, le premier membre est égal a 0. D’ou la
conclusion.O

Exercice.  Ftablir que, pour tout a > 0 et tout b € R, on a

+oo 1
/ e~ cos(ber) di = f )
0 2 a

Suggestion.  Fixons a > 0 et vérifions les conditions de dérivabilité de cette intégrale
par rapport a b sur R:
A =]0, +00] est une partie mesurable de R,
A =R est un ouvert de R,
pour tout = > 0, fy(x) = e~ %" cos(bx) appartient & C(R),
pour tout b € R, fi(z) est une fonction intégrable sur A,
pour tout b € R, on a

CLI2

D, f(x)] < ze”® € L'(A).

Des lors, I'intégrale proposée appartient a C;(R) et on a
+oo 5 400 5
Db/ e cos(bx)dr = / xe * sin(bx) dz.
0 0

On évalue cette dérivée en recourant a une intégration par parties: il vient

400 2 +oo 2
—/ xe * sin(br)dr = — sin(bz) D, e™ " dx
0 2a Jo
1 ooy oo
= [ sin(lm)e_‘w?} - — oot cos(bx) dx.
2a 0 2a 0



Il s’ensuit que, pour a > 0 fixé, la fonction
+o0 5
F(b) = / e " cos(bx) dx
0

appartient a C1(R) et vérifie I’équation différentielle & second membre linéaire
2aDyF(b) + bF(b) =0 sur R.

1l existe done C(a) € R tel que F(b) = C(a)e /(4. Pour déterminer C(a), on remarque
que, pour b = 0, I'intégrale proposée est l'intégrale de Poisson.O

Exercice.  FEtablir que, pour tout a € R et tout b € Ry, on a

20 In(a? + 22) s
————dr=—1 b|).
| R e = g+ )

Suggestion. 11 suffit bien sur de calculer cette intégrale pour a > 0 et b > 0.
Pour a = 0, nous en avons déja obtenu la valeur, a savoir 7 In(b) (cf. p. 42).
Fixons b > 0 et vérifions les conditions de dérivabilité de cette intégrale par rapport a
a sur |0, +ool:
A =)0, +00] est une partie mesurable de R,
A =]0, +00[ est un ouvert de R,
pour tout > 0, f,(x) = (In(a® + 22))/(2? + b?) appartient & Coo(]0, +00]),
pour tout a > 0, f,(x) est une fonction intégrable sur A,
pour tout compact K de A, il existe ag, a1 > 0 tels que K C [ag, a1], donc tels que

2(11
(a3 +2%)(a? + )

D, fa(z)] < € L'(A).

Il s’ensuit que l'intégrale proposée appartient & Cy(]0, +0o0[) et que

+oo 2 2 +oo
D, / In(@+a% / dz .
o a?tb? o (@ +a)(@+b?)

Pour a # b, il vient ensuite

D/+°°ln(a2+x2) d — 2a /+°° 11 dp— T
*Jo z2 + b2 b2 —a? 22 +a?2 22+ b? Cbla+b)

Vu la continuité de cette dérivée sur |0, +o00[, on a donc

2 In(a? + 2?) 7
D —————>dzr = Y 0 .
“/0 P BT gy e st

Par conséquent, on obtient

% In(a? + 2?) 7



et tout revient & déterminer C'(b). Cela peut se faire en appliquant le théoreme de la
convergence monotone a la suite (f; /m)meNo- Il s’agit en effet d’une suite décroissante de
fonctions réelles et intégrables sur |0, +o0o], telle que

o0 In(2? + 1/m?) T In(z?)
—————dx > d v No.
/0 22 1 b2 x—/o 22O TmE T

On en déduit que

m—00

lim %111(1 Jm+b) + C(b) = %m(b),
c’est-a-dire que C(b) = 0.0

Exercice.  Etablir que, pour tout a > 0 et tout b >0, on a

+oo
/ o (oatab/a?) g _ 1 \/? o2V,
0 2 a

Suggestion.  Pour b = 0, il s’agit de 'intégrale de Poisson.
Considérons a présent que b varie dans ]0, +oo[.
Dans ce cas, pour tout a > 0,
A =]0, +00] est une partie mesurable de R,
A =]0, +00[ est un ouvert de R,
pour tout z > 0, fy(z) = e~ (@@ +0/7*) appartient & Cao(A),
pour tout b > 0, fp(z) est une fonction intégrable sur A,
pour tout compact K C A, il existe by, by > 0 tels que K C [bg, b1], donc tels que

e—(ax2+bo/a:2) L
1Dy fo(z)| < — a2 € L'(A).

Des lors, I'intégrale proposée appartient & C1(A) et on a

+oo +oo —(ax?4b/x?
D / ef(ax2+b/932) dr = _/ M dx.
b 2
0 0 z

On évalue cette dérivée en effectuant le changement de variable v/b Jx = +/ay, régulier
d’ordre infini entre ]0, 400 et 0, +ool; il vient de suite

+oo amsz
[T g JE [ g
0 33

Il s’ensuit que, pour a > 0 fixé, la fonction
+0o0 2 2
F(b) _/ ef(ax +b/x )d.’lf
0
appartient a C1(]0,400|) et vérifie 'équation différentielle & second membre linéaire

D,F(b) = —\/EF(I)) sur ]0, +ool:



il existe donc C(a) € R tel que F(b) = C(a) e 2Vab,
On obtient ainsi

+o0
/ e (@ +0/2%) gy — C(a) e~2Vab
0

et tout revient a déterminer C'(a). Cela peut se faire en appliquant le théoreme de la
convergence majorée a la suite (f1/m)men,: il s’agit d'une suite de fonctions mesurables et

majorées par e~ € L1(]0, 4o0|) sur |0, +oo| et cette suite converge pp sur ]0, +oo| vers

e~ Ay total, il vient
C(a) e 2va/m _, ;\/?,
a

ce qui suffit.O

5.2 Cas ou ’ensemble d’intégration varie

Dans les applications, on est amené a calculer des dérivées du type

Dt ft(I) d.ﬁU,
Alt)

ou A(t) est une partie mesurable de R". Voyons comment procéder en considérant
le cas particulier out A(t) est un intervalle ouvert |a(t), b(¢)[ de R.

5.3 Cas ou ’ensemble d’intégration varie

Dans les applications, on est amené a calculer des dérivées du type

Dt ft (l’) dCC,
A(t)

ou A(t) est une partie mesurable de R". Voyons comment procéder en considérant
le cas particulier o A(t) est un intervalle ouvert ]a(t), b(t)[ de R.

5.3.1 Méthode du “gel”

La méthode du “gel” consiste, pour tout ¢ considéré, a effectuer le changement de
variable linéaire x = a(t) + (b(t) — a(t))y. L'intégrale devient alors

(b(t) — a(t)) / fula(t) + (b(t) — a(t))y) dy.

Cela étant, il suffit de vérifier si les fonctions a(t) et b(t) sont dérivables et si le
théoreme de dérivation des intégrales paramétriques s’applique.



5.3.2 Meéthode par les fonctions composées

Supposons les conditions suivantes réalisées:

(a) t varie dans U'intervalle ouvert A de R,

(b) les fonctions a(t) et b(t) appartiennent & Cy(A) et sont réelles,

(c) il existe un intervalle ouvert |A, B[ (borné ou non) de R tel qu’on ait a(t),
b(t) €]A, B| pour tout t € A et fi(z) € CO(]A B[xA),

(d) pour tous a, b €]A, BJ, la fonction f fe(x) dz est dérivable sur A et cette dérivée
considérée comme fonction de a, b et t est contlnue sur |A, B[x]A, B[xA.
Dans ce cas, pour tous a, b G]A, Bl et t € A, posons

F(a,b,t):/ fi(z) dx

Cette position a un sens vu que, pour tout t € A, f;(x) est continu et par conséquent
intégrable sur l'intervalle compact d’extrémités a et b. Des lors, F' est une fonction
définie sur |A, B[x]A, B[xA. Mais on a bien plus: en fait, ' est continiment
dérivable sur cet ouvert car on a notamment

[D F]abt :_ft( ) et [D F]abt ft()

vu le théoreme d’existence d’une primitive pour les fonctions continues.
Dans ces conditions, vu le théoreme de dérivation des fonctions composées,

b(t)
/(t) fi(z)dx = F(a(t),b(t),t)

appartient a C;(A) et on a

b(t)
D, |  fi(z)dx, = D,F(a(t),b(t),t)

a(t)
= —fi(a(t)) D,a(t) + f; D,b(t fulw) du '
(a(t)) (t) (b(t)) [ / :|(a(t) b(t),t)

Si, en outre, on a pu établir que

b b
Dt/ ft(m)da::/ D, fi(x)dz, Va,b€lA, B|,

le résultat précédent peut s’écrire
b(t) b(t)

D, o filw) de = _ft(a(t))Dta(t)+ft(b(t))Dtb(t)+/(t) D, fi(x) dx

Cette méthode peut aussi s’employer, tout en se simplifiant, si une des fonctions
a(t) ou b(t) est constante. Traitons un exemple.



Exercice. Calculer

PIn(1 + tz)
I(t) = ———=d vte |0 .
0= [ L e vee (ool

Suggestion.  Comme, pour tout t > 0, on a tot fait de vérifier que I'intégrand est
intégrable sur le compact [0, 7] quel que soit 7 > 0, on peut poser

T In(1 + tx)
J(t,T) = /0 Wdl’, vt,T S [0,+OO[
Posons © =0, +00[x]0, +-00].
Cette fonction J(t,7) appartient a C1(£2) car on a successivement:
a) pour tout t > 0, (In(1+tx))/(1+22) est continu sur [0, +oc[. De la, J(¢,7) est dérivable
par rapport a 7 sur ]0,+oo[ et on a

In(1+tr
D J(t,T):L—TQ)

T

€Cp(2), Vt>o0.

b) pour tout 7 > 0 fixé, on vérifie de suite que le théoreme de dérivation des intégrales
paramétriques s’applique a J(¢,7). Il vient donc

x

DyJ(t,7) = /0 AT a1+ tm) @

et le théoreme de la convergence majorée permet d’affirmer que cette derniere intégrale
représente une fonction continue sur €.
Cela étant, il vient

In(1 + ¢2) t x
D, I(t)=D,J(t,t) = d
(1) =DeJ (1) = =775 +/0(1+a;2)(1+m) v

Or, par réduction de la fraction rationnelle, la derniére intégrale vaut

/t —t 1 N 1 x4+t J
X
o \1+1+tx 1+t21+22

-1 ¢ t t o\ |t

= Tie In(1 + tx)|g+ e arctg(z)|, + 010 In(1 +2%)],
—In(1 +¢?) t

= tg(t).

sarm Tirevetsl®)

On obtient donc )
In(1+4¢ t
D,I(t) = n(l+1) + arctg(t).

2(1+¢2) 141t

Par conséquent, il vient

n 2
I(t) ~ / 12((11_;2)) dt + /arctg(t) D, (3 In(1 +#%)) dt ~ Jarctg(t) In(1 +¢?).



Or, par le théoreme de la convergence monotone, on voit de suite que I(¢) tend vers 0 si
t — 0T. De 13, on tire

I(t) = Larctg(t) In(1 +#%), Vvt >0.0



Chapitre 6

Intégrales remarquables

6.1 Intégrale de Poisson

Rappelons qu’au Théoreme 4.5.2, nous avons obtenu la formule suivante connue sous
le nom d’Intégrale de Poisson:

400 1
/ e_‘”2dx:—\/§, Va > 0.
0 2V a

De plus, au Paragraphe 5.1, nous en avons déduit les résultats suivants

1

+00
/ e cos(br) dz = =y | = e /09 Yo > 0,bER,
; a

2

oo 2b 2 1
/ otaibf?) g 1
0

5 e_zm, Ya > 0,b > 0.

HENE

™
a

6.2 La fonction “Gamma”: [

Remarque.  Pour tout n €]0,+00[, la fonction e Tz~ est intégrable sur ]0, +ool.
De fait, cette fonction est continue sur ]0, +00| et vérifie d'une part
e len <empnt < gl v €0, 1],
alors que la fonction ™! est intégrable en 0% si et seulement si n > 0, et d’autre part

lim z%e 2" '=0, Vn>0.0
r——+00

Définition.  La fonction “Gamma” I' est définie sur |0, +oo[ par
—+o0
[(n) = / e “a"tdx, Vn €]0,+o0l;
0

on dit aussi qu’il s’agit de la premiere intégrale eulérienne.



Cette fonction I' jouit de nombreuses propriétés fort intéressantes.

Proposition 6.2.1 Pour tout n €0, +o0[, on a I'(n) > 0.
On a notamment I'(1) =1 et T'(1/2) = /7.

Preuve.  De fait, I'intégrand est une fonction strictement positive sur |0, +o0.
De plus, il vient successivement

+o0
') = / e "dr=—e" :;oo =1
0

et, en recourant au changement de variable t = /7 en (x),
+o0 +o00 )
I1/2) = / e Tx V2 dx 5 2/ eV dt =/ma
0 * Jo

Proposition 6.2.2 La fonction T appartient d C(]0, +00|) et, pour tout k € Ny
et tout n €]0,+o00[, on a

DkF(n):/O Ooe’xxnfl(ln(x))kdx.

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme de dérivation des intégrales para-
métriques car
a) pour tout x > 0, on a e*z"" ! € Co(]0, +00[),
b) pour tout compact K de |0, 4+o00[ et tout k € Ny, on a

sup [Dy (e 2" )| = (sup x”l) e [In(z)|" .
nek nek

Or il existe a €]0, 1] et b €]1, +00] tels que K C [a,b]; il vient donc

sup 2" ! = wa_1X]o,1[ + CUb_lX[1,+oo[($)~
nekK

Pour conclure, il suffit alors de vérifier directement que la fonction

(z* ' xpo.p(z) + 575b_1X[1,+oo[($)) e " |In()|

est intégrable sur |0, +00[ .

k

Théoréme 6.2.3 (propriété fondamentale) On a
I'(n+1)=nl(n), Vne€l0,+o0l.
En particulier, pour tout entier m € Ny, il vient

(2m)!
22m m)

Fm+1)=m! et T'(m+1/2) =

N



On dit que la fonction T interpole de maniéere Cy, les valeurs de m)!

Preuve.  Cela résulte aussitot du théoreme d’intégration par parties car il vient
successivement

+o0 +o0
I'n+1) = / e “az"dr = —/ (De™®) 2" dx
0 0

+oo
= —e_%"}goo +n/0 e 2" tdr = nl'(n)y

Proposition 6.2.4 On a

lim nl'(n) =1 donc lim I'(n) = +ooq

n—0+ n—0+

Théoréme 6.2.5 (Formule de Stirling) On a

lim F(n—i—l) =1 et lim L)

_— — =1
n—-+oo eTNnM/271n n—too e~y /27 /N

donc bien str lim,_, ;o ['(n) = +00 mais aussi, par exemple, les formules suivantes:

a) lim Lin+r)

=1, V )
n—-+o00 nTP(n) ’ r=>0



|
) i S =L et

1-3---(2m —1) 1
vVm = ——.
NZS

Preuve.  Etablissons d’abord la formule de Stirling. Si nous effectuons le
changement de variable linéaire z = n + /ny dans le calcul de I'(n), il vient

c) Formule de Wallis: lim
m—-+00 2-4---(2m)

400
I'(n+1) 1 VAR In(Ly/ V) g

e~ "n"\/2mn N V2mJ

La conclusion résulte alors du théoreme de la convergence majorée:
a) pour tout y € R, on a

Y.

. _ a2
lim e Vrytn(i+y/vn) _ o—y?/2
n—-+o0, n>y?

car la fonction exponentielle est continue sur R, car

—y/v/n+In(l+y/\/n)

lim  (—vny+nln(l+y/v/n))= lim

n—-+00, n>y> n—+00, n>y> 1/n
est égal a
. —t+In(l1+1¢)
2 —_—
y” lim 2
si on pose t = y/+/n et car on a
. —t+In(1+1¢) . —t 1
lim——————=lim——— = ——
t—0 12 t—0 2¢(1 + ¢) 2

en recourant au théoreme de I'Hospital,
b) de [t/(1+¢)dt =t —In(1l+1¢), on tire de suite

t

y/vn
—\/ﬁy+nln(1+y/\/ﬁ):—n/ ——dt
0 T+¢

pour tout y € R et tout n > 0. Cela étant, il vient
y/vno oy y/vmn ¢ 2
Y
n ——dt>n —_——dt= ————
/0 1+t = /0 1+y/vn 2(1+y/+/n)

pour tout y > 0 et
y/ivn y/vn y?
n/ —dtzn/ tdt = =—
0 141 0 2



pour tout y €] — /n,0[. Cela étant, la majoration
—\/ N n in n —y? —y? n
o~ Vnytnl (1+y/f)x]7\/a+oo[(y) <eV /ZX]foo,o[(y) +eY /(2+2y/f)X]07+oo[<y)

a lieu sur R pour tout n > 1. Or cette derniere majorante est bien stir une fonction
intégrable sur R.
Cela étant,
a) résulte aussitot de
. T'n+r e " (n4 )"t/ 2r/(n+r
L Tr) e ()t

n—too n'T'(n)  n—+oo nre="n"\/2m/n

r+n
= lim <1 + Z) i e " =1.
n—-+00 n n—+r

b) est direct mais résulte aussi de

. I'(m+p+1) . (m+1)PT'(m+1)
lun —_— Y = 1Hn ::1
m—+00 F(m + l)mp m——+o00 F(m + 1)mp

¢) résulte aussitot de

lim

1-3---(2m—1)m: - T(2m + 1)y/m

m—too  2-4---(2m) m—+o0 22m'(m 4+ 1)I'(m + 1)
_ e 2™ (2m)*"Army/m 1
C mefoo  22me=2mp2m9m;m /1

Théoréeme 6.2.6 (formule de Gauss) Pour tousn >0 et m € Ny, on a

mmnf(n)f‘(n + %) T (n + m—_l) = (2m)"m= V2 /m T (mn).

m

En particulier, on a la formule de duplication de Legendre:

M+ 1/2) = YT T@2n), Vi > 0.

2277,—1

Preuve.  Posons




On vérifie directement qu’on a alors V(m,n + 1) = V(m,n) pour tous n > 0 et
m € Ny, donc V(m,n + p) = V(m,n) pour tous n > 0 et m, p € Ny. Cela étant,
V(m,n) est successivement égal a

m™ 20 (0 4 p) - T(n+p+ (m —1)/m)

lim V(m,n+p)= lim

o3 e COn(n + )
1' mm(n+p)_1/2 np F(n) oo np'i'(m_l)/mr(n)
= lim
() Pt (mn)™ T'(mn)
~ lim mmnfl/Zn(mfl)/2(F<n))m
potoo ['(mn)
PENy
m—1)/2 ,—nm, nm m/2
— lim mmnfl/Qn( e "™ (2w /n)™ _ (27r)(m71)/2
() P00 e~ (mn)mm /27 /(mn)

ce qui suffit pour conclure (en (%), on utilise la premiere formule de la propriété
précédente; en (*x), on utilise la formule de Stirling).

La formule de duplication de Legendre n’est quant a elle qu'une autre écriture
de la formule de Gauss pour m = 24

6.3 La fonction “Beta” : B

Remarque.  Pour tout (m,n) €]0,+00[x]0,+oo[, 2™ (1 — x)"~1 est une fonction
intégrable sur ]0,1[. Cela résulte aussitot des criteéres pratiques d’intégrabilité d’une fonc-
tion sur un intervalle de R.

Définition. La fonction “Beta” B est définie selon
1
B:]0,400[x]0, +o0[; (m,n)— / "1 —2)"
0

on dit aussi qu’il s’agit de la deuxieme intégrale eulérienne.
Voici quelques propriétés marquantes de cette fonction.

Proposition 6.3.1 Pour tout (m,n) €]0, +00[x]0,4+00[, on a

a) B(m,n) >0,
b) B(m,n) = B(n,m),
&) Blm,n) = ['(m)T'(n)



Preuve.  a) est trivial.
b) De fait, le changement de variable linéaire y = 1 — = donne aussitot

1 0
/ xmfl(l - l,)nfl d.ﬁL’ — _/ (1 - y)mflynfl dy
0 1

c) Comme les fonctions e #z™~! et e ¥y~ sont intégrables sur ]0,+oo[, la
fonction e Y™ 1y"~! est intégrable sur ]0,+o00[x]0, +oo[ et son intégrale vaut
I'(m)I'(n). On peut aussi évaluer cette intégrale en recourant au changement de

variable
r o= 1) {5 = a+y
y = & n = y/lx+y)

régulier d’ordre infini entre |0, +00[x]0, +o00[ et |0, +00[x]0, 1[. Tl vient

Hmﬂww=[:wﬁ%m%J%-A<1—mm*w*dw:nm+nw3m%ma

Remarque.  La formule obtenue en c¢) permet d’avoir la valeur de B(m,n) pour toutes
les valeurs entieéres et demi-entieres de m et n. Voici un autre cas ou la valeur de B(m,n)
est connue.

Théoréme 6.3.2 (formule d’Euler) Pour tout 0 €]0, 1],

+o0 x@—l T
BO,1-0)=T1(0) -T'(1 —0) = dr = .
(0 ) (0) - I ) /0 1+z v sin(67)

Preuve.  La premiere égalité résulte de la formule c¢) de la Proposition précé-
dente car on a I'(1) = 1.

Pour obtenir la deuxieme égalité, il suffit d’effectuer le changement de variable
z =1y/(1 +y) dans I'expression intégrale de B(#,1 — 0): il vient

1 —+o0 0—1 1 dy
xe_ll—x_edx:/ i )
A (1-2) . T+ Ay P A+ gP

Pour conclure, établissons la troisieme égalité. On prouve d’abord que

) +o0 xe—l +o00 x9_1
e“\e/ ———dz = / dr, VY\€|—m, 7
0 1 + e\ 0 1 +x

Comme e’ appartient & C;(R) et comme
a) on a /71 /(1 + ez) € Cy(] — m, w[) pour tout x €]0, +o0],



b) on a 2%71/(1 + ex) € L1(]0, +oo[) pour tout x €] — 7, |,
¢) pour tout compact K C| — 7, 7|,

61 0
sup |D A sup <
AEE M petx| ek 22 + 2z cos(\) + 1
est majoré sur |0, +o0o[ par
9

X

x? — 2z cos(e) + 1 € LY(J0, +oo]

si on choisit € €]0, [ tel que K C] —7m4¢,m — €|,
la fonction

o [Tt
e’ ——dx *
/0 1+ ez ()
est contintiment dérivable par rapport a A sur | — 7w, [ et de dérivée égale a

) +o00 LEH_I ) +o0 a:@
e’)‘e 29/ ——dz — ie’)‘ / ——dx
0 1 + ez)\x 0 (1 + ez)\x)Q

) 400 xG—l 400 1
— oM iﬁ/ —.dx+7j/ 2’ D,——dx ),
o 1+etr 0 1+ erx

c’est-a-dire a 0 en intégrant par parties dans la toute derniere intégrale. Cette
fonction (%) est donc constante sur | — m, 7| et 1’égalité annoncée provient de sa
valeur en 0.

Pour tout A\ €] — 7, 7|, on a donc

+ 0— + o—
oox—ldac:e_i’\@ T 1dx
o l+etr o 1+
et par conséquent

+o00 lﬂ +00 lﬂfl
sin(\) / dx = sin(\0) / dx
o x2+2xcos(N)+1 o l+=x

en égalant les parties imaginaires des deux membres de cette égalité.
Cela étant, pour conclure, il suffit de prouver que

+o0 Phd
lim sin(\) / 5 dx = .
Aot o x2+2xcos(\)+1

Or, pour tout A €]0, 7|,

+oo 0 +o0 ; 0
sin(\) / 5 < dx = / sin() @ —— dx
o 22+ 2xcos(A)+1 o (z+cos(N))?+sin”(N)



est égal a

/C T (ysin()) — cos())—2

otg(\) 1+y?

en recourant au changement de variable linéaire x = y sin(A) — cos(\). 1l suffit alors
d’appliquer le théoreme de la convergence majorée car on a

lysin(A) — cos(\)|” < (Jy| + 1) sur R
et car la fonction (|y| + 1)?/(1 4+ y?) est intégrable sur R,y
Proposition 6.3.3 Pour tout m €0, +oc], on a
B(m,m) = 27" B(m,1/2).
Preuve.  De fait, on a successivement

Blm.m) = Lem)D(m) __ Dm)Tm)va _ Tm)0(1/2), 5
’ C@2m) — T(m)T(m+1/2)2"1 " T(m+1/2) 1

6.4 Autres intégrales eulériennes
L’évaluation de nombreuses intégrales se ramene aux fonctions I' et B.

Proposition 6.4.1 a) Pour tous m >0, n> —1 eta > 0,

+0o0
/ e—axmxn dr = lr (1 + n) a—(n-ﬁ-l)/m'
0 m m

b) Pour tousm > —1,n>—1,p>0 et a>0,

c) Pour tous m > —1 et n > —1,
b
/ (x—a)™(b—z)"dx = (b—a)™™" " B(m+1,n+1).

d) Pour tousm > —1,n> —1 et c & [a, ],

/b (x —a)™(b—x)" dp — (b — a)mtntt

Bm+1,n+1).
|I _C|m+n+2 |a_c|n+1 |b_c|m+1 ( )




e) Pour tousm >—1,p>0,n>(m+1)/p,a>0etb>0,

too gm it /p=n m+1 m+1
——dx = - B n——-—.
o (azP+0)" alm+1)/pp p p

f) Pour tous m > —1 et n > —1,

w/2 . n(8) dd 1
/0 sin™(0) cos™(0) d _EB (T’ 5

g) Pour tousm > —1,n>—1,a>0 et b>0,

/2 cos™ () sin"(6) 40 — B((m+1)/2,(n+1)/2)
o (acos?() + bsin?(g))m+n+2)/2 7" 9g(m+1)/2 p(n+1)/2

Preuve.  Pour s’en assurer, il suffit d’effectuer le changement de variable:

r=a+ (b—a)y,
a(b—c)+cla— by

R 5
b

¢) azx? + b =Y

£) sin2(9) = y.



Chapitre 7

Introduction a la formule de
Stokes

7.1 Chemins et courbes dans R"

Définitions. Un chemin dans R™ est la donnée
a) d'un intervalle compact [a, b] de R,
b) de n fonctions vy, ..., v, réelles et continues sur [a,b], ¢’est-a-dire d’une appli-
cation continue 7: [a, b] — R™.
Ce chemin est noté (v, [a,b]) ou méme, plus simplement, 7 si aucune confusion sur
[a, b] n’est possible. Il est C; si chacune des fonctions 7y, ..., 7, qui définissent -y
appartient a Cy([a, b]).

L’origine du chemin (v, [a,b]) est le point v(a) et son extrémité, le point v(b).
Un lacet est un chemin fermé, c’est-a-dire un chemin dont l'origine est égale a
I'extrémité.

Exemple. Etant donné deux points a, b de R"™, le segment joignant a a b est
le chemin (v, [0, 1]) dans R™ défini par

v(t)=a+tb—a), Vtel0,1].0

Exemple. Le lacet circonférence unité est le lacet (7, [0,27]) dans R? défini

par
v(t) = (cos(t),sin(t)), Vt e [0,2r].0

Définitions.  Une courbe (resp. une boucle) dans R"™ est une partie I' de
R™ pour laquelle il existe un chemin (resp. un lacet) (v,[a,b]) dans R™ tel que
I' = y([a, b]). L’équation

x =~(t) pour t€ [a,b]



porte alors le nom de représentation paramétrique de I'. On dit aussi que I' est
déterminé par (v, |a, b]).

Remarques.  a) Il est clair que toute boucle est une courbe. 1l est un peu moins évident
que toute courbe est une boucle: il suffit de considérer les représentations paramétriques
“r =(t) pour t € [a,b]” et “z =y(a+sin(t)(b—a)) pour ¢t € [0,7]. La distinction entre
courbe et boucle ne présente donc a priori aucun intérét.

b) On vérifie de suite que toute courbe est compacte.

c¢) Les notions de “chemin = application ...” et de “courbe = ensemble ...” sont
essentiellement différentes. Cette distinction est particulierement mise en évidence par
la propriété suivante: toute courbe admet une représentation paramétrique sur n’importe
quel intervalle compact de R. De fait, si (7, [a,b]) est un chemin dans R" et si [c,d] est
un intervalle compact de R, on a tot fait de vérifier que, pour tout f € Co([c,d]) tel que
f(e,d]) = [a,b], (v(f),[c,d]) convient. Un exemple de telle fonction f est donné par
ft)=a+=<(b—a).0

9

Exemple. Quels que soient les points a, b de R", le segment d’extrémités a, b
ab={a+tb—a):tc01]}

est une courbe dans R". Plus généralement, étant donné un nombre fini de points
ag, ai, ..., ay de R on vérifie de suite que la réunion des segments agay, ...,
a;_1ay est une courbe dans R", appelée courbe polygonale associée aux points ag,
ai, ..., ay. Il est noté ag...a, .0

Exemple. La circonférence unité dans R?
{(z,y) e R? : 2® + y* =1} = {(cos(t),sin(?)) : t € [0,27]}
est une boucle dans R2.0

Exercice. Pour toute fonction f continue et réelle sur l'intervalle compact [a, b] de
R, 'ensemble { z, f(x) : x € [a,b]} est une courbe dans R2.0

Exercice.  Pour tout a € R", {a} est une courbe dans R".0

7.2 Longueur d’un chemin rectifiable

Définitions.  Un découpage de l'intervalle compact [a,b] de R est la donnée
de nombres réels ag, aq, ..., ay en nombre fini et tels que

a=ay<a; <...<ay=b.



Il est noté [ag, ..., ay].
Il est subordonné a r > 0 sion aa; —aj_; < r pourtout j =1,..., J. Il est
moins fin que le découpage [bo, ..., bk| de [a,b] si

{ag,al,...,aJ} C {bo,bl,...,b[(},

auquel cas on dit aussi que le découpage [by, . ..,bx] est plus fin que le découpage
[ao,...,CLJ].

Définitions.  Le chemin (v, [a,b]) dans R™ est rectifiable si 'ensemble

{Z”Y(%’) —v(aj-1)| : lao, ..., aj] € D}7

ou D est I’ensemble des découpages de [a, b], est borné, auquel cas sa borne supérieure
est appelée longueur de y et est bien souvent notée L.

Le résultat suivant est fort utile.

Lemme 7.2.1 Soient (7, [a,b]) un chemin dans R™ et [aq, ..., a;] un découpage
de [a,b]. Sile découpage |by,...,bk]| de |a,b] est plus fin que |ag,...,az], il vient
J K
> vlay) = (a-) < Iy(be) = y(br1)]-
j=1 k=1

Preuve.  Cela résulte aussitot de I'inégalité de Minkowski.y

Proposition 7.2.2 Soient (v, [a,b]) un chemin dans R™ et [ag,...,a;] un dé-
coupage de [a,b]. Alors le chemin v est rectifiable si et seulement si chacun des
chemins (Y9 = |0, 1.a,), [aj-1,a;]) Uest, auquel cas on a L., = E‘j]:l L.

Preuve.  La condition est nécessaire. En mettant ensemble des découpages des
intervalles compacts [a;_1,a;] pour j = 1, ..., J, on détermine un découpage de
[a,b]. Cela assure la rectifiabilité de chacun des chemins v) ainsi que I'inégalité

J
Zj:l LW’) < L,.

La condition est suffisante. Cela résulte aussitot du lemme précédent et du fait
que tout découpage de [a, b] est moins fin qu’'un certain découpage de [a, b] contenant
les points ay, ..., aj_;. Ceci assure en outre 'inégalité L., < Z}]=1 L.y

D’ou la conclusion.g



Définition. En particulier, si (v, [a,b]) est un chemin rectifiable dans R™,
alors, pour tout ¢ €]a,b], (V|a,4, [a,t]) est un chemin rectifiable dans R™ dont nous
notons L. (t) la longueur. De plus, nous posons L, (a) = 0. De la sorte, nous venons
de définir une fonction L. (-) sur [a,b], qui a de nombreuses propriétés.

Théoréme 7.2.3 Si (v, |a,b]) est un chemin rectifiable dans R", la fonction
L,(-): [a,b] — R est a valeurs dans [0, L], croissante et continue.

De plus, elle est strictement croissante si et seulement si v n’est constant sur
aucun intervalle inclus dans [a,b].

Preuve.  Seule la continuité n’est pas immédiate.

Etablissons par exemple que L,(-) est continu a gauche en tout point ty €]a, b|;
comme on établit de méme que L. (-) est continu a droite en tout point ¢y de [a,b]
(le cas tyg = a demande une attention spéciale), on conclut aussitot.

Fixons ¢ > 0. D’une part, comme (7|40, [@,?o]) est un chemin rectifiable, il
existe un découpage [ro, ...,rs] de [a,to] tel que

L7<t0) -

DO | ™

< Z [v(rs) — (1)l

D’autre part, vu la continuité de v sur [a, b, il existe un point s; dans |r;_q,to[ tel
que |y(to) — v(ss)| < e/2. Dans ces conditions,

[So = 70,81 =T1,...,87-1 = TJ_1,57,Sj+1 = Lo

est un découpage de [a, to] plus fin que [ro, ..., 7] et il vient

L’Y(to) -

YRS

J

15 g £

<> (sy) = y(si—n)| + 3 < Ly(ss) + 3 < L,(to) + 3
j=1

donc |L,(ty) — L,(s)| < e pour tout s € [sy, o], vu la croissance de L.(-) .4

Théoreme 7.2.4 Si (v, [a,b]) est un chemin dans R™ tel que chacune des fonc-
tions vy, ..., Yn définissant v soit continument dérivable et a dérivée intégrable sur
la,b[, alors ~y est rectifiable et de longueur donnée par

L= [ Dro)ar ()



Preuve.  Etablissons d’abord ce résultat dans le cas ou 7 est un chemin C;.
D’une part, vy est rectifiable car, pour tout découpage [ao, . .., a;] de [a, b], le théore-
me des accroissements finis donne I'existence pour tout j =1, ..., J de points a; 1,
ooy Qg €laj_q, a4 tels que

n

V(ag) = v(aj)| = (a5 — aj-1), | > (Delajn)?

k=1

Comme les fonctions Dy, sont continues, donc bornées sur le compact [a, b], on con-
clut aussitot. D’autre part, prouvons que la longueur de v est donnée par la formule
(). Comme 7y est rectifiable, il existe une suite [aém), o ,a%?ﬁb)] de découpages de

[a, b] tels que

— L

= (m) (m)
> ™) = @] - L,
j=1

si m — o00. Vu le lemme 7.2.1, nous pouvons bien siir supposer que la suite

Em =  SUD ‘ag»m) —a

j=1,.00,J (m)

(m)
i—1

converge vers 0. Cela étant (avec des notations claires par elles-mémes, déterminées
comme dans la premieére partie de cette preuve), les fonctions

J(m) n

2
fn = Z Z (D%(aﬁfi))) Xj(m) q(m)

—1
j=1 \ k=1 Y

a) sont mesurables,

b) constituent une suite de fonctions qui converge pp sur R vers |Dv| x4,

c) ont leur module majoré pp sur R par une fonction intégrable fixe du type C'x(q,4-
Des lors, vu le théoreme de la convergence majorée, la suite

b
S S D)2 (@ - afm) = / fult) dt

j=1 \ k=1

converge vers fab |Dv(t)| dt. D’ou la conclusion.
Passons au cas général. Etablissons d’abord que 7 est rectifiable. Vu la continuité
de 7, il existe n > 0 tel que

[v(a") = ~(a)| + [y(b) — (V)] <1



pour tous o', V' € [a,b] tels que @/ —a < net b—V < n Cela étant, soit
lag, . ..,a;] un découpage de [a,b]. Quitte a le remplacer par un découpage plus
fin [bo, ..., bk] tel que by — by < n et bx — b1 < 7, ce qui ne ferait qu’augmenter
ijl |v(a;) —7v(a;j—1)|, nous pouvons supposer avoir

3" br(e) = 2la )l £ 1+ Y blag) a5l

La conclusion s’ensuit aussitot car on a

J—1 aj_1 b
> hiw) - 2lal< [ D@l [ D) d

vu la premiere partie de cette preuve. Cela étant, prouvons que L. est donné par la
formule (x). Pour tous a < a’ < b’ < b, vu ce qui précede, nous avons

b/
Ly = | D20 e

La conclusion résulte alors aussitot du théoreme précédent et de l'intégrabilité de
|D~| sur [a, b]a

Interprétation. La longueur d’un chemin (7, [a,b]) dans R™ tel que chacune des
fonctions 71, ..., v, définissant v soit contintiment dérivable et a dérivée intégrable sur
la,b[ a une interprétation trés pragmatique:

a) on choisit une suite numérique réelle strictement positive d,, qui converge vers 0,

b) pour tout m € Ny, on choisit un découpage [a(()m), . ,af,r?rl)] de [a, b] subordonné & d,y,.

Cela étant, la longueur L, de ce chemin est égale a la limite de la suite

(™) = (@™




Preuve.  Pour tout € > 0, il existe n €]0, (b — a)/4][ tel que

a+n b
[ renars [ o<,
a b

-n

DO | ™

Pour m suffisamment grand, on a d,, < n; il existe donc jo(m) et j;(m) tels que

(m)
Jo(m)

a<a jom)+1 = G (m)—1

<a+n<a

Tout comme dans la démonstration précédente, on établit que

Ji(m) b—n
> @) - a@h] = [ ) ae

j=jo(m)+1 +n

La conclusion est alors immédiate car, pour m suffisamment grand, il vient succes-
sivement

b b—n e
Ly—e= [ Dr@ldi-c< [ D] de-

+n

Ji(m)
< Y ™) =] < Ly
J=jo(m)+1

Exemple.  Pour tout couple de points a,b de R", le segment joignant a a b est
rectifiable et de longueur égale a la distance |b — a| entre ces points.0

Exemple. Le lacet circonférence unité est rectifiable et de longueur égale a
2.

Plus généralement, [’arc de circonférence de rayon R et de centre (a,b) compris
entre les angles polaires wy et wy avec wy < w; — a savoir (7, [wo,w1]) ot v est défini
par y(t) = (a + Rcos(t),b+ Rsin(t)) pour tout ¢t € [wy,w;] — est rectifiable et de
longueur égale d (wy — wp)R.O

Exercice. Calculer la longueur de l’arcade de sinusoide de représentation paramé-
trique (z,y) = (t,sin(t)) pour t € [0,27]. On vérifie de suite que le théoreme précédent
s’applique: cette arcade est un chemin rectifiable et sa longueur est égale a

2w
Le = V' 1+ cos?(z) du.
0

(Il s’agit d’une intégrale elliptique qu’on ne sait pas calculer par les méthodes que nous
avons mises au point.)O



La propriété suivante d’invariance de la longueur d’un chemin rectifiable est
importante. C’est elle qui va nous permettre d’introduire au paragraphe suivant la
notion de longueur d’une courbe.

Proposition 7.2.5 Si (71, [a1,b1]) et (72, [ag, ba]) sont deuz chemins dans R™ et
s’il existe une fonction f € Co([az, ba]) strictement monotone et telle que f([az, bs]) =
la1,b1] et vo = 1 (f), alors les chemins v, et v, sont simultanément rectifiables,
auquel cas ils ont méme longueur.

Preuve.  Vu le théoreme de la fonction inverse, il suffit de prouver que, si v,
est rectifiable, alors -, est aussi rectifiable et tel que L,, < L,,. Si, par exem-
ple, f est strictement croissant, alors, pour tout découpage [co,...,cs] de [aq, by,
[f(co), ..., f(cy)] est un découpage de [ay, b;] et on a

>~ heles) = (i)l = D b)) = ()l < Lo,

ce qui suffit.g

7.3 Courbes simple et de Jordan dans R"

Définition. Une courbe I' dans R"™ est simple s’il existe un chemin injectif
(7, [a, b)) tel que I' = y([a, b]). L’équation

x =~(t) pour tE€ [a,]
porte alors le nom de représentation paramétrique simple de T'.

Lemme 7.3.1 Soit © = ~(t) pour t € [a,b] une représentation paramétrique
simple de la courbe simple I dans R"™.

a) Pour toute représentation paramétrique simple x = ¢(s) pour s € [¢,d] de T,
il existe une fonction f € Cy([c,d]) strictement monotone et telle que f([c,d]) = [a, ]
et o =7(f).

b) Pour tout intervalle compact [c,d] de R et tout f € Co([c,d]) strictement
monotone et tel que f([c,d]) = [a,b], le chemin (¢ =~(f),[c,d]) donne aussi lieu a
une représentation paramétrique simple de T".

Preuve.  a) Il suffit de définir f(s) pour s € [¢, d] comme étant le point unique
t € [a,b] tel que ¢(s) = v(t). Bien sir, f est alors une fonction définie sur [c, d]
et telle que f([c,d]) = [a,b]. La continuité de f s’établit par I'absurde. Si f n’est
pas continu, il existe une suite (8,,)men, dans [c, d] convergeant vers sg et € > 0 tels



que |f(sm) — f(so)| > € pour tout m € Ny. De la suite (f(sm))men, dans [a,b], on
peut extraire une sous-suite (f(Sk(m)))men, qui converge vers un point ¢y, du compact
[a, b], qui ne peut étre que f(sg) car on doit avoir

Y(to) = Him y(f (sk(m))) = lim @(Sk(my) = ¢(50)-

D’ott une contradiction. Cela étant, la stricte monotonie de f s’établit directement
en recourant au théoreme des valeurs intermédiaires.
b) est trivial.y

Théoréme 7.3.2 Soit x = ~(t) pour t € [a,b] une représentation paramétrique
simple de la courbe simple I' dans R™. Si le chemin (v, [a,b]) est rectifiable, alors,
pour toute représentation paramétrique simple v = p(s) pour s € [c,d] de T, le
chemin (¢, [c,d]) est rectifiable et tel que L, = Ly,.

Preuve.  Cela résulte aussitot de la partie a) du lemme précédent et de la
derniere proposition du paragraphe précédent .y

Définition.  Une courbe simple I' dans R" est rectifiable si elle admet une
représentation paramétrique simple z = 7(t) pour ¢t € [a,b] telle que le chemin
(7, [a, b]) soit rectifiable. Dans ce cas, la longueur de I', notée Lr, est la longueur
commune de tous les chemins (¢, [c,d]) tels que x = ¢(s) pour s € [c,d] soit une
représentation paramétrique simple de I'.

Définition.  Une courbe I' dans R" est de Jordan s'il existe un lacet (v, [a, b])
tel que I' = 7([a,b]) et y(t) # (') pour tous t, t' €la,b] distincts. L’équation
x = ~y(t) pour t € [a,b] porte alors le nom de représentation paramétrique de Jordan

deT.

Théoréme 7.3.3 Soit x = ~(t) pour t € [a,b] une représentation paramétrique
de Jordan de la courbe de Jordan I' dans R™. Si le lacet (v,[a,b]) est rectifiable,
alors, pour toute représentation paramétrique de Jordan x = ¢(s) pour s € [c,d] de
', le lacet (@, [c,d]) est rectifiable et tel que L, = L.

Preuve.  Etablissons d’abord ce résultat dans le cas ot y(a) = ¢(c). Définissons
une fonction f sur |e, d[ de la maniere suivante: pour tout s €|c, d[, f(s) est le point
unique ¢ €la, b| tel que ¢(s) = y(t). On vérifie comme dans la preuve du théoreme
précédent que f est une fonction continue et strictement monotone sur |c, d| telle
que f(Je,d]) =]a,b[. Sion prolonge f sur [c,d] par

Fle) = Tim f(s) et f(d) = lm f(s),

s—ct



on obtient une fonction f continue et strictement monotone sur |ec,d[ vérifiant
f([e,d]) = [a,b] et telle que ¢(s) = v(f(s)) pour tout s € [¢,d]. La conclusion
s’ensuit directement.

Sion a y(a) # ¢(c), il existe un point ¢y €|a, b[ unique tel que (o) = ¢(c). On
définit alors une application 1) : [rg, 79 + b — a] — R™ par

(1), vVt € [ro, b],
?/)(t):{f;(t_b_Fa), Vt € [b,ro+b—al.

On vérifie de suite que x = ¥(r) pour r € [rg,79 + b — a] est une représentation
paramétrique de Jordan de I' telle que 9(ry) = ¢(c) donc telle que Ly, = L,. La
conclusion est alors directe car on vérifie de suite que Lq.ro) = Lu|pro+b—a] B

Définitions.  Une courbe de Jordan I' dans R" est rectifiable si elle admet
une représentation paramétrique de Jordan x = () pour t € [a, b] telle que le lacet
(7, [a, b]) soit rectifiable.

Dans ce cas, la longueur de ', notée Ly, est la longueur commune de tous les
lacets (¢, [c, d]) tels que = = ¢(s) pour s € [c, d] soit une représentation paramétrique

de Jordan de I.

Théoréme 7.3.4 La longueur d’une courbe simple (resp. de Jordan) rectifiable
est indépendante du choiz du systeme d’axes des coordonnées.y

Exemple.  Pour tout couple (a,b) de points distincts de R™, le segment d’ex-
trémités a, b est une courbe simple rectifiable dont la longueur est égale a |b — a|.O

Exemple. Dans R?, une circonférence de rayon R > 0 est une courbe de
Jordan rectifiable dont la longueur est égale a 2mR.O

Exercice. Vérifier que la longueur d’une arcade de cycloide construite au moyen
d’une circonférence de rayon R > 0 est égale a 8R.

1.5}

0.5}




Suggestion.  Comme la longueur d’une courbe dans R™ est invariante par rapport au
choix du systeme d’axes cartésiens, nous pouvons adopter le chemin

((R(w — sin(w)), R(1 — cos(w))),w € [0, 27]),

pour déterminer cette arcade I'. Comme la fonction R(w—sin(w)) est strictement croissante
sur R, I' est une courbe simple. Comme les fonctions R(w — sin(w)) et R(1 — cos(w))
appartiennent a C;(R) et que leurs dérivées R(1 — cos(w)) et Rsin(w) sont intégrables sur
[0, 27], la courbe I' est rectifiable et telle que

2w
L,= 2R/ sin(w/2) dw = 8R.O
0

Cas particuliers.

1) Représentation paramétrique cartésienne dans R%. Si y(x) est une fonction
réelle et continue sur l'intervalle compact [a,b] de R, continiment dérivable et a
dérivée intégrable sur ]a,b[, alors I' = { (z,y(z)) : = € [a,b]} est une courbe simple
rectifiable dans R? dont la longueur est égale &

b
LF:/ T+ (Dy) dz.0

Iy

XN\ .

a T b -

\

2) Représentation paramétrique polaire. Si p(w) est une fonction continue sur
I'intervalle compact [a,b] de R, continiment dérivable et a dérivée intégrable sur
la,b[, si p est a valeurs strictement positives et si on a b — a < 2, alors

['={(p(w) cos(w), p(w) sin(w)) : w € [a, b]}

est une courbe simple rectifiable dans R? dont la longueur est égale a

b
Lr = / vV p?+ (Dp)? dw.O



7.4 Intégrale d’une fonction sur un chemin recti-
fiable

Définitions.  Soit [a,b] un intervalle compact de R. Un découpage a la Rie-
mann de [a,b] est la donnée

a) d’'un découpage [ao, .. .,ay| de [a,b],
b) pour tout j € {1,...,J}, d'un point ; € [a;_1,a;].
Il est noté

{lao, ... asl],(rj)j<s}-

Une suite fondamentale de découpages a la Riemann de [a,b] est une suite de

découpages a la Riemann {[aém), . ,a%?z)], (Tj(m))jg J(m)} tels que
sup ‘agm) — ayﬂ‘ =&y — 0.
1<5<J(m)

Théoréme 7.4.1 Soit (v, [a,b]) un chemin rectifiable dans R™.
Pour tout f € Co(y([a,b])) et toute suite fondamentale

{[aém), . ’agm%)}7 (rj(»m))ng(m)}

de découpages a la Riemann de [a,b] telle que

J(m)
> ™) =™ - Ly,
j=1
la suite
B (m) (m) (m)
> 7GE™) al™) = (@)
j=1

converge et sa limite ne dépend pas de la suite de découpages choisie.

Cette limite est appelée intégrale de f sur v et est notée fv fds.

St en outre, les fonctions vy, ..., v, définissant v sont continiment dérivables
et a dérivée intégrable sur |a,b|, alors on a

b
/ fds = / S () [Dy(1)] d.



Preuve.  Posons

£l = sup [f((®))]
te[a,b]
La premiere partie résulte aussitot des considérations suivantes. Fixons € > 0.
Comme la fonction f(7) est uniformément continue sur le compact [a,b], il existe
n > 0 tel que

x,y € [a,b] } €
- _ <
r — y| < 21 [f(v(@)) = F(r ()] < 3L, + 1)
Cela étant, si {[ao, . ..,as], (1;)j<s} et {[bo,- .., bk, (sk)k<k } sont des découpages a

la Riemann subordonnés a n de [a, b tels que

€

J
;h(aj) —(aj-1) Z\’Y (bk) = y(bk-1)| = Ly — ST+

il vient successivement

J K

Y FOr)) nag) = Aag-)l =D f(v(se)) (b)) = (b))

j=1 k=1

< SOOI | le) = ag) = Ly,

B

J K
+ Z Z |f(v(r3)) = f(v(s))] Ly 10510 1.bp]
=1 k=1
]K
+ S 1 I B) = )l = Loy,
k=1
S 3 £
= “fH ) S(HfH n 1) + 3([/7_’_ 1) 'L'y+ Hf” ) 3(HfH + 1) <e€

(en (*), on pose L., = 0si I et J sont des intervalles compacts inclus dans [a, b]
dont I'intersection est soit vide, soit réduite a un point).
Passons a la deuxieme partie de I’énoncé. De la définition méme de f,y fds, on

tire de suite la majoration ’fv fds‘ < ||f]| - L. On en déduit immédiatement que

la fonction fvl[ : f ds est continue sur [a, b]. Cela étant, il suffit bien str d’établir la

formule annoncée sous 'hypothese supplémentaire que le chemin v soit C;. 1l s’agit
la d’une application du théoreme de Lebesgue analogue a celle utilisée pour établir
la propriété correspondante de L. .y



Proposition 7.4.2 Soient (y1, [a1,b1]) et (72, [ag, ba]) deux chemins rectifiables
dans R™. S’il existe une fonction g appartenant a Co([az, ba]), strictement monotone
et telle que g([az, bo]) = [a1,b1] et vo = 11(g), alors il vient

Al fds= /72 fds, VfeColvi([ai,bi]))a

Extension. Rien ne s’oppose plus maintenant a l'introduction de 1’intégrale d’une
fonction f continue sur une courbe simple (resp. de Jordan) rectifiable T' dans R™
comme étant f7 fdsouxz=~(t) pour t € [a,b] est une représentation paramétrique
simple (resp. de Jordan) et rectifiable de I' puisque ce nombre ne dépend pas de la
représentation paramétrique choisie. On la note [ f ds.

7.5 Intégrales curvilignes

Théoréme 7.5.1 Soit (v, [a,b]) un chemin rectifiable dans R™.
Pour toute application continue f: v([a,b]) — R"™ et toute suite fondamen-

tale {[aém), . ,a%;)], (T](-m))ng(m)} de découpages a la Riemann de |a,b] telle que
Zjinf) 'y(aﬁ-m)) - ’Y(ayiq)’ — L, la suite

J(m)

> (FOEm) @) = (@)

j=1

converge et sa limite ne dépend pas de la suite de découpages choisie.
Cette limite est appelée intégrale de f le long de 7 et est notée

L(f,d:c) ou /Wifkdx’“

k=1

Si, en outre, les fonctions vy, ..., Y, définissant v sont continiment dérivables
et a dérivée intégrable sur |a,b|, alors il vient

n b
[tdn =3 [ siate) Do e

Preuve.  La premiere partie résulte aussitot des considérations suivantes. Fi-
xons £ > 0. Comme f(7) est une application uniformément continue sur le compact
la, b], il existe n > 0 tel que

€
L,+1

(z,y € la,b], v —yl <n) = [f(v(x)) = F(y())] <



Cela étant, si {[ao,...,as], (rj)j<s} et {[bo,...,br], (s1)i<r} sont des découpages a
la Riemann de [a, b] subordonnés a n/2, alors, pour tout k& < n, il vient

ka )((ag) — yi(a;-1) ka ) (e (br) = Yi(bi-1))

i

m:l

T 1v(em) =v(em)l < e

si [co, ..., cu) est le découpage de [a,b] obtenu en considérant les points a, ..., as
et bo, ceey bL-
Comme on a évidemment

L (f, dx)

pour établir la deuxieme partie, il suffit bien sur d’établir la formule annoncée sous
I’hypothese supplémentaire que le chemin v soit C;. Il s’agit la d’une application,
devenue maintenant classique, du théoreme de la convergence majorée.y

< sup |f(y(1))] - Ly,

t€la,b]

La formule utilisée dans la preuve précédente mérite d’étre mise en évidence.

Proposition 7.5.2 Si (v, [a,b]) est un chemin rectifiable dans R™ et si f est une
application continue de y([a,b]) dans R™, alors on a

/7 (f,do)| <

Proposition 7.5.3 (invariance) a) Si (v, [a,b]) et (p, [¢,d]) sont deux chemins
rectifiables dans R™ pour lesquels il existe g € Co([c,b]) strictement croissant (resp.
strictement décroissant) tel que g([c,d]) = [a,b] et ¢ = ~(g), alors on a

[ ()= [ a0 (resp— - v i)

pour toute application f continue de y(|a,b]) dans R™.

b) Soit (v, [a,b]) un chemin simple C; dans R™. Si[c,d] est un intervalle compact
de R et g € Ci([c,d]) une fonction telle que g(c) = a, g(d) = b (resp. g(c) = b,
g(d) = a) et g(]c,d]) =]a,b[, alors

i) (7(9), [c,d]) est un chemin C; dans R™ déterminant la méme courbe que -,

[ s = | R (resp. - / . )

pour toute application continue f de v(|a,b]) dans R™.

sup |f()] - Ly

zey([ab])

ii) on a



Preuve.  a) est clair.
b.i) est immédiat.
b.ii) résulte aussitot du fait que

Z £i(v(g(1))) [D;lg0) Dy(t)

est une fonction continue et bornée, donc intégrable, sur [c,d] dont une primitive
sur |c, d[ est donnée par F(g) si F' est une primitive sur |a, b| de la fonction

> F(2() Do)

continue et intégrable sur |a, b].y

Remarque.  La présence du signe + qui intervient dans les deux propriétés précéden-
tes nous contraint a introduire la notion suivante afin de pouvoir parler d’intégrale le long
d’une courbe simple (resp. de Jordan).O

Définition.  Soit I' une courbe simple dans R™. Dans ’ensemble des repré-
sentations paramétriques simples de I', la relation ~ définie par

N la fonction g définie sur [c, d] par

(7, [0, B]) ~ (e, d]) { v(g) = ¢ est strictement croissante

est bien sur une relation d’équivalence. Elle détermine deux classes, appelées orien-
tations de I'. Pour les distinguer, on convient d’appeler I'une 'orientation positive
et I'autre 'orientation négative de I'. On dit qu’une représentation paramétrique
simple x = 7(t) pour t € [a,b] est positive ou négative selon I'orientation a laquelle
~ appartient.

Ces considérations s’étendent aisément aux courbes de Jordan.

Extension. Rien ne s’oppose plus maintenant a l'introduction de l'intégrale
d’une application continue sur une courbe simple (resp. de Jordan) rectifiable et
orientée I' dans R™ comme étant f7 (f,dx) ou x = ~(t) pour t € [a,b] est une
représentation paramétrique simple (resp. de Jordan) positive de I'. Si l'orientation
de I' est claire, on pose méme

[ ts.z) =/7<f,dx>-



Remarque. 11 arrive bien souvent qu’une courbe simple (resp. de Jordan) orientée
I' dans R™ puisse étre décrite aisément a partir d’'un nombre fini de représentations
paramétriques partielles (c’est déja le cas pour toute courbe polygonale). Précisons cette
remarque et indiquons son utilisation.

Soit d’une part = ~y(t) pour t € [a, b] une représentation paramétrique simple (resp.
de Jordan) positive de la courbe simple (resp. de Jordan) I'. Soient d’autre part un
découpage non trivial [ao, ..., az] de [a,b] et, pour tout j € {1,...,J}, z = ¢;(t) pour t €
[¢j, d;] une représentation paramétrique simple de y([aj—1,a;]) telle que ¢;(c;) = vy(a;j-1)
et ¢;(d;) = v(aj). Cela étant, si [by,...,bs] est un découpage de lintervalle compact
[a',b'] de R, Iapplication (¢, [d’,b]) définie par

(p(t) — (P] C] J jV5—1 + 9] C] t ’ Vit € [bj—labj]g VJ S J7
bj — bj_l bj — bj_l

donne aussi lieu a une représentation paramétrique simple positive de I'. De plus, il vient
a) =T,

b) v est rectifiable si et seulement si chacun des ¢; I'est, ce qui a lieu si et seulement si ¢
I’est, auquel cas on a

c) si vy est rectifiable, on a

j=1"%i
pour tout f € Co(T),
d) si 7 est rectifiable, on a
J
[ e = [ ran =Y [ (a0
Y P j=1"%¥;

pour toute application continue f de I' dans R™.00

7.6 Formule de Gauss-Green dans R?

Définitions.  Un compact paralléle a ’axe des x (resp. a l'aze des y) dans R?
est une partie de R? qui peut s’écrire

{(z,y) :a<y<baly) <z < By)}

(resp- { (z,y) @ <z < b,a(z) <y < f(z)})

avec



i) a, b € R tels que a < b,

ii) o, B € Co([a, b)) NCi(]a, b]) tels que Do, DB € L(]a, b)), a(a) < B(a), a(b) < (D)
et a(t) < ((t) pour tout t €la, b|.
)

A I

: iy

0 (a,0)  (x,00 (b0)
On vérifie de suite que de tels ensembles K sont des parties compactes de R?, non

vides et telles que K = K, dont la frontiere est une courbe de Jordan rectifiable.
Le bord orienté positivement d’un tel compact K, noté 0K, est la frontiere de

K considérée comme étant la courbe de Jordan rectifiable décrite par les courbes
orientées suivantes

»
-

i) si K est parallele a I'axe des z:

Iy (.’L‘, y) - (Oé(a) + t(ﬁ(a) - a(a)), a)7 (t € [07 1])7
I (l‘,y) = (ﬁ(t)vt)a (t S [CL, b]),
Ty (ny) = (5()+Hal®)— BO).D), (te0.1]).
Iy (x,y) = (ala+b—t),a+b—1t), (t€]a,b)),

ou il faut supprimer I'y si on a a(a) = ((a) et supprimer I's si a(b) = 3(b),
ii) si K est parallele a I'axe des y:

I o (wy) = (a,8(a) +Uafa) — B(a)), (t€]0,1]),
F2 : ((E,y) = (t7a<t>>7 (t € [CL?b])?
Iy o (zy) = (ba(d)+t(B(0b) — b)), (tel0,1]),
Iy : (z,y) = (a+b—1t,Bla+b-—1t)), (t € [a, b)),

ou il faut supprimer I'; si on a a(a) = ((a) et supprimer I's si a(b) = 5(b).

Théoréme 7.6.1 (Gauss-Green) Soit K un compact de R?, d la fois paralléle
a Uaxe des x et a Uaxe des y. Si les fonctions P et Q) appartiennent a C1(Q) ou
est un ouvert de R? contenant K, alors on a

//K(DIQ—DyP)dxdy:/aK(de+Qdy).



Preuve.  Nous allons utiliser pour K et 0K les notations introduites dans les
définitions qui précedent.
Etablissons que, si K est un compact de R? parallele a I’axe des z, on a

// D,Qdxdy = Q dy;
K oK

comme on établit de meme 1'égalité

// Ddexdy:—/ Pdx,
K OK

si K est un compact de R? parallele & I’axe des y, la conclusion s’ensuit aussitot.
D’une part, K étant un compact parallele & 'axe des x dans R? et D_Q étant
une fonction intégrable sur K, le théoreme de Fubini donne

//K D, Qdxdy = /ab dt/az(:)[DxQ]W) dx:/ab(Q(ﬁ(t),t) — Q(a(t),t)) dt;

en effet, pour tout ¢ €la,b[, [D,Q]w,) est une fonction continue et intégrable sur
la(t), 5(t)[, dont Q(x,t) est une primitive.

D’autre part, (0, Q) est une application continue de la courbe de Jordan rectifi-
able et orientée 0K dans R?; on a donc

| .= [ Qu=3 [ ad

(on frj () dy est a remplacer par 0 si on doit supprimer I';) avec

[ @t~ [ @t + 16360 - ate.aipadi = o

[ Qay= / Q). Dyt

[ Qay= [ Q)+ ttatv) - 50,50t ~,

/F4Qdy _ /abQ(a(aer—t),a+b—t)Dt(a+b—t)dt - —/abQ(a(t),t)dt.

D’ou la conclusion.g



Remarque.  Comme exemples de compacts de R? qui sont & la fois paralleles & 1’axe
des x et a I'axe des y, citons
i) les intervalles compacts de R?,
ii) les disques fermés de R? et, plus généralement, les ellipses fermées de R? pour autant
que leurs axes soient paralleles aux axes des coordonnées.

Extensions. Signalons que I'’hypothese formulée sur K dans la formule de
Gauss-Green dans R? peut étre sensiblement affaiblie.

i) 11 suffit que K soit un compact régulier de R? dont Iintérieur est connexe
et dont la frontiere est une courbe de Jordan rectifiable. (Cf. T.M. Aspostol:
Mathematical analysis, (1957)).

ii) En recourant un nombre fini de fois & la formule de Gauss-Green dans R?, on
étend son application a des compacts tels que

Par exemple, si K est ’ensemble hachuré ci-apres,

F E

D C

2

A G B

notons K l'intervalle compact de sommets A, G, F, F' et K, 'intervalle compact
de sommets G, B, C', D. On a alors

//K(DxQ—DyP)d:vdyz//Kljt//KQ(DIQ—DyP)dxdy

et on peut appliquer la formule de Gauss-Green dans R? & K; et a K,. Vis-a-
vis de K7, le segment d’extrémités G = (a,b), D = (a,c) intervient pour donner
fbc Q(a,t)dt et vis-a-vis de Ko, pour donner — fch(a, t) dt; ces deux contributions
s’annulent.



7.7 Couvertures et surfaces dans R?

Définitions.  Une couverture dans R? est la donnée
a) d'un intervalle compact K de R?,
b) de trois fonctions réelles o1, 2, p3 € C1(U) ou U est un ouvert de R? contenant K,
telles que I'application ¢: K° — R3 soit injective et qu’il existe deux fonctions réelles
1, 1y € C1() ou Q est un ouvert de R? contenant p(K°), telles que ¥ (p(u,v)) =
(u,v) pour tout (u,v) € K°.
Cette couverture est notée (¢, K).

(% VA
A I

(u,v) ]

X

Une surface dans R? est une partie S de R? pour laquelle il existe une couverture
(¢, K) dans R? telle que S = ¢(K). L’équation

r = p(u,v) pour (u,v) € K

porte alors le nom de représentation paramétrique de la surface S. On dit aussi que
S est la surface déterminée par la couverture (¢, K).

Remarques.  a) La distinction entre “couverture” et “surface” est a rapprocher de
celle qui existe entre “chemin” et “courbe”.

b) On vérifie de suite que toute surface dans R3 est compacte.

¢) En plus des exemples fondamentaux qui suivent, nous allons donner au paragraphe
suivant de nombreux exemples de surfaces dans R3.

Exemple.  Tout parallélogramme dans R?® est une surface. Le parallélogramme
P de sommet P et de cotés a et b en P peut s’écrire P = ¢(K) ou K est égal a
[0,1] x [0,1] et ol p: R? — R? est défini par p(u,v) = P + ua + vb.

Pour conclure, il suffit de vérifier que (¢, K') est une couverture dans R3. Bien
stir, K est un intervalle compact de R?. Les fonctions ¢, ¢y et (s s’écrivent ex-
plicitement p(u,v) = P; + aju + b;jv; elles sont donc réelles et appartiennent a



Coo(R?). L’injectivité de ¢: K° — R3 est assurée par le fait que a et b ne sont pas
paralleles. Pour obtenir les fonctions ¢, et 1, il suffit de procéder comme suit. On
choisit d’abord ¢ € R3 tel que a, b et ¢ soient linéairement indépendants. Cela étant,
la matrice A = (a, b, c) est telle que (z,y, z) = A(u,v,w)+ P est un changement de
variable linéaire donc régulier d’ordre infini entre R? et R? qui s’inverse en

U € )\1(51373/72)
v | =A y | —ATTP = X\(z,y,2)
w 2z As(z,y, 2).

Il reste alors & constater que les fonctions \; et Ay appartiennent & Coo(R?) et que
Q =R3 1), =\ et ¥y = Ay conviennent.O

Exemple. Tout triangle de R?® est une surface. Le triangle 7 de sommet P
et de cotés a et b en P peut s’écrire 7 = p(K) ou K est égal a [0,1] x [0, 1] et ou
©: R? — R3 est défini par ¢(u,v) = P + ua + v(1 — u)b.

Pour conclure, il suffit de vérifier que (¢, K) est une couverture dans R?, ce qui
est direct. L’injectivité de p: K° — R? est assurée par le fait que a et b ne sont
pas paralleles. Pour obtenir ), et 1, on choisit d’abord ¢ € R? tel que a, b et
¢ soient linéairement indépendants et on procede comme dans 1’exemple précédent
pour obtenir les fonctions A;, Ao et A3 € Coo(R3). 1l reste alors a vérifier que
Q=R*\{P+a+vb+wec: v,we R} Y =\ et 1y = Ay/(1 — \y) conviennent.O

Exemple. Toute sphére dans R3 est une surface. La spheére S de centre P et
de rayon R > 0 s’écrit S = ¢(K) ot K est égal a [0, 7] x [0,27] et ot p: R* — R3
est défini par

o(u,v) = P+ R(sin(u) cos(v),sin(u) sin(v), cos(u)).

Pour conclure, il suffit de vérifier que (p, K) est une couverture dans R?, ce qui est
direct. On peut poser Q = P+R3\ {(2,0,2) : z > 0, 2 € R} et définir 'application
P: Q — R? par

Y (P + R(sin(u) cos(v),sin(u) sin(v), cos(u))) = (u,v)

pour tous r > 0, u €0, 7] et v €]0, 27[.0

7.8 Aire d’une surface

Proposition 7.8.1 Si les couvertures (oW, K;) et (¢®, K;) dans R® détermi-
nent la méme surface S, on a

// |Du<p(1) /\Dvgo(l)‘ dudv = // ’Dugom) /\DUQO(Z)l du dv.
Kl K2



Preuve. % — Ces intégrales ont bien str un sens. Si on pose
8= S\ (KD U (K3)
puis
w1 = (k) THS) et wa = (07],) NS,

on vérifie directement que w; et wy sont des ouverts de R?, inclus dans K} et K3
respectivement. Cela étant, (M (p?): wy — w; est un changement de variable
régulier d’ordre > 1 et, comme on a

Ay o o)
o(u',v")
=DV (W 0 @) AD, W (M 0 p?)

[Du(p(l) A\ DU¢(1)]¢(1)0¢(2> - det

avec M (M 0 p?)) = ) sur wy, il vient

// D" AD, M| dudv = // D¢ AD, @] du' dv'.
w1 w2

D’ou la conclusion car, en recourant au Théoreme 2.2.3, on peut établir que les
ensembles K; \ w; et K5 \ wo sont négligeables. «— x y

Définition. Il est donc licite de définir I’ aire, notée Ag, d’une surface S dans

R? par
AS:// ID,» AD,g| dudv
K

ol (p, K) est une couverture de R* déterminant S car ce nombre est indépendant
de la couverture choisie.

Théoreme 7.8.2 L’aire d’une surface est indépendante du choix du systéme
d’axes de coordonnées.y

En recourant au paragraphe précédent, on obtient directement les résultats suiv-
ants.

Exemple. L’aire du parallélogramme de sommet P et de cotés a et b en P
dans R? est égale a |a A b|.O

Exemple. L’aire du triangle de sommet P et de cotés a et b en P dans R3
est égale a 1 |a Ab|.O



Exemple. L’aire de la sphére de centre P et de rayon R > 0 dans R? est
égale o 4mR*.00

Interprétation.  Soit S une surface dans R? et soit (¢, K) une couverture dans R3
déterminant S. Soit en outre (€,,)men, une suite numérique réelle strictement positive
telle que &, — 0. Soit enfin, pour tout m € Ny, un réseau R,, de R? en semi-intervalles
dont le diametre est majoré par ey,.

Pour tout m € Ny, définissons le nombre A,, de la maniere suivante. Pour tout
semi-intervalle I =Jug,ug + h]x]vg,vg + k] appartenant & R,, et tel que I~ C K°, les
points P = p(ug,v0), Po = o(ug + h,vo), Ps = ©(ug + h,vo + k) et Py = p(ug,vo + k)
appartiennent a S et déterminent les triangles 71 de sommets P;, P», Py et o de sommets
Py, P3, P,. Sinous notons oy la somme des aires de ces triangles 71 et Zs, A, est défini
comme étant la somme de ces nombres o;.

Cela étant, on a A, — Ags.

(u(), Vo + k) (U() +[h, vy + k)

P

;(Um v0) ;(UO +1|h, vo) P

x — Pour établir cette interprétation, on procede comme suit. Avec les notations
utilisées ci-dessus, on a

or = % < |(p(uo + hyvo) — (w0, v0)) A (¢(uo, vo + k) — ¢(uo, vo))|
+ |(p(uo + h,vo) — @(ug + h,vo + k))

N(p(ug,vo + k) — @(ug + h,vo + k))])

et, vu le théoreme des accroissements finis, il existe hy, ...,hg €]0,h] et k1, ..., ke €]0, k[
tels que
1 3 3
gy = ihk Z[Dugpj](uo+hj,vo)ej A Z[Dv(pl:l(uo,1)0+kl)el
j=1 1=1
3 3

+ D Dyl (wothvotkss )€ A D Dutt) (wohis 1,004k €1
j=1 =1



Si on note 77 le triangle de sommets (ug,vo), (uo + h,vo), (ug,vo + k) et 73 le triangle de
sommets (ug + h,vg), (ug + h,vo + k), (uo,vo + k), alors o est l'intégrale sur R? de la

fonction
3
Z u@] (uo+hj,vo) 8]/\2 U(Pl (uo, voJrkl)el X1
j=1 =1
3 3
Z UQDJ (uo+h,vo+ks+j) V€5 /\Z uSDl (wo+hsir,vo+k)€l| XTa-
=1

Pour conclure, il suffit alors d’appliquer le théoreme de la convergence majorée a la suite

(fm)men, ou, pour tout m € Ny, f,, est défini comme étant la somme sur les semi-
intervalles I € R, tels que I~ C K° des fonctions gy correspondantes. «— *

Remarque.  Dans l'interprétation précédente, il convient d’insister sur le fait que les

triangles sont déterminés par des réseaux de R2. Voici un exemple dit & H. A. Schwarz qui
montre a quels déboires on peut arriver si on néglige ce fait.

S~
=

-
-
PR

. ~

Soit S un cylindre droit de révolution, de rayon R et de hauteur H. Etant donné des

entiers m et n, on considere les m + 1 circonférences obtenues en prenant les deux bases

et m — 1 plans équidistants. Sur chacune de ces circonférences, on considére n points

sommets d’un n-gone régulier, de telle sorte que la génératrice du cylindre qui passe par
un de ces points, intersecte la circonférence suivante au milieu de ’arc déterminé par deux



de ces points. Au total, ces points déterminent 2mn triangles isocéles égaux; leur base
vaut bien str 2R sin (7/n) tandis que leur hauteur est égale a

h = \/Zz + R?(1 — cos(m/n))2.

Des lors, la somme de leurs surfaces vaut

o ST/ \/H2Jr T R?m? <sin(7r/2n)>47

w/n 4nt /2n

expression qui ne converge vers 2rRH que si m/ n? — 00

Exemple. Aire d’une surface plane

Si S est une surface dans R? incluse dans le plan 7 et si on munit 7 d’un systéme
d’axes cartésiens, on peut établir que 'aire de S est égale a la mesure de S considéré
comme partie compacte de I'espace R? ainsi déterminé. * — Un changement de
systéme d’axes dans R? ne modifiant pas l'aire de S, on peut supposer avoir ¢z = 0.
Cela étant, (1, ¢2) établit un changement de variable régulier d’ordre > 1 entre
K° et son image. De plus, K* est négligeable et (¢1, p2)(K*®) est négligeable vu le
Théoreme 2.2.3. « x

De la sorte, tout revient & calculer la mesure d’un compact de R2.0

Exercice.  Calculer l'aire de la surface plane S limitée par une arcade de cycloide
et sa base.

Suggestion. A un changement de systéme d’axes pres (ce qui ne modifie pas son
aire), on vérifie de suite que (¢, K) défini par K = [0, 27] x [0, 1] et

o(u,v) = (R(u — sin(u)), vR(1 — cos(u)),0), pour (u,v)€ K,

est une couverture dans R? qui détermine S. Des lors, on obtient aisément
2m 1
As = RQ/ du/ (1 — cos(u))* dv = 3rR%.0
0 0

Exemple. Aire d’une surface déterminée par une représentation pa-
ramétrique cartésienne

Soient K un intervalle compact de R? et f un élément réel de C;(U) ot U est un
ouvert de R? contenant K. On vérifie de suite que

(x,y,2) = (u,v, f(u,v)) pour (u,v)€ K,
(resp. = (u, f(u,v),v) pour (u,v)€ K;
= (f(u,v),u,v) pour (u,v) € K)



est une représentation paramétrique d’une surface S dans R3, appelée représentation
paramétrique cartésienne de S, dont 'aire est donnée par

AS://K V1+ (D, f)2+ (D, f)?dudv.0

Exemple. Aire d’une surface cylindrique
Une surface S dans R? est cylindrigue si elle est déterminée par une couverture
(p, K) vérifiant les conditions suivantes:

a) e est un vecteur unitaire dans R3,
b) I est une courbe simple (resp. de Jordan) C; dans R? de représentation paramé-
trique simple (resp. de Jordan) (z,y, z) = v(u) pour u € [a, b],
¢) g € Ci([a, b]) est une fonction réelle telle que g(u) > 0 pour tout u €la, b|,
d) K = [a,b] x [0,1],
e) o(u,v) =vy(u) +vg(u)e pour tout (u,v) € K.
On dit alors que S est une surface cylindrique paralléle a e, de base I' et de

hauteur g.
Comme on a D, =D,y + vD,ge et D, ¢ = g(u)e en tout point de K, il vient

b
As = / g(u) D,y Ae| du.O

Exercice. L’aire latérale d’un cylindre droit de hauteur H et de base circulaire de
rayon R est égale a 2rRH .

Suggestion. A un changement de systéme d’axes pres (ce qui ne modifie pas son
aire), on peut prendre
e=1(0,0,1),
v(u) = (Rcos(u), Rsin(u),0) et [a,b] = [0, 27],
g(u) =H, VYuel0,2nr].
On justifie de suite qu’il s’agit d’une surface cylindrique S telle que

27
As = RH |(—sin(u),cos(u),0) Ae| du = 2rRH.O
0

Exemple. Aire d’une surface conique

Une surface S dans R? est conique si elle est déterminée par une couverture
(p, K) vérifiant les conditions suivantes:
a) S est un point de R?,

b) T est une courbe simple (resp. de Jordan) C; dans R? ne contenant pas S et de
représentation paramétrique simple (resp. de Jordan) (z,y, z) = v(u) pour u € [a, b],



¢) K = la,b] x [0,1],
d) ¢(u,v) = S+ v(vy(u) — S) pour tout (u,v) € K.
On dit alors que S est une surface conique de sommet S et de base I'.
Comme on a D,p = v D,v(u) et D, = y(u) — S pour tout (u,v) € K, il vient

b
As=1 [ D) A (1)~ )] duD

Exercice. L’aire latérale d’un cone droit de hauteur H et de base circulaire de
rayon R est égale & mR(R? + H?)'/2.

Suggestion. A un changement de systéme d’axes prés (ce qui ne modifie pas son
aire), on peut prendre S = (0,0, H) et y(u) = (Rcos(u), Rsin(u),0) pour u € [0,27]. On
justifie de suite qu’il s’agit d’une surface conique S telle que

2m
As = 1;3/ |(— sin(u), cos(u),0) A (Rcos(u), Rsin(u), —H)| du = nR\/ R?* + H2.0
0

Exercice. L’aire latérale d’un cone droit de hauteur H et de base circulaire de
rayon R est égale & TR(R? + H?)'/2.

Suggestion. A un changement de systéeme d’axes prés (ce qui ne modifie pas son
aire), on peut prendre S = (0,0, H) et y(u) = (Rcos(u), Rsin(u),0) pour u € [0,27]. On
justifie de suite qu’il s’agit d’une surface conique S telle que

2m
As = ];/ |(— sin(u), cos(u),0) A (Rcos(u), Rsin(u), —H)| du = nR\/ R?* + H2.0
0

Exemple. Aire d’une surface de révolution

Une surface S dans R? est de révolution si, & un changement de systéme d’axes
pres (ce qui ne modifie pas son aire), elle est déterminée par une couverture (¢, K)
vérifiant les conditions suivantes:

a) I est une courbe simple (resp. de Jordan) C; dans R3, de représentation paramé-
trique simple (resp. de Jordan) (z,y, z) = y(u) pour u € [a, b],

b) K = [a,b] x [0, 27],

c) p(u,v) = (|y(u) A e|cos(v), |y(u) A e|sin(v), (y(u),e)) pour tout (u,v) € K avec
e=(0,0,1).

On obtient directement

As =27 [ 1w el VD A+ (D] du



Cas particuliers. Le plus souvent, on choisit pour I' la trace de § dans le
demi-plan { (0,y,2) : y >0,z € R}.

1. Si I admet une représentation paramétrique cartésienne, c’est-a-dire du type
(x,y,2) = (0,y(u),u) pour u € [a,b]), avec y(u) € C1([a,b]) et y(u) > 0 pour tout
u € |a, b], il vient

As = 27r/ y(u)v/1+ (D,y)? du.

2. Si I' admet une représentation paramétrique polaire, c¢’est-a dire du type
(x,y,2) = (0, p(w) cos(w), p(w) sin(w)) pour w € [a,b], avec —7/2 < a < b < 7/2,
p(w) € Ci([a,b]) et p(w) > 0 pour tout w € [a,b], il vient

b
_ 2
As = 27r/ ) cos(w)v/p2(w) + (D_p)? dw.O
a
Exercice.  Traiter comme surfaces de révolution les deux exercices précédents.0]
Exercice.  Calculer l’aire de la surface de révolution engendrée par la rotation d’une

arcade de cycloide autour de sa base.
Suggestion.  On prend
(l‘, Y, Z) = (O) R(l - COS(”))? R(u - sm(u))) pour u &€ [07 277])7

comme représentation paramétrique de 'arcade de cycloide. On justifie ensuite qu’on a
une surface de révolution telle que

2
As = 27r/ R(1 — cos(u \/R2 sin?(u) + R2(1 — cos(u))? du
0

2m s
4
= 87TR2/ sin®(u/2) du = 167rR2/ sin(u) - (1 — cos?(u)) du = gwRQ.D
0 0
Exemple. Aire d’une surface sphérique
Nous savons que la sphere de centre P et de rayon R > 0 dans R? est déterminée
par la couverture (i, K) ou K est égal a [0, 7] x [0, 27] et olt ¢ est défini sur R? par

o(u,v) = P+ R(sin(u) cos(v),sin(u) sin(v), cos(u)). (%)

a) Cas des fuseaux. Un fuseau de la sphere de centre P et de rayon R dans R?
est une partie S de cette sphere qui, & un changement d’axes pres (ce qui ne modifie
pas son aire), est déterminée par une couverture du type (x) avec K = [0, 7| X [0, 1]
Son aire est par conséquent égale a 2R%(¢1 — ).

b) Cas des zones. Une zone de la sphere de centre P et de rayon R dans R? est
une partie S de cette spheére qui, & un changement d’axes pres (ce qui ne modifie pas



son aire), est déterminée par une couverture du type (x) avec K = [0, 61] x [0, 27].
Son aire est par conséquent égale a 2w R?(cos(6y) — cos(6;)). (Si on remarque que
Rcos(bp) et Rcos(fy) sont les ordonnées des “cotés” de la zone, on voit que son
aire est égale a celle d'un cylindre droit de méme hauteur que la zone et de base

circulaire ayant méme rayon que la sphere).
z z

\

»
»

Fuseau Zone

c) Cas des triangles sphériques. L’aire du triangle sphérique ABC' est égale
a R*(A+ B+ C — ). 1

=

B B’

AV,

Al
* — En considérant les grands cercles qui déterminent le triangle sphérique ABC
et en considérant les points A’, B’ et €’ diamétralement opposés respectivement &
A, B et ', on met en évidence différents triangles sphériques qui donnent lieu aux
égalités suivantes:
Aty e + AtI“A/BC - Afuseauu,;7
Aty e + AtIAB/c - AfuseauB7

AtrABc + AtrABc, = Afuseauc'



Si on remarque alors que l'aire du triangle sphérique ABC" est égale a celle du tri-
angle sphérique A’B'C' et si on note que la somme des aires des triangles sphériques
ABC, A'BC, AB'C et AB'C est égale a I'aire d'une demi-sphere, on obtient
directement le résultat annoncé en sommant membre a membre les trois égalités
précédentes. «— x O

7.9 Intégrale d’une fonction sur une surface

Proposition 7.9.1 Si les couvertures (o™, KM) et (¢, K@) dans R* déter-
minent la méme surface S et si f est une fonction continue sur S, on a

] 16 w0) Dt A DY dude
K

=[] 160 s ADe) du
K@)

Preuve. % — La preuve découle aussitot de celle du cas f = xs donnée au
paragraphe précédent. «— * g

Définition. 1l est donc licite de définir l'intégrale de f € Co(S) sur la surface

S dans R? par
//Sfd“: //Kf(so(u,v))\DusMDm du dv

ol (¢, K) est une couverture dans R*® déterminant S car ce nombre est indépendant
de la couverture choisie.

Interprétation. Reprenons les notations introduites dans I'interprétation de 'aire
d’une surface dans R3. Choisissons en outre dans chaque triangle t; retenu un point
(uj,vj). Cela étant, soit f une fonction continue sur S. Pour tout semi-intervalle [
retenu, posons

cr = f(p(u1,v1)) - Ay + fp(uz,v2)) - A,

puis définissons C},, comme étant la somme de ces nombres ¢y pour tous les semi-intervalles
I € R,, retenus. Cela étant, on établit * — de maniere analogue a celle de l'interprétation
de laire d'une surface — % qu'on a Cp, — [[g f do.0



7.10 Surfaces orientables
Remarque.  Si (p, K) est une couverture dans R3, ’application
N(%K) : K — R (’U,, 1)) = [DUQO A Dv(p](u,v)

differe de 0 en tout point (u,v) de K°. De fait, si ¢ désigne une application contintiment
dérivable d’un ouvert de R? dans R? dont la restriction & ¢(K°) coincide avec I'inverse de
(10|K°7 on a o C,D(’UJ,’U) = (U,’U) donc

D D

<Dx¢1 D, Dz¢1> D“ii DUZ; :(1 0)
u v

Dot Dy2 Dotpe /0 Dyps Dyps b

en tout point (u,v) € K°, ce qui prouve que [D, @]y et [D,¢](,y) sont linéairement
indépendants.
On peut donc introduire I'application n, xy: K° — R3 selon

N, K (’LL, U)
Ny (1, 0) = BN T

= , Y(u,v) € K°.
‘N(go,K) (U, U)

La raison qui motive 'introduction de cette application peut s’énoncer comme suit:
pour tout (ug,vo) € K°, le vecteur unitaire n(, x)(uo,vo) est orthogonal a la tangente
en ¢(ug,vo) & tout chemin (v, [a,b]) qui est C; dans R? et tel que o(ug,vo) € v(Ja,b|) et
v(Ja,b[) C @(K°). De plus, c’est avec —n, )(uo,vo) le seul vecteur unitaire jouissant
de cette propriété. Pour établir cette affirmation, remarquons d’une part que, si on pose
' = 1pory, alors (v, [a, b]) est un chemin C; dans R? tel que v/(]a, b[) C K° et pory'(t) = ~(t)
pour tout ¢ € [a,b]. Dans ces conditions, pour tout ¢y €]a, b] tel que p(ug,vy) = v(to), on
a

<N(<p,K) (u(]; ’UO)7 DPY(tO)> = <[Du(p A DUQO] (uo,vo)7D((/7 © 7/)(t0)> =0

car D(p ov/)(tg) est égal a

D’ﬁ(to) : [Duso](uo,vo) + D’}é(to) : [Dv@](uo,vo)‘

Remarquons d’autre part qu’il existe a, b € R tels que a < vg < b (resp. a < ug < b) et
que (o(-,v0), [a,b]) (resp. (o(ug,-),[a,b])) soit un chemin dans R3.

Des lors, si (o), KM) et (02, K?)) sont des couvertures dans R* qui déterminent la
méme surface S, on a

o k) (U1, 01) € {n(ue) ko) (U2, v2), =1 ge) (U2, v2)}

pour tout (uj,v1) € wy et tout (u2,v2) € wy tels que go(l)(ul,vl) =@ (ug,v2), ot wy et
wy sont définis comme dans la Proposition 7.8.1.



Définition. Etant donné une surface S dans R3, la partie réguli¢re de S, notée
est la réunion sur toutes les couvertures (¢, K) dans R? qui déterminent S,

S

rég’
des ensembles ¢(K°). * — Il s’agit d’une partie connexe de S (comme union de
parties connexes d’intersection non vide deux a deux) et dense dans S (car K est

un compact régulier et ¢ une application continiment dérivable). « x

* — Un raisonnement aisé basé sur la connexité de K° et de la partie ¢(K°) de
Srég établit de suite que, < * pour toute couverture (¢, K) d'une surface orientée
S,on a

n(SOvK) = nSlap(KO) ou n(%K) = _nslgo(Ko)'

Cela étant, on dit dans le premier cas que la couverture (¢, K) est positive et dans
le second qu’elle est négative.

Exemples. a) Toute surface plane est orientable.

b) Toute surface déterminée par une représentation paramétrique cartésienne est
orientable.

c) Une surface cylindrique paralléle a e et dont la base I' est déterminée par une
courbe simple (resp. de Jordan) (v, |a,b]) qui est C; et incluse dans un plan non
paralléle a e est orientable si on a D~y(t) # 0 pour tout t € [a,b] (resp. Dvy(t) # 0
pour tout t € [a,b] et Dy(a) = Dv(b)).

En particulier, la surface latérale d’un cylindre droit de base circulaire est une
surface orientable.

d) Une surface conique de sommet S et dont la base I' est déterminée par une
courbe simple (resp. de Jordan) (v, [a,b]) qui est Cy et incluse dans un plan ne
contenant pas S est orientable si on a Dy(t) # 0 pour tout t € [a,b] (resp. Dy(t) # 0
pour tout t € [a,b] et Dy(a) = Dv(b)).

En particulier, la surface latérale d’un cone droit de base circulaire est une surface
orientable.

e) Toute sphere S est orientable et on a Srég =S.

En particulier, toute surface sphérique est orientable.O

Remarque. 11 existe des surfaces dans R? qui ne sont pas orientables. Tel est le cas
du ruban de Mdbius dont une représentation matérielle est suggérée par la construction
suivante: on prend un rectangle ABCD



et on superpose les cotés AD et BC de telle sorte que C' coincide avec A et B avec D.
x — Plus précisément, le ruban de Mdbius est défini comme étant la surface associée a la
couverture (¢, K') définie par K = [0, 27| x [—r,r| et

o(u,v) = ((R —vcos(u/2)) cos(u), (R — vcos(u/2))sin(u), vsin(u/2)). «

7.11 Intégrales superficielles

Définition. Si S est une surface orientée dans R?, de normale unitaire con-
tinue m, et si f est une application continue de S dans R3, alors I'intégrale de f sur
S est égale a ffs (f,n) do. On dit aussi qu'il s’agit d’'une intégrale superficielle.

Proposition 7.11.1 Soient S une surface orientée dans R, de normale uni-

taire continue n, et f une application continue de S dans R3.
Alors, pour toute couverture (p, K) positive (resp. négative) déterminant S, on

//S<f,n> da://Kgo%Dume dudo
(resp. = ‘//K (fo e, Do AD,g) dudv)s

Définition. Soient S une surface orientée dans R?, de normale unitaire con-
tinue n = (ny,n9,n3), et f = (P,Q, R) une application continue de S dans R?. On



introduit aussi les intégrales superficielles

Pny P dy ANdz
/ / Q ny o do notées également / / Q dz Ndzx
S| RdxAdy

Pour toute couverture (¢, K') déterminant S, on a alors

//de/\dz-d// ( g?z’f;))dudv
//QMAM—&[/Q dt(%my)mm

RdzAdy=36 [ | R(y) det o1, 22)\ 4
/] /[ o a (o

avec 0 = 1 si la couverture (p, K) est positive et § = —1 sinon.

Remarque.  Les symboles dy Adz, dzAdz et dx Ady doivent étre écrits dans cet ordre.
On peut aussi introduire par exemple la notation [fg Pdz A dy pour — [[s Pdy A dz.0

7.12 Formule de Stokes dans R?

Théoréme 7.12.1 Soit S une surface orientée dans R3, de normale unitaire
continue n, dont (¢, K) est une couverture positive telle que @1, ps, w3 € Co(U).

Si (u,v) = y(t) pour t € |a,b] est une représentation paramétrique de Jordan
positive du bord de K, alors

a) (¢(7),[a, b)) est un lacet rectifiable dans R?,

b) pour toute application f deuz fois continiment dérivable sur un ouvert 2 de R3
contenant S, on a la formule

//S+ (rot(f da_/w(v)<f,dx>,

appelée formule de Stokes dans R (ou formule de la circulation).

Preuve.  Vu les théoremes d’invariance, nous pouvons prendre pour (7, [a, b])
le lacet qui nous a permis de définir I'orientation positive du bord de K, K étant
considéré comme compact parallele a ’axe des y.

a) est alors direct.



b) Posons f = (P,Q, R). On a bien str

b
/ Pday — / P(p(1())) Dy (1(1)) dt
() a

® / D, P(e(y(£))) ¢1(~(t)) dt

b b
/ (1 D, P()]y 0D (t) dt — / (21D, P()] Dalt) dt
—/wl D,P(¢) du—/sol D,P(¢) dv.

~

(En (%), on a intégré par parties). Cela étant, la formule de Gauss-Green dans R?
donne

/mpd“ // o(21D,P(¢)) = D, (1 D, P())) dudv.

Comme l'intégrand du second membre est égal a

— [DyP], det <%> + [DyP], det (%),

il vient enfin

/ Pdﬂ?l: —//n3D2PdU+//n2D3PdO’.
e(n) S S

D’ou la conclusion car on établit de méme que

QdZ'Q //m 3Qd0+//n3D QdO’
()
/ Rdxs = —//nQDIRdUJr//nlDQRdJ..
() S S
Remarque.

La formule de Stokes admet de nombreux autres cas de validité, qui
sortent du cadre de ce cours

7.13 Formule de Gauss dans R?

Définitions.  Un compact paralléle a l'axe des z dans R? est une partie K de
R3 qui s’écrit sous la forme

K={(z,y,2): (z,y) € K', g1(x,y) <

<z< 92<$7y)}



ou

a) K’ est un intervalle ou un disque compact de R? (on peut fortement améliorer
cette hypothese sur K'),

b) g1, g2 sont des fonctions réelles et continues sur K’ vérifiant la majoration
g1(z,y) < go(z,y) pour tout (x,y) € K'°,

c) pour j =1 (resp. j = 2), S; = {(z,y,9j(x,y)) : (z,y) € K'} est une surface
orientée dans R?, de normale unitaire continue n; dont la troisitme composante est
strictement négative (resp. positive) en tout point de S; rég €t dont (o), KU)) est

une couverture,
d) pour tout f € Cy(S;) et tout j € {1,2}, on a
aor [ 28)
et | —(———
O(u,v)
(ceci a notamment lieu si (<p§j ), gogj )) est un changement de variable régulier d’ordre
> 1 entre K'° et K)°),

On vérifie directement qu’il s’agit bien d’un compact.
Dans ces conditions,

[ tevgwisa=[[ 0w dudo
K’ K@)

a) S; est appelé base inférieure de K,
b) S, est appelé base supérieure de K.

z
A

_____

: ; > Y

On introduit de méme les notions de compact paralléle a 'axe des x (resp. des
y) dans R3,

T



Exemple.  Tout intervalle compact de R? est a la fois paralléle a 'axe des z,
a l'axe desy et a l'axe des z.O

Exemple. Toute boule compacte de R3 est a la fois paralléle a 'axe des z, a
l'aze des y et a l'aze des z.0

Théoréme 7.13.1 Soit K un compact de R® paralléle a l'aze des x (vesp. des
y; des z), pour lequel nous allons utiliser les notations introduites dans la définition

précédente.
Pour toute application f = (P,Q, R) continiment dérivable sur un ouvert  de
R3 contenant K et a valeurs dans R, on a la formule de Gauss dans R3

///Dde:Edydz://PnldajL// P nydo
K S1 Sa
<resp./// Ddexdydz:/ Qn2d0+/ Q ny do;
K S1 Sa
/// Dszxdydz:// Rngda—i—// Rngdcr).
K S Sa

Preuve.  Traitons par exemple le cas d'un compact parallele a I’axe des z.
Comme D, R est une fonction continue donc intégrable sur K, le théoreme de
Fubini donne de suite

/// D Rdxdydz—//, d:pdy/ m)y)D Ry d2
:///(R(%?J,gﬂxay))—R(x,y,gl(x,y)))dxdy,

Cela étant, pour j =1 et j = 2, la partie d) de la définition donne

// (z,9,9;(7,y) dxdy—//K(J) 0 (u, v)) det<a(gE 790)2))>
:5//8.Rn3da,

avec 0 = —1 pour j =1 et 6 = 1 pour j = 2. D’ou la conclusion.y

du dv

Remarque.  Considérons, par exemple, un compact K de R? parallele a 'axe des z
et utilisons les notations introduites dans la définition précédente. Il est clair que le bord
de K’ admet une représentation paramétrique (z,y) = v(u) pour u € [a,b] positive, de
Jordan et C; par morceaux. Alors

St ={ (v(w), g1 (7(w)) +v(g2(7(w)) = g1 (7(w))) : (u,v) € [a, ] x [0, 1]}



est appelé surface latérale de K bien que, en général, ce ne soit pas une surface dans R?
mais bien une union finie sy U...U s; de surfaces deux a deux disjointes ou n’ayant deux
a deux en commun qu'un ou deux segments de droite. De toute fagon, on vérifie aisément
que chacune de ces surfaces est orientable et que la troisieme composante des normales
continues sur ces surfaces est la fonction 0. Il est donc licite de poser

J
/ fngdcr:Z/ fngdo =0,
S j=1 8j

ou on fixe n sur chacune des surfaces s; en prenant la normale extérieure. En fait, nous
avons décomposé la frontiere de K en surfaces orientables Si, So et S; que nous avons
orientées en prenant systématiquement la normale extérieure: cela donne lieu au bord
0K =8 USUS; de K et & la formule de Gauss dans R3

/// DZRdxdydz:/ Rnsdo
K oK

pour toute fonction R contintiment dérivable sur un ouvert de R? contenant K.
A partir de cette remarque, on obtient directement les résultats suivants.

Théoréme 7.13.2 Si K est un compact de R paralléle a laze des x, a l'axe
des y et a l'axe des z et si f est une fonction continument dérivable sur un ouvert
contenant K, alors on a

///Kgrad(f)d:vdydz:/aKfnda..

Théoréme 7.13.3 Si K est un compact de R? paralléle a 'axe des z, a l'axe
des y et a l'aze des z et si f est une fonction continiment dérivable sur un ouvert
contenant K, et a valeurs dans R?, alors on a

///Krot(f)dxdydz—//m(n/\fda

et la célebre formule d’Ostrogradsky ou formule du flux

///Kdiv(f)dxdydz://%<f,n> doy

Extensions. Il existe de nombreuses extensions des cas d’application de ces
formules. Elles sortent du cadre de ce cours.



7.14 Volume d’un corps

Définitions.  Un corps est un ouvert intégrable de R3.

Le volume du corps 2 est sa mesure et est généralement noté V.

Vu le théoreme du changement de variable, si ) est un corps et si P(u, v, w)
est un changement de variable régulier d’ordre > 1 entre € et I'ouvert U de R?, le
volume de € est égal a

Vo= // |det(D,P,D,P,D,P)| dudvdw.
U

Des lors, si on appelle représentation paramétrique du corps €2 tout changement
de variable régulier P(u,v,w) d’ordre > 1 entre Q et un ouvert U de R? et si on
baptise

/ / / (det(D, P,D, P, D, P)| dudvduw
U

le volume de 2, nous voyons que le volume d’un corps est indépendant de la repré-
sentation paramétrique choisie.

Théoreme 7.14.1 Le volume d’un corps est indépendant du choix du systéme
d’azes de coordonnées.

Preuve.  C’est immédiat car un changement d’axes de coordonnées correspond
a une translation et une rotation.y

Remarque.  Si Q est un corps dont la frontiere est négligeable, on a mes(Q~) =
mes(Q2) et on parle aussi du volume du fermé Q7. Le calcul du volume de certains corps
conduit donc au calcul du volume de certains fermés de R3. Comme la frontiere d’un
parallélipipede est négligeable, le raccord avec la notion habituelle de volume est obtenue
au moyen du résultat suivant.

Théoreme 7.14.2 Le volume du parallélipipéde ouvert déterminé par le sommet
S et les trois vecteurs non coplanaires a, b, ¢ est égal a |det(a, b, c)].

Preuve.  Une représentation paramétrique de ce parallélipipede est évidemment
donnée par

P(u,v,w) =S +ua+vb+ wc pour (u,v,w) €]0,1[x]0,1[x]0,1[.
La conclusion est alors immédiate.g

Exercice.  Calculer le volume du corps C limité par le cylindre d’équation x* +y? —
Ry < 0 et le cone ouvert de sommet (0,0, R) et de base

B:{(:U,y,O):x2+y2<R2}.



Suggestion.  FEn fait, C est un ouvert borné; il s’agit donc bien d’un corps. Il est
intéressant de faire intervenir le parametre 6 suivant.

(0, R/2)

Il permet de prendre pour représentation paramétrique
B(#,u) = (uRsin(0) cos(0), uRsin?*(#),0) pour (6,u) €]0,n[x]0,1],
pour B puis
P(#,u,v) = (uRsin(#) cos(8), uR sin?(#), vR(1 — usin(6)))

pour
(0,u,v) €]0,7[x]0, 1[x]0, 1]

pour C, comme on le vérifie aisément. De

DyP(8,u,v) = (uR cos(26),uR sin(26), —uv R cos(h))
D,P(0,u,v) = (Rsin(f) cos(f), Rsin?*(0), —vRsin(0))
D,P(0,u,v) = (0,0, R(1 — usin(#))),

on tire alors de suite
T 1 1
Ve = / d9/ du/ uR*(1 — usin()) sin?(0) dv = R3(w/4 — 4/9).0
0 0 0

Dans certains cas, la formule donnant le volume d’un corps se réduit a une
intégrale double.

Exemple. Volume d’un corps cylindrique. Si le corps cylindrique §2 ad-
met la représentation paramétrique

P(u,v,w) = B(u,v) + wg(u,v)e pour (u,v,w) e Ux]|0,1],



son volume est €gal a
Vo= // g(u,v)|det (D,B,D,B,e)| dudv.O
U

Exercice. Le volume du cylindre droit de hauteur H et de base circulaire de rayon
R est égal o TR*H.

Suggestion.  De fait, le corps cylindrique déterminé par U =]0, 27[x]0, R[, B(u,v) =
(vcos(u),vsin(u),0), g = Hxy et e = (0,0,1) est égal pp au cylindre droit que nous

étudions, a un changement du systeme d’axes pres.O

Exemple. Volume d’un corps conique. Si le corps conique €2 admet la
représentation paramétrique

P(u,v,w) =S+ w(B(u,v) — S5) pour (u,v,w) € Ux]0,1]|

son volume est égal a
Vo = g// det (D, B,D, B, B — §)| du dv.0
U

Exercice. Le volume du cone droit de hauteur H et de base circulaire de rayon R
est égal a TR?H/3.

Suggestion.  De fait, le corps conique déterminé par U =|0,27[x]0, R[, B(u,v) =
(vcos(u),vsin(u),0) et S = (0,0, H) est égal pp au céne droit que nous étudions, & un

changement du systéeme d’axes pres.O

Exemple. Volume d’un corps de révolution. Si, a un ensemble négligea-
ble pres, le corps de révolution € admet la représentation paramétrique

P(u,v,w) = (|B(u,v) A e|cos(w), |B(u,v) A e|sin(w), (B(u,v), e)),

pour (u,v,w) € Ux]0,2x[, son volume est égal a
Vo zzw// B Ae||det ( D.[B el D,(B,e) )‘ du dv.
U

DB Ae| Di(B,e)
Si, en outre, on a B(u,v) = (0,y(u,v), z(u,v)) avec y(u,v) > 0 pour tout (u,v) € U,
cette formule devient

VQ:QW//U@,(U,U)

D,y D,z
det(D y Dz )' dudv.O

v v



Exercice. Traiter comme corps de révolution les deux exercices précédents.O
Exercice. Le volume de la boule de rayon R est égal a 4mR3/3.

Suggestion.  De fait, le corps déterminé par U =] — 7/2,7/2[x]0, R[, B(u,v) =
(0,vcos(u),vsin(u)) et e = (0,0, 1) est égal pp a la boule considérée, & un changement de
systeme d’axes pres.O

Exercice. Calculer la mesure du tore
T={(z,y,2) : d((2,9,2),C) <1}
ot C = {(2,y,0) : 2* + y* = R?} avec 0 <r < R.

Suggestion.  Pour imaginer une représentation paramétrique adaptée a ce calcul, il
convient de penser a la représentation géométrique suivante du tore: c’est I’ensemble
obtenu par la rotation du disque

{(@,0,2): (z = B)? + 2% <07}

autour de 'axe des z.
On est alors amené a introduire les parametres p, 6 et ¢ indiqués sur la figure ci-dessous.

»
-

x
On peut ensuite vérifier que
x = (R+ pcos(f))cos(yp)
y = (R+pcos(f))sin(y)
z = psin(f)

est un changement de variable régulier d’ordre infini entre un ensemble égal pp a T et

{(p,0,0) :0<p<r,0<0<2m,0<¢<2nm}.



Cela donne lieu a
B(pa 0) = (0, R+ p: cos(0), psin(0))

avec U =0, r[x]0, 27| d’ou
r 2w
mes(T) = 27r/ dp/ p(R + pcos(6))df = 2n°r*R.0
0 0

Exemple. Volume d’un conoide. Un conoide est un corps qui admet une
représentation paramétrique du type

P(u,v,w) = (wx(u,v),wa, z(u,v)) pour (u,v,w) e Ux]0,1],

avec a > 0, U = ouvert de R? et x(u,v), z(u,v) € C;(U). La base de ce conoide est
I'ensemble { (z(u,v),a, z(u,v)) : (u,v) € U}.

Cela étant, 'interprétation géométrique d’un conoide est claire: c’est 'union des
segments d’extrémités

B(u,v) = (z(u,v),a, z(u,v)) et (0,0, z(u,v))

pour (u,v) € U.
Le volume de ce conoide est égal a

g// det ( Dz D,z )‘ du dv.O
2 U

Dx Dz

v v
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