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Introduction

Ces notes constituent la base de cours que j’ai donnés durant I’année académique
1997-1998 comme cours a option a la licence en sciences mathématiques. Il s’agit
d’un cours d’analyse fonctionnelle de 30h + 10h et d’un cours de compléments de
méme importance horaire. Dans une telle situation, le choix se situe entre survoler
la matiere et s’attacher avec quelques détails a un theme particulier.

C’est franchement la seconde possibilité que j’ai choisie. Le leitmotiv est la
théorie spectrale des opérateurs linéaires compacts d’un espace de Banach dans lui-
méme. Ce sujet est quant a lui déja tres vaste et j’ai dii me limiter aux propriétés
fondamentales ...tout en ne pouvant résister a aborder certains compléments im-
portants. J’ai aussi cherché a motiver cette étude en m’attachant a la résolution des
équations de Fredholm et de Volterra.

Le premier chapitre contient une information de base sur les opérateurs linéaires
entre espaces vectoriels. Ici ce sont les opérateurs linéaires de rang fini qui sont
étudiés avec quelques détails.

Dans le (long) deuxiéme chapitre, les propriétés générales des espaces normés ou
de Banach sont étudiées. Ici les séries de Neumann sont développées pour résoudre
les équations du type (id—T)xz = f avec ||T|| < 1 et plus généralement les équations
de Volterra.

Le théoreme de Hahn-Banach et ses premieres conséquences constituent 1’essen-
tiel du troisieme chapitre ou se trouve également le théoreme de Krein-Milman.

Les théoremes de Banach-Steinhaus, de 'opérateur ouvert et du graphe fermé
figurent dans le chapitre quatre. On y trouve aussi une premiere approche de la
théorie spectrale des opérateurs linéaires compacts.

Afin de poursuivre cette étude et obtenir une description assez fine du spectre de
ces opérateurs (qui figure a la fin du chapitre 5), il faut introduire un minimum de
connaissances sur la topologie générale et les espaces localement convexes séparés.
Ceci est indispensable pour établir d’une part qu’un opérateur linéaire d’un espace
de Banach dans un autre est compact si et seulement si son adjoint est compact et
d’autre part que les noyaux et conoyaux des opérateurs K —Aid et K’ — Aid ont méme
dimension finie. A ce moment, le spectre ¢(K) d'un opérateur linéaire compact K
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d’un espace de Banach dans lui-méme est décrit comme étant une partie finie de C
ou ’ensemble des points d’une suite de C convergente vers 0 uni a {0}, tout élément
non nul de o(K) étant une valeur propre de K, dont I’ensemble des vecteurs propres
est un sous-espace vectoriel de dimension finie. C’est alors le moment de traiter des
exemples et de revenir aux équations de Fredholm.

Trois appendices terminent ces notes: un (court) sur l'axiome du choix et ses
équivalents, un deuxieme sur des éléments de la théorie spectrale dans les espaces
de Hilbert et le dernier sur les notions de base de quelques espaces fondamentaux
de suites.

Les textes placés entre les symboles “x —” et “— x” font appel a de la matiere
ultérieure et sont a réserver pour une deuxieme lecture.

J. Schmets



Chapitre 1

Quelques compléments sur les
espaces vectoriels

Convention. Dans tout ce qui suit, K désigne le corps des scalaires et est
toujours égal a R ou a C. En vue d’alléger le texte, nous disons espace vectoriel
a la place d’espace K-vectoriel, opérateur linéaire a la place d’opérateur K-linéaire,
... chaque fois que la propriété est valable pour K = R et pour K = C.

1.1 Espaces vectoriels

Tout espace C-vectoriel E est aussi un espace R-vectoriel, il est alors appelé
espace R-vectoriel sous-jacent a E et noté Er. La réciproque est bien entendu
fausse.

Un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E est une partie non vide L de F,
qui est un espace vectoriel pour les opérations + et - induites par E. Il suffit bien
stur d’avoir L + L. C L et ¢L C L pour tout ¢ € K.

L’ensemble des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel E:

a) contient {0} comme plus petit élément pour I'inclusion,

b) contient F comme plus grand élément pour l'inclusion,

¢) est fermé pour I'intersection.

Des lors, on peut introduire la notion d’enveloppe linéaire pour toute partie non
vide A de E comme étant I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui
contiennent A. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A; il est noté
span(A). On a tot fait de vérifier I’égalité

J
span(A):{chej:JENO;cl,...,cJGK;el,...,eJGA}.

j=1
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Une base de Hamel de I’espace vectoriel E est une partie B de E dont les éléments
sont linéairement indépendants et dont I'enveloppe linéaire est égale a E.

Théoreme 1.1.1 Toute partie A de l’espace vectoriel E, dont les éléments sont
linéairement indépendants, est incluse dans une base de Hamel de E.
En particulier, tout espace vectoriel admet une base de Hamel.

Preuve.  Soit A l’ensemble des parties de E, qui contiennent A et dont les
éléments sont linéairements indépendants. On vérifie aussitot que (A, C) est un
espace ordonné dont toute partie totalement ordonnée admet un majorant (a savoir
la réunion de ses éléments). Vu le lemme de Zorn, A admet un élément maximal
qui, bien sir, est une base de Hamel de F.

Le cas particulier est immédiat.y

Remarque.  Le théoreme précédent est un théoreme existentiel: il affirme que tout
espace vectoriel admet une base de Hamel. Ce n’est pas un théoreme constructif: il ne
procure aucun moyen de construire une base de Hamel.O

Si E est un espace vectoriel admettant une base de Hamel finie, on sait que
toutes ses bases de Hamel ont la méme cardinalité: c’est la dimension de E, notée
dim(F), et on dit que E est un espace vectoriel de dimension finie. Si l'espace
vectoriel E n’est pas de dimension finie, on dit qu’il est de dimension infinie et on
pose dim(F) = +oo.

Exercice. Dans R, déterminer l’enveloppe linéaire des ensembles {0} et {r} avec
re R\ {0}.0

Exercice. Dans R?, déterminer I’enveloppe linéaire de {1} et de {e1,€e2}.0
Exercice. Dans C, déterminer ’enveloppe linéaire de {0} et de {i}.0

Exercice.  Etablir que C(R) est un espace vectoriel de dimension infinie.

Suggestion. Les monomes ne sont-ils pas des éléments linéairement indépendants de
cet espace? Les fonctions e** avec ¢ € K ne sont-elles pas linéairement indépendantes dans
cet espace?d

Exercice. Etablir que Do (R) est un espace vectoriel de dimension infinie.O

Proposition 1.1.2 Un espace vectoriel de dimension finie n’est jamais union
dénombrable de sous-espaces vectoriels propres.
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Preuve.  Si ce n’est pas le cas, il existe un premier entier n € N tel que R" est
réunion dénombrable de sous-espaces vectoriels L,, tels que dim(L,,) < n pour tout
m € Ny. Il est clair qu’on doit avoir n > 1. De plus, on vérifie aussitot qu’on peut
supposer avoir L; ¢ L pour tous j, k € Ny distincts. On a donc Ly # Ly N Ly,
pour tout entier m > 2. Comme dim(L,) < n, L; n’est pas égal a U®_,(Ly N Ly,);
soit [; un élément de Ly \ US_o(L; N L,y,). Cela étant, soit e un élément de R™\ L;.
L’ensemble { e 4+ iy : € R} étant non dénombrable, il doit exister m € Ny et deux
nombres réels distincts s, t tels que e +rl; et e + sly appartiennent a L,,. Il s’ensuit
d’une part que l; € L,,, ce qui implique m = 1, et d’autre part que e € L,, donc
m # 1. D’ou une contradiction.y

1.2 Exemples d’espaces vectoriels

En plus des espaces vectoriels déja rencontrés précédemment tels que

Rn’(Cn’
CO<A)7 Cp([a7 b]>7 CP(Q>7 DP(Q)7
L(A), LD (A), Ly (), .

loc comp

il convient d’introduire quelques espaces de suites.
Etant donné des suites = (Z1)men, €t ¥ = (Ym)men, de K et un élément ¢ de
K, on peut introduire les suites

C-T = (cxm)mENo et =+ Y= (‘Tm + ym)mENo-

On a tot fait de vérifier que les opérations + et - ainsi définies sur ’ensemble w des
suites de K munissent w d’une structure d’espace vectoriel.

Exercice. Quelle est l'origine de w?0

Différentes parties de w sont tres intéressantes:
1) pour tout p € [1,400[, 'espace ¢ est ’ensemble des suites x telles que la série
S |wm|” converge,
2) l'espace £ est 'ensemble des suites bornées,
3) lespace ¢ est I’ensemble des suites convergentes,
4) T'espace ¢y est 'ensemble des suites qui convergent vers 0,

5) lespace ¢ est ’ensemble des suites finies de K, c’est-a-dire des suites n’ayant
quun nombre fini d’éléments non nuls.

Théoreme 1.2.1 Les espaces £, ¢, ¢y et ¢ sont vectoriels.y
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Pour étudier les espaces P que nous venons d’introduire, il convient de recourir
a quelques inégalités célebres.
Inégalité de Minkowski: pour tous p € [1,+oo[ et x, y € /P, on a

s 1/p o 1/p o 1/p
(z|xm+ym>|p> g(zw) +<z|ym|p) |
m=1 m=1 m=1

Inégalité de Hélder: pour tousp € |1, 400, z € P et y € (T avec 1/p+1/q =1,

on a
0o o) 1/p foe) 1/q
S o] < (z |xm|p) - (z w) .
m=1

m=1 m=1

Inégalité de Jensen: pour tous p, ¢ € [1,400] tels que p < ¢ et tout x € 7,

onax¢€fet
o 1/q 0 1/p
(Siar) = (Sr)
m=1 m=1

(Ces inégalités sont établies dans le cours d’Analyse mathématique de 1CSM&P;
cf. paragraphe relatif au logarithme népérien.)

Théoreme 1.2.2 Pour tout p € [1 + ool, (7 est un espace vectoriel.
De plus, pour tous p, q € [1,+o0] tels que p < q, on a

WCl ClPCl?CcyCcCl™Cuw.

Preuve.  La premiere partie résulte aussitot de I'inégalité de Minkowski.
La deuxieéme partie est claire, I'inégalité de Jensen procurant les inclusions ¢! C
P C 07 pour tous p, q € [1,+o0[ tels que p < qq

1.3 Opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces vectoriels.
Un opérateur linéaire de E dans F' est une application T': EF — F' telle que

T(ce) =cTe, VeeK,
T(61 -+ 62) = T€1 + T@Q,

donc telle que T(Z;.]:1 cje;) = Z}]=1 ¢;Te; pour toute combinaison linéaire d’élé-
ments de £.

Le noyau de T, noté ker(T), est I'ensemble T71{0} des éléments de F annulés
par T'. C’est un sous-espace vectoriel de F.
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L’image de T, notée im(7'), est I’ensemble T'E. C’est un sous-espace vectoriel
de F'.

Bien stur, 'opérateur linéaire T: E — F' est injectif si et seulement si I’équation
Tz = 0 admet 0 pour seule solution, c’est-a-dire si et seulement si ker(7") = {0}.

La détermination de la surjectivité (resp. l'injectivité) d’un opérateur linéaire
T: E — F est cruciale lors de la résolution d’une équation du type Tx = f: elle
détermine l'existence (resp. 1'unicité) d’une solution.

Exemples. La structure matricielle des opérateurs linéaires T": ¥ — F lors-
que les espaces vectoriels E et F' sont de dimension finie est bien connue. Mais nous
avons déja rencontré d’autres opérateurs linéaires tels que:

(1) L(D): C,(82) — Co(£2), ot L(D) est un opérateur de dérivation linéaire & coeffi-
cients constants d’ordre < p,

(2) [,-dx: L'(A) — C,

(3) f*-: LP — LP, pour tout f € L' et p € [1,+o0[ U {00},

(4) f*-: L?* — L*>, pour tout f € L2,

(5) F*: LY(R"™) — C(R™),

(6) IF=: L2(R") — L2(R"),

(7) T: Co([a,b]) »w [+ (fab 2™ f(x) dx)men, opérateur lié au probleme des mo-

ments (cf. cours de 2CSM&P).O

Exemple. Opérateurs de Fredhom de premiére espéce. Soit [a,b] un
intervalle compact de R et soit k£ un élément de Cy([a, b] X [a,b]). 1l est alors clair
que

b
K: Colla]) = Callastl) ()= [ ke (w)dy
a un sens et définit un opérateur linéaire.O

Exemple. Opérateurs de Fredhom de seconde espeéece. Soit [a,b] un
intervalle compact de R et soit k& un élément de Cy([a,b] x [a,b]). Il est alors clair
que

b
id = K Colfa,t) = Colla.t) )= £0) = [ kG ) dy
a un sens et définit un opérateur linéaire.0d

Exemple. Opérateurs de Volterra. Il s’agit du cas particulier des opé-
rateurs de Fredholm de premiere espece pour lesquels le noyau k vérifie 1’égalité
k(xz,y) =0siy > x; on a alors

Kﬂ@zf%@Mﬂw@,waﬂﬂ
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Théoreme 1.3.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels. Tout opérateur linéaire
T d’un sous-espace vectoriel L de E dans F' admet un prolongement linéaire de FE
dans F.

Preuve.  Soit B une base de Hamel de L. Nous savons qu’il existe une base de
Hamel C' de E, qui contient B. Tout élément e de F admet alors une décomposition
unique e = e; + ey avec e; € span(B) = L et ey € span(C' \ B). Cela étant, on
vérifie de suite que 'application

S:E—F e T€1
est un prolongement linéaire de T

On vérifie de suite que 'ensemble L(E, F') des opérateurs linéaires de £ dans F
est un espace vectoriel si on le munit de
a) la multiplication externe x définie par (¢ x T')- = ¢(T-) pour tout ¢ € K,
b) I'addition + définie par (T} + Ty)- = 17 - +T5-.

Dans le cas £ = F, on pose L(E) = L(E, E).

Exercice.  Quelle est 'origine de I’espace vectoriel L(E, F')?0
Théoréme 1.3.2 L’espace vectoriel L(E) est une algébre.y

Exercice. Etablir que 'opérateur linéaire T: £ — F
1) est un monomorphisme (c’est-a-dire que (S € L(G,E), TS = 0) = S = 0) si et
seulement si 1" est injectif,
2) est un épimorphisme (c’est-a-dire que (S € L(F,G),ST =0) = S =0) si et seulement
si T est surjectif,
3) admet un inverse linéaire & droite (35 € L(F, E) tel que T'S = idp) si et seulement si
T est surjectif,
4) admet un inverse linéaire & gauche (35 € L(E, F) tel que ST = idg) si et seulement si
T est injectif.O

Exercice. Etablir que
1) E={f € Cq(a,b]) : f(a) = f(b) =0} est un sous-espace vectoriel de Cs([a, b)),
2) T: E — Co([a,b]) f + D2f est un isomorphisme dont I'inverse est un opérateur &
noyau.

Suggestion pour 2): T est injectif car T'f = 0 implique f(z) = ¢o + c1x, or on doit
avoir f(a) = f(b) = 0; T est surjectif car Tu = f a pour solution

uw) = [ dy/ayf(z)dz—z__(j/ab iy [ 1z
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enfin T~! est un opérateur & noyau car une permutation de I'ordre d’intégration dans la
valeur de u(x) conduit a

b
u(z) = / k() f(y) dy

avec b
k(x,y) = 0N
<$ba)(yb) si z<y<b.
—a

Bien remarquer que le noyau k est continu sur [a, b] X [a, b] et symétrique (c’est-a-dire tel
que k(z,y) = k(y,x)).0

1.4 Produits et sommes directes finies

Théoreme 1.4.1 St Ey, ..., E; sont des espaces vectoriels en nombre fini, les
opérations

+ (H’le Ej) X (Hi:l Ek) —1I1-. B

((617"'76J)7(f17-"7fJ>>'—>(€1+f1,...,6J—|—fJ)
KXH;}:lEJ_)H}]:lEJ (07617---,€J)'—> (661,...,ceJ)

. J .
munissent [[;_, Ej d’une structure d’espace vectoriel.y

Définition. Si F4, ..., E; sont des espaces vectoriels en nombre fini, [’espace
produit fini H;le E; est I'ensemble H}]:1 E; muni de la structure vectorielle intro-
duite dans le théoreme précédent.

Soit E un espace vectoriel. Pour tous A, B C E et ¢ € K non vides, on pose
A+B={a+b:acAbeB} et cA={ca:ac A}.

rtir a, on peut évidemment introduir notion mbinaison linéair
A partir de la, on peut évidemment introduire la notion de combinaison linéaire de
parties non vides de E.

Remarque. 1l convient de se méfier des réflexes acquis lors de 'utilisation des com-
binaisons linéaires de nombres. Ainsi I’égalité A + B = C' 4+ B n’implique en général pas
A =C. (Quand est-ce vrai?)Od

Un cas particulier de I’addition recoit une attention particuliere: c’est celui de la
somme de sous-espaces vectoriels. Bien stir une telle somme est aussi un sous-espace
vectoriel.
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Théoreme 1.4.2 Si L et M sont des sous-espaces vectoriels de ’espace vectoriel

E, alors
T:LxM—L+M (I,m)—1l+m

est un isomorphisme d’espaces vectoriels si et seulement si LN M = {0}.

Preuve. 11 est clair que T' est une surjection linéaire. Cela étant, d’une part,
si T est injectif et si e € LN M, on a T(e,—e) = 0 donc e = 0. D’autre part, si
LNM={0}et T(l,m)=0,il vient | = —m € LN M donc [ =m =0y

Définition. Si L et M sont deux sous-espaces vectoriels de I'espace vectoriel
E tels que LN M = {0}, alors L + M est appelé somme directe de L et M, et est
noté L & M.

Théoreme 1.4.3 Soient L, M des sous-espaces vectoriels de [’espace vectoriel
E.

a) On a E = L ® M si et seulement si tout e € E admet une décomposition
unique e =l +m avece € E/ et m € M.

b) Si E= L& M, alors dim(F) = dim(L) + dim(M).

Preuve.  a) est direct et b) est connu pour £ de dimension finie. Pour conclure,
il suffit de constater que b) est trivial si L ou M est de dimension infinie.y

Si = L® M, on dit que M est un complément algébrique de L dans E ou méme
plus simplement un complément de L dans E si aucune confusion n’est possible. 1l
est clair qu’alors L est aussi un complément de M dans E. On dit également que L
et M sont complémentaires dans E.

Théoreme 1.4.4 Tout sous-espace vectoriel L de ’espace vectoriel E a un com-
plément algébrique dans E.

Preuve.  Soit B une base de Hamel de L. Nous savons qu’il existe une base de
Hamel C' de E, qui contient B. On vérifie alors directement que span(C'\ B) est un
complément algébrique de L dans E

Un projecteur linéaire de ’espace vectoriel E est un opérateur linéaire P: £ — E
tel que P? = P.

Théoreme 1.4.5 Soit E un espace vectoriel.

a) Si P est un projecteur linéaire de E, alors id — P est aussi un projecteur
linéaire de E et on a E = ker(P) @ im(P).

b) Si les sous-espaces vectoriels L, M de E sont complémentaires, alors ['opé-
rateur Pr qui, a tout e € E, associe l’élément unique l. € L pour lequel il existe
me € M tel que e = . + m,, est un projecteur linéaire de E tel que im(Pr) = L et

ker(Pr) = My
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Théoréeme 1.4.6 Soient E, F' des espaces vectoriels et T € L(E,F). Si M est
un complément de ker(T') dans E, alors la restriction de T a M est un isomorphisme
entre M et im(T). On a donc

dim(F) = dim(ker(7")) + dim(im(7")).x
Exemple. Sizg € [a,b], il est clair que
P: Co(la,b]) — Co([a, b)) | — f(x0)X[ay)
est un projecteur linéaire.O

Exemple. Etablir que 'opérateur “partie paire”

f(@) + f(=x)
2

est un projecteur linéaire. Quel est son noyau? Quelle est son image?O

P: Co([—a,a]) = Co([=a,a]) (Pf)(x) =

Exercice.  Si (Ly,)men, est une suite de sous-espaces vectoriels propres de méme
dimension [ > 1 d’un espace vectoriel E de dimension finie n, alors il existe un sous-espace
vectoriel M de E qui est complément algébrique dans F de chacun des L,,.

Suggestion.  Soit N l’ensemble des entiers j pour lesquels il existe un sous-espace
vectoriel M de E tel que dim(M) = j et M N L, = {0} pour tout m € Nyp. Vu la
Proposition 1.1.2, il est clair que 1 € N. Notons k la borne supérieure de N — on a bien
sir k € N et k < n. Il existe donc un sous-espace vectoriel M de E tel que dim(M) = k
et M N L, = {0} pour tout m € Ny. En fait, on a aussi M + L,, = E pour tout m € Ny
car sinon il existe un sous-espace vectoriel propre N de E tel que (M + L,,) N N = {0}
pour tout m € Ny donc tel que (M + N)N L, = {0} pour tout m € Ny, avec M + N # M,
ce qui est contradictoire avec k = sup N.O

1.5 Produits et sommes directes

Théoréme 1.5.1 Si{ E;:j € J} est un ensemble non vide d’espaces vectoriels,
les opérations

1o (H Ej> X (H Ej) — HEj ((e)jers (fi)jes) = (&5 + fj)jes

jed jed jed

Kox <H Ej) (¢, (ej)jer) = (cej)jes

JjeJ

. ) J ) -
munissent l’espace HjeJ E; d’une structure d’espace vectoriel.y
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Définition. Si {E;:j € J} est un ensemble non vide d’espaces vectoriels,
le produit direct |] jes By est cet ensemble muni de la structure d’espace vectoriel
introduite dans le théoreme précédent.

Théoréme 1.5.2 Si{ E;:j € J} est un ensemble non vide d’espaces vectoriels,

{(ej)jeJGHEj:#{jEJ:ej#@}GN}

jeJ

est un sous-espace vectoriel de HjeJ E;, appelé somme directe des E; pour j € J et
noté @JEJE] 1

Définition. Etant donné un ensemble non vide { £ : j € J } d’espaces vec-
toriels, on introduit pour tout k£ € J

a) la k-eme projection canonique

T : HEj — By (€))jes — ek,

jeJ
b) la k-éme injection canonique

e si ] = ku
it By — ®jes By e (e))jes avec ej = { 0 sinon

On vérifie de suite qu’il s’agit d’opérateurs linéaires tels que

_J0 sij#k

De plus, il est clair que, pour tout espace vectoriel F' et tout ensemble {7} : j € J }
d’opérateurs linéaires T; € L(F, E;), il existe un opérateur T' € L(F, H]EJ E;) et un
seul tel que

mjol =1T; Vjel

De méme, pour tout espace linéaire G et tout ensemble { R; : j € J } d’opérateurs
R; € L(E;,G), il existe un et un seul opérateur R € L(BjcsE;, G) tel que

ROLj:Rj, VJGJ
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1.6 Espace quotient

Proposition 1.6.1 Si L est un sous-espace vectoriel de [’espace vectoriel E, la
relation ~y, définie sur E X E par

e~p f<=e—fel

est une relation d’équivalence. Ses classes sont les ensembles e+ L, notées également
er, e~L ou méme e”~ si aucune confusion sur L n’est possible.
Les opérations d’addition

€L+fL:(6-‘rf)L, Ve, f € F,
et de multiplication par un scalaire
cer, = (ce)p, Vee E ceK,

sont définies sur l’ensemble des classes { ef, : e € E'} et le munissent d’une structure
d’espace vectoriel.y

Si L est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E, ['espace quotient de E
par L est 'espace vectoriel construit dans la proposition précédente. Il est noté
E/L.

On vérifie de suite que l'application s;: £ — FE/L définie par spe = ey pour
tout e € F est un opérateur linéaire surjectif, appelé surjection canonique de E sur
E/L.

Bien souvent, s’il n’existe pas d’ambiguité sur L, on écrit s en guise de sj,.

1.7 Structure des opérateurs linéaires

Théoréme 1.7.1 Soient E, F des espaces vectoriels et T' € L(E, F'). Pour tous
sous-espaces vectoriels L de E et M de F' tels que TL C M, il existe un opérateur
linéaire unique S: E/L — F/M tel que le diagramme suivant

e L F

st | 1 sm

E/L 2 F/M

soit commutatif.
De plus,
a) S est injectif si et seulement st T"'M C L,
b) S est surjectif si et seulement si im(T)+ M = F.
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Preuve.  Si un tel opérateur S existe, on doit avoir
Ser, = Sspe = syTe= (Te)y, Ve€FE,

ce qui assure son unicité.

Etant donné e;, e; € E tels que e; — es € L, on a nécessairement (Tey)y =
(T'ea)ps. On peut donc définir une application S: E/L — F/M par Sey, = (Te) .
On vérifie alors aisément que S est un opérateur linéaire.

De plus,

a) cet opérateur S est injectif si et seulement si tout e € E tel que Se;, = 0 (c’est-
a~dire tel que T'e € M) appartient a L,

b) cet opérateur S est surjectif si et seulement si, pour tout f € F, il existe e €
tel que (T'e)pr = fur, c'est-a-dire tel que f € Te + My

Théoreme 1.7.2 Soient E, F des espaces vectoriels et T € L(E,F). Il existe
une bijection linéaire T~ : E/ker(T) — im(T') et une seule telle que le diagramme

canonique

e LoF

sl 11

~

Efker(T) L5 im(T)

soit commutatif.y

Cela étant, si L est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel F, nous savons
que L admet un complément algébrique M dans E et qu’il existe un projecteur
linéaire P de E tel que im(P) = M et ker(P) = L. Nous savons donc que E/L
et M sont des espaces linéaires isomorphes; ils ont donc méme dimension, appelée
codimension de L dans E et notée codimp(L).

1.8 Suites exactes

Remarque.  Le théoreme de structure des opérateurs linéaires débouche naturelle-
ment sur les notions de complexes et de suites exactes courtes d’espaces vectoriels, que
nous n’allons qu’introduire ici.O

Définitions.  Un compleze d’espaces vectoriels est la donnée de suites (E;), ez

d’espaces vectoriels et (T; € L(E;, Ejt1)) ez d’opérateurs linéaires qui, pour tout
Jj € Z, est un complexe au degré j, c’est-a-dire vérifie T;7;_1 = 0. On le note

Tj 1 T;
.—>Ej_1 —>Ej—>Ej+1—>...
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S'il existe Jy € Z (resp. J; € Z) tel que E; = 0 pour tout j < Jy (resp. j > Ji), on
convient de ne pas écrire les E; pour j < Jy (resp. j > Jp).

Un tel complexe est ezxact au degré j € Z si im(T;_1) = ker(7};). C’est une suite
exacte s’il est exact en tout j € Z. En particulier, une suite exacte est courte si elle
s’écrit

0-ESF3G—0.

Définitions. Si E et F sont des espaces vectoriels et si T € L(FE, F),

a) le conoyau de T, noté coker(T), est le quotient F/im(T),
b) la coimage de T, notée coim(7T), est le quotient E/ker(T).

Proposition 1.8.1 a) Le complexe

est exact en F si et seulement si la bijection canonique T: coim(T) — im(T) est
une bijection entre coim(T") et ker(S).
En particulier,

a.1) le complexe 0 — E L F — ... est exact en E si et seulement si T est ingectif,

a.2) le compleze ... — E L F — 0 est ezact en F si et seulement si T est surjectif.

b) Le complexe
0-ELF3G—0
est une suite exacte courte si et seulement si les deuxr condition suivantes sont
réalisées:
i) T est injectif,
ii) l'opérateur unique R: coker(T) — G rendant le diagramme

Fo2 G

Sim(T) ! lid
coker(T) L& G/{0}

commutatif est une bijection.y

Exemples. 1) Le complexe 0 — E — 0 est une suite exacte si et seulement
si £ =0.

2) Le complexe 0 — F L F = 0 est une suite exacte si et seulement si 7' est un
isomorphisme.

3) Pour tout sous-espace vectoriel L de 'espace vectoriel E,
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est une suite exacte courte.
C’est méme le prototype des suites exactes courtes car si

0—>E1>Fi>G—>O

est une suite exacte courte, 7' induit un isomorphisme entre E et le sous-espace
vectoriel im(7") de F, alors que la bijection canonique S assure que F/im(T) est
isomorphe a G.O

Voici le lien entre les suites exactes courtes et le théoréme fondamental de
décomposition des opérateurs linéaires.

Théoréme 1.8.2 Si E, F' sont des espaces vectoriels et si T € L(E, F), alors
les suites

0 — ker(T) = E > coim(T) — 0
0 — coim(T") A im(T) — 0

0 — im(7) Ny
0 — ker(7") L E

sont exactes.y

1.9 Fonctionnelle linéaire, dual algébrique

Soit F un espace vectoriel.

Une fonctionnelle linéaire sur E est un opérateur linéaire de E dans K.

Le dual algébrique de E est I’'ensemble des fonctionnelles linéaires sur E; on peut
donc le noter £(E,K); on préfere cependant lui accorder une notation particuliere
telle que E*.

Etant donné e € E et e* € E*, nous allons adopter la notation (e, e*) pour
désigner la valeur que e* prend en e. (On trouve aussi d’autres notations telle que

e(e).)

Théoréme 1.9.1 Sie* est une fonctionnelle linéaire non nulle sur l’espace vec-
toriel E,
a) ker(e*) est un sous-espace vectoriel de codimension 1 de F,

b) im(e*) = K.

Preuve.  a) De fait, si e € E est tel que r = (eg, e*) # 0, on vérifie de suite
que P: E — E défini par e — %(e,e*> eg est un projecteur linéaire de E tel que
ker(P) = ker(e*) et im(P) = span({ep}).

b) est immédiat.y
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Une partie A de E* est séparante si, pour tout e € F non nul, il existe ¢* € A
tel que (e, e*) # 0.

Théoréeme 1.9.2 (séparation) Soit L un sous-espace vectoriel de l’espace vec-
toriel E. Pour tout ey € E'\ L, il existe e* € E* tel que (eg,e*) =1 et (l,e*) =0
pour tout | € L.

En particulier, E* est séparant.

Preuve.  Posons Ly = L + span({ep}). On vérifie de suite que
": Lo—K [+cegr—c

définit une fonctionnelle linéaire sur L. Cela étant, tout prolongement linéaire e* de
[* sur F convient.
Pour le cas particulier, il suffit de considérer L = {0}

Comme le dual algébrique E* d’un espace vectoriel E est un espace vectoriel, on
peut en considérer le dual algébrique E**, appelé bidual algébrique de E.
On vérifie de suite que, pour tout e € E,

Je: E* =K € (e, e)

est une fonctionnelle linéaire sur E* et que I’ensemble de ces fonctionnelles est une
partie séparante de E**.

Remarque.  Soit E un espace vectoriel.

a) Si E est de dimension finie, nous savons bien que {0, : e € E } est égal a E**; on
dit que E est algébriguement réflexif.

b) En fait, cette propriété caractérise les espaces vectoriels de dimension finie: si E
est de dimension infinie, l'inclusion {d. : e € E'} C E** est stricte. Soit B ={ej:j e J}
une base de Hamel de E. Pour tout k € J, soit e}, la fonctionnelle linéaire définie sur £
par (ej,e;) = 0, pour tout k € J. Il est clair que ces fonctionnelles e} sont linéairement
indépendantes. Cela étant, soit C' une base de Hamel de E*, contenant {e;: k € J}.
Soit alors 7 une fonctionnelle linéaire sur E* qui s’annule sur tous les éléments de C sauf
une suite d’éléments de {e;;: kK € J}. On conclut alors en remarquant que 7 ne peut pas
appartenir a {J. : e € F }.0

Proposition 1.9.3 Soit E un espace vectoriel.

Si J € Ny, siles ey, ..., e; € E sont linéairement indépendants et si L est
un sous-espace vectoriel séparant de E*, alors il existe e, ..., e € L tels que
(ej,er) =0, pour tous j, k€ {1,...,J}.

En particulier, si J € Ny et si les e], ..., e € E* sont linéairement indé-
pendants, alors il existe ey, ..., ey € E tels que (e;,ep) = 01 pour tous j, k €

(1,...,J}.
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Preuve.  Posons

L={((es,e"),...,{es,e")):e" € L}.

Bien siir, L est un sous-espace vectoriel de K’. En fait, on a méme L = K" sinon,
vu le théoréme précédent, il existe ¢ € K7 \ {0} tel que (L, ¢) = {0} donc tel que

J
Cj <€j7€*> = <Z Cj€j,6*> y Ve* € E,
1 j=1

ce qui est en contradiction avec le fait que £ est séparant. Des lors, il existe ej,
...e5 € L tels que

D I ) =(0,...,0,1,0,...,0
(<6176]>7 ’<€J7€j>) ( ) '7 )y Yy ) )
J

J
0=

J

pour tout j € {1,...,J}; ce qui suffit.
Le cas particulier a lieu car £L = {d.:e € F} est un sous-espace vectoriel
séparant de E** 3

Proposition 1.9.4 Soit I un espace vectoriel. Si J € Ny et si les ey, ...,
ej € Eetlesey, ..., e5 € E* sont tels que (ej, e}) = 0,1 pour tous j, k € {1,...,J},
alors

B

P:E—FE e~ <6,e;>ej

1

J
est un projecteur linéaire de E tel que im(Py) = span({ey,...,es}) et

R * * *\ %
Py: B* - E* e (ej,€") €]

M-

Il
—

j
est un projecteur linéaire de E* tel que im(Py) = span({e},...,e%}).
Preuve.  Tout est direct et immédiat.g

Proposition 1.9.5 Soient E un espace vectoriel et L un sous-espace vectoriel
séparant de E*.
SiJENy, e, ...,e; € FE etl* €L sont tels que

(le Ll (e,l)=...=(es,l) =0)= (I,I") =0,

alors il existe ey € span({ey,...,e;s}) tel que I* = d¢y|z-
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En particulier,

a) si J €Ny ete, e, ..., e; €E sont tels que
(le Ll {e,l)y=...=(es,l) =0) = (e,1) =0,
alors e appartient a span({e1,...,ez}).
b) si J € Ny et e*, €7, ..., €5 € E* sont tels que
(e € E,(e,e]) =...=(e,e) =0) = (e,e*) =0,
alors e* appartient a span({e7,...,e5}).

Preuve.  Nous pouvons bien sir supposer les eq, ..., e; linéairement indépen-
dants. Cela étant, il existe [y, ..., I; € L tels que (ej,l) = d;, pour tous j,
ke{l,...,J} et

J
Py: E* - E* € (ej,e")
j=1
est un projecteur linéaire de E*, d’'image égale a span({ly,...,l;}). Des lors, pour
tout [ € L, | — Pyl appartient bien str a £ mais annule aussi e, ..., e;. Il s’ensuit

que, pour tout [ € £, on a (I — Pl,I*) = 0 donc

J
<z,z* =) (1) 5ej> =0, VliecL.

j=1
Cela étant, pour ey = Z‘jjzl (1;,1%) ej, il vient O, | = I*.

Le cas particulier est une conséquence directe du résultat principal.g

Exemples. On vérifie de suite que
(1) pour tout y € w,

o0

*

ey.¢—>K x»—>§ TmYm
m=1

est une fonctionnelle linéaire sur ¢,
(2) pour tout y € £°°,

oo
62161—>K xr—>§ TmYm
m=1

est une fonctionnelle linéaire sur ¢},
(3) pour tout p € |1, +00] et tout y € ¢? avec 1/p+1/q =1,

o
e, ! =K xHmeym

m=1
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est une fonctionnelle linéaire sur /7,
(4) Iapplication
T:c— K xr—>li]1€rnxk

est une fonctionnelle linéaire sur c,
(5) pour tout y € ¢,

o0
e, 1=K x— meym
m=1
est une fonctionnelle linéaire sur /°°; sa restriction a ¢y ou a ¢ est donc aussi une
fonctionnelle linéaire sur cet espace,
(6) pour tout y € ¢,

e, w—K - meym
m=1
est une fonctionnelle linéaire sur w,
(7) pour tout xy € K,
0zo: Co(K) = K f— f(xo)

est une fonctionnelle linéaire sur Cy(K),
(8) pour tout g € L}(K),

Tg:CO(K)—>K fr—>/ngdx

est une fonctionnelle linéaire sur Cy(K),
(9) pour tous p € Ny, 29 € Q et a € N” tels que |a| < p,

e Cp() = K f—[D*fla

est une fonctionnelle linéaire sur C,(€2),
(10) pour tous p € Ny, K C €, g € Co(Q2) et a € N" tels que |a| < p,

e Cp(2) = K f|—>/Kg-D°‘fdx

est une fonctionnelle linéaire sur C,(€2).0

1.10 Opérateur adjoint

Soient E, F' deux espaces vectoriels et T € L(E, F).
Pour tout f* € F*, nous savons que

(T, fy: E—K
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est une fonctionnelle linéaire, comme composition de deux opérateurs linéaires. On
la note également T™ f* et ainsi T*: F* — E* est une application, appelée adjoint
de T, qui se révele aussitot etre un opérateur linéaire.

De nombreuses propriétés de 71" sont liées a celles de T™*. Cette étude repose sur
la considération des notions suivantes:

(1) a toute partie non vide A de E, on associe
At ={e" € E*: (Ae") ={0}},
(2) a toute partie non vide A de E*, on associe
Al ={ec E:{e,A) ={0}}.

On vérifie alors aussitot que A+ et AT sont toujours des sous-espaces vectoriels de
E* et de E respectivement.

Exercice. A quoi sont égaux les ensembles {0}*, B+, {0} et E*'70

Proposition 1.10.1 Soit E un espace vectoriel.

a) Pour toute partie non vide A de E, on a A C A+T.

b) Pour toute partie non vide A de E, on a A C AT+,

c) Pour toutes parties non vide Ay, Ay de E telles que Ay C Ay , on a A} D Ay
et AT C AyT.

d) Pour toutes parties non vides Ay, Ay de E* telles que A1 C As, ona Al D Ay
et ATH C AL,

e) Pour toutes parties mon vides A de E et A de E*, on a At = ALTL et
AT — ATJ_T'

Preuve.  a), b), c¢) et d) sont triviaux.

e) Traitons par exemple le cas de A; celui de A est analogue. D’une part,

At C AL résulte aussitot de b) appliqué a AL, D’autre part, on a A C A+ vu
a), donc AT D A+TL vu ¢). D'ou la conclusion g

Théoreme 1.10.2 Soit E un espace vectoriel.
a) Pour toute partie non vide A de E, on a A*T = span(A).

b) Si L et M sont des sous-espaces vectoriels de E tels que L+ = M*, alors
L=DM.

Preuve. a) Comme AT est un sous-espace vectoriel de E, contenant A, on
a déja ALT D span(A). De plus, s'il existe un élément ey dans AL" \ span(A),
nous savons qu’il existe ef € E* tel que (eg,ef) = 1 et (span(A),ef) = {0}. En
particulier, on a alors (A, e3) = {0} donc e} € AL, ce qui donne lieu & la contradiction
(g, €) = 0.

b) De fait, vu a), il vient successivement L = L1T = M+T = M 4
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Proposition 1.10.3 Soient E un espace vectoriel et A une partie non vide de
E*. On a alors AT+ = A si et seulement si, pour tout e* € E*\ A, il existee € AT
tel que (e, e*) # 0.

Preuve.  Comme on a toujours A'+ O A, la condition est équivalente a AT+ C
Adonc a E*\ A C E*\ AT+, Cela signifie que, pour tout e* € E*\ A, onae* ¢ AT+,
c’est-a-dire qu'il existe e € AT tel que (e, e*) # 0.4

Remarque.  Tout compte fait, ’énoncé précédent n’est qu'une tautologie!O

Une partie A de E* est algébriquement saturée si A = AT+, Cela exige que A soit
un sous-espace vectoriel de E£* mais cette condition n’est pas suffisante. Cependant
{0} et E* sont algébriquement saturés; plus généralement, pour toute partie non
vide A de E*, AT+ est algébriquement saturé.

Exercice. Etablir que, pour tout y € ¢,

oo
Tyic— K a:'—>2 T Ym

m=1

est une fonctionnelle linéaire sur c¢. Etablir que, pour A= {7, :y € ('}, on a AT = {0}
donc AT+ = ¢*. Etablir que

7:c— K x+— lim z,,
m—oQ

est une fonctionnelle linéaire sur c¢. Etablir que 7 n’appartient pas a A. Au total, A est
un sous-espace vectoriel de ¢*, qui n’est pas algébriquement saturé.O

Théoreme 1.10.4 Soient E, F' des espaces vectoriels.
SiT e L(EF), ona

(a) im(T)" = ker(T*),

(b) im(T) = ker(T™) ",

(c) T est surjectif si et seulement si T* est injectif.

Preuve.  (a) résulte aussitot de ce que (Te, f*) = (e, T* f*) pour tous e € E et
freFr.

(b) est une conséquence directe de (a): comme im(7") est un sous-espace vectoriel
de F, il vient im(7) = im(T)"" = ker(T%) .

(c) Siim(T) = F, il vient ker(T*) = im(T)" = F+ = {0} et T* est injectif. Si
T* est injectif, il vient im(T) = ker(T*)" = {0} = F y
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Théoreme 1.10.5 Soient E, F' des espaces vectoriels.
SiTeL(EF), ona

(a) ker(T) = im(T*) ",

(b) ker(T)" = im(T*),

(c) T est injectif si et seulement si T* est surjectif.

Preuve.  (a) résulte aussitot de ce que (Te, f*) = (e, T* f*) pour tous e € E,
freFr.

(b) Vu (a), on a déja im(T*) C im(T*) " = ker(T)". Inversement, si e* appar-
tient & ker(7')™, on peut introduire

F:im(T) - K Tew— (e, e*)

car, si ej, eg € F sont tels que Te; = Tey, on a e; — es € ker(T) donc (e, e*) =

(€9,€*). Cela étant, [* est une fonctionnelle linéaire sur im(7") et admet donc un

prolongement linéaire f* sur F*. Comme on a alors 7% f* = e*, on conclut aussitot.
(c) résulte aussitot de (a) et (b).x

Remarque.  Ces deux derniers résultats sont tres importants puisqu’ils caractérisent
I’injectivité et la surjectivité des opérateurs linéaires, notions fondamentales dans ’étude
de la résolution d’une équation du type Tx = f. Cependant en dehors du cas ou F et F
sont de dimension finie (on est alors ramené a un probleme d’algebre matricielle) et des
deux cas du paragraphe suivant, leur utilité est fort limitée par le fait que E* et '™ ne
sont pas caractérisés dans les cas pratiques (sauf pour le cas trivial de 'espace ¢). Pour
pallier ce handicap, il faut sortir d’une approche purement algébrique du probleme. C’est
ce que nous allons faire au chapitre suivant en introduisant des notions topologiques.O

Exercice. Si L est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E, établir que
a) l'adjoint de la surjection canonique s: E — E/L est un opérateur s*: (E/L)* — E*
qui est linéaire, injectif et tel que im(s*) = L*,
b) Popérateur R: E* — L* défini par e* — e*|f, est linéaire et surjectif.O

1.11 Equation Tx = f, premiere approche

Il existe deux cas élémentaires ou des méthodes algébriques simples permettent
de résoudre une équation du type Tx = f.

Définition.  Soient F/, F' des espaces vectoriels. Un opérateur linéaire T': E —
F est de rang fini s’il existe J € Ny, e}, ..., ey € E*et f1, ..., f; € F tels que

J

Te = Z <e, e;> fi, Vee L.

J=1
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Dans cette définition, remarquons que nous pouvons toujours supposer les ej,
..., e d'une part et les fi, ..., f; d’autre part linéairement indépendants. Si c’est
le cas, on dit que 'opérateur est écrit sous une représentation propre, ce qui n’assure
évidemment pas son unicité.

Proposition 1.11.1 Soient E, F' des espaces vectoriels. Un opérateur linéaire
T: E — F est de rang fini si et seulement si dim(im(7")) < oo.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Soit {fi,..., f;} une base de im(7"). Il existe alors
i, -0 [ € F* tels que (f;, fi) = 0, pour tous j, k € {1,...,J}. Dans ces
conditions, tout f € im(7T") s’écrit f = Z}]:1 <f, fj*> f;j. Des lors, il vient

J

J
Te=> (Te fi)fi=> (e,T°f;) f;, Ve€E,
j=1

Jj=1

ce qui suffit.g

Remarque. Dans la preuve de la suffisance de la condition, remarquons que les
T*ff, ..., T*f7 sont linéairement indépendants car Zgzl ctT™ fi = 0 entraine 0 =

<fj,Z}§:1 ckf,j;> = ¢; pour tout j € {1,...,J}.0

Proposition 1.11.2 Soient E, F' des espaces vectoriels.
St Z;]:l <-, e;> fj est une représentation propre d’un opérateur linéaire de rang
fini T de E dans F, alors

a) T = Y (i) €5,

)ker(T) ={ee€ E:(ee;)=0Vj<J},

c) ker(T*)={f*e F*: (f;, fY=0Vj < J},
d) im(T") = span({ f1,..., fs}),

e) im(7T™*) = span({ej, ..., e%}).

o

Preuve.  a) est direct.

b) et ¢) s’ensuivent aussitot.

d) L’inclusion C est triviale. L’autre résulte aussitot de lexistence de ey, ...,
ey € E tels que (e;, ex) = d;, pour tous j, k € {1,...,J}.

e) s’établit comme d).g
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1. Equation Tx = f avec 1" de rang fini

Vu ce qui précede, il est clair que si E, F sont des espaces vectoriels et si
T = Z}]:1 <-,e;> fj est un opérateur linéaire de rang fini de E dans F' mis sous
représentation propre, alors l'équation Tx = f admet une solution si et seulement
si f € span({fi,..., fs}).

De plus, si f € span({fi,..., fs}) et si on choisit des ey, ..., ey € E tels que
la matrice A d’éléments A = <ek,e;> soit inversible, alors l'équation Tx = f
a une solution particuliére unique xo € span({ey,...,e;s}). Cette solution s’écrit
Ty = Z;.Izlfjej si et seulement si & = (&,...,&y) vérifie équation A = € avec
f= ijlsjfj ete = (e1,...,€5).

Tout est connu sauf ce qui est relatif a xzy. Mais §’il existe une solution zy =
Z}]=1 &;e;, elle donne lieu a

J
Tay=f donc Z<Z§kek, j>fj > eifi=1
j=1

j=1

et inversement.

2. Equation (id — Tz = f avec T de rang fini

Position du probleme. Soient E un espace vectoriel et T: F — FE un
opérateur linéaire de rang fini dont 7T = ijl <-, e;f> f; est une représentation pro-
pre. Nous allons envisager d'une part la résolution de 'équation (id — T)z = f et
d’autre part les liens qui unissent les noyaux et images des opérateurs id — T et
(id—T)" =id — T*.

Résolution de I’équation (id — T)x = f. Si = est solution de 1'équation
(id = T)x = f, on a nécessairement x = f + Z}]:1 <$,e;>fj. Posons &; = <x,ej>
pour tout 7 =1, ..., J puis £ = (&,...,&;). En introduisant cette représentation
de x dans I'équation de départ, il vient

J J
> <5j —(fe) =D & <fk,e;f>) f;i=0
Jj=1 k=1
donc

J
Y b= (fe), Vi=1...J
k=1

en tenant compte de I'indépendance linéaire des fi, ..., f;. Si nous posons A;; =
<fk, J> et g; = <f, ej»> pour tous j, k € {1,...,J}, £ vérifie 'équation matricielle
— Al =¢.
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Inversement, si & € K7 est solution de I’équation & — A¢ = ¢, on vérifie de suite
que r = f + Z}']:1 &;f; est solution de I'équation (id — Tz = f.

Au total, nous avons obtenu le résultat suivant, ou nous utilisons les notations
que nous venons d’introduire.

Théoréme 1.11.3 L’équation (id—T)x = f admet une solution si et seulement
si léquation (id — A)€ = € en admet une.

Toute solution de l’équation (id — T)x = f a la forme x = f + ijlgjfj. De
plus, x = f—{—z;-]:l & f; est solution de (id—T)x = f si et seulement si & est solution
de (ld - A)f =€

Nous avons ainsi ramené la résolution de I’équation (id —7T")x = f & un probleme
algébrique élémentaire.

Comme T™ est aussi un opérateur linéaire de rang fini de £* dans E*, le théoreme
précédent s’applique également a I’équation (id — T*)z* = f*. Dans ce cas, on
remplace
a) le vecteur & par & = ((f1,z*),..., {(fs,2%)),

b) le vecteur e par * = ((f1, f*),..., (5, ),
¢) la matrice A par la matrice A* d’éléments A%, = (f;, ex).

Probléeme homogene. Vu ce qui précede, il vient
dim(ker(id — 7)) = dim(ker(id — A)) = J —rang(id — A)
= J—rang(id — A*) = dim(ker(id — A"))
= dim(ker(id — T7)),

car le rang d’une matrice est égal au rang de sa matrice transposée.
Nous avons donc déja le résultat suivant:

id — T est injectif <= id — T est injectif

0 0

id — T est surjectif id — T est surjectif

donc
id — T est bijectif <= id — T™ est bijectif.

Considérons a présent le cas ou id—7™ n’est pas injectif. Son noyau est cependant
de dimension finie; soit {aj,...,a’,} une base de ker(id — 7%); on a donc 0 < m <
J. Or (id — Tz = f admet une solution si et seulement si f € im(id —7T) =
(ker(id — T*)) ", c’est-a-dire si et seulement si (f,a}) = ... = (f,a*) = 0. Nous
savons qu’il existe des éléments ay, ..., a, € E tels que (a;, a;) = J;, pour tous j,
ke {l,...,m}. Cela étant, d’une part, nous avons

span({ay,...,a,}) Nim(id — T') = {0}
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car
chaj €im(id—T) = <chaj,a’,;> =c¢ =0, Vk=1,...,J,
j=1 j=1

et, d’autre part,
span({ai,...,ay}) +im(id —T7) = FE

car, pour tout e € F,
m
e— Z (e,a})a; € im(id = T).
j=1

Des lors, nous obtenons

dim(ker(id — 77)) = codimg(im(id — 7))
et, de la méme maniere

dim(ker(id — 7)) = codimpg-(im(id — 7)),
donc

codimpg(im(id — 7)) = dim(ker(id —T™))
= dim(ker(id — 7)) = codimpg«(im(id — T™)).

1.12 Rappel

Proposition 1.12.1 Si T est un opérateur linéaire de l’espace vectoriel E dans
lui-méme, alors

a) pour tous m, n € N et ¢, ¢ € K distincts, on a
ker((T — cid)™) C im((T" — ¢id)").

b) (ker(T™°))en est une suite croissante de sous-espaces vectoriels de E.

De plus, ker(T™) = ker(T™ 1) entraine ker(T™) = ker(T™) pour tout entier
m > mg et, dans un tel cas, on dit que la suite (ker(7™))men se stabilise et méme
qu'elle se stabilise en mg si mg est le premier entier pour lequel on a ker(77°) =
ker (7m0 ).
¢) (Am(7T™))men est une suite décroissante de sous-espaces linéaires de E.

De plus, im(T™) = im(T™ ) entraine im(T™) = im(T™) pour tout en-
tier m > mg et, dans un tel cas, on dit que la suite (im(7™))nen se stabilise
et méme qu’elle se stabilise en mg si mg est le premier entier pour lequel on a
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im(7™0) = im(T™o*1).

d) si les suites (ker(T™))men et (im(T™))men se stabilisent en my et ng respective-
ment, on a

moy = Ny,

im(7™) 4 ker(T"™) = E,

im(7™°) Nim(7™°) = {0}.

Preuve.  a) Pour tout e € ker((7 — cid)™), il vient
0= (T —cid)™e = (T — did + (¢ — ¢)id)™e

donc

m—1
o (¢ :1C>m JZ_; j!(mmi ) (¢ — ) (T — did)" Ve
= (T = id)P(T)e
pour un polynéme P. Cela étant, il vient
e = (T = cid)"P"(T)e

pour tout n € N puisque les polynémes T — ¢id et P(T') commutent.
b) 1l est clair que ker(T™) C ker(T™"!) pour tout m € N. De plus, ker(T™) =
ker(T™*1) entraine bien sir

ker(T™) = T 'ker(T™) = T 'ker(T™ ") = ker(T™*?),

ce qui permet de conclure aussitot.
c) Il est clair que im(7™*) C im(7™) pour tout m € N. De plus, im(7T™) =
ker(T™*!) entraine bien sir

im(7™) = Tim(T™) = Tim(T™") = im(T™"?),

ce qui permet de conclure aussitot.

d) Etablissons d’abord que mg < ng. Si ce n'est pas le cas, on a ng < myg
donc ker(T™) # ker(T™T!) et il existe e € F tel que T e = 0 et T™ # 0. De
im(7™) = im(7™°), on tire alors l'existence de f € E tel que T™e = T™ f donc tel
que Totle = Tmotl £ — () ce qui entraine la contradiction T™e = T™ f = (.

Etablissons ensuite que ng < mg. Si ce n’est pas le cas, on a mg < ng. De
im(7™) = im(T™*1), on tire que, pour tout e € E, il existe f € E tel que T™e =
T f done tel que T™ (e — T'f) = 0. Mais alors il vient 7™ (e — T'f) = 0 donc
im(7™°) C im(T™*1), ce qui est contradictoire.
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De la sorte, nous avons obtenu I’égalité my = ny.

Etablissons que im(7™°) + ker(7"™°) = E. De fait, pour tout e € E, il existe
f € E tel que T™e = T?™ f donc tel que e =T™ f + (e —T™ f) avec e — T™ f €
ker(77).

Enfin prouvons que im(7"°) N ker(7™°) = {0}. Si e est un élément de cette
intersection, il existe f € E tel que e = T™ f alors que T™e = 0. 1l vient alors
T?m0 f =0, ce qui implique 7™ f = 0, c’est-a-dire e = 0.4

Définitions. Si T est un opérateur linéaire de 1'espace vectoriel £ dans lui-
méme, la chaine engendrée par e € E\{0} est la suite (T™e),,en ot on pose T = e.
Une telle chaine est limitée s'il existe m € N tel que T™e # 0 et T™ e = 0, auquel
cas m + 1 est sa longueur, e est sa téte et T™e sa queue.

La preuve des propriétés suivantes, mise au point dans les espaces vectoriels de
dimension finie, s’étend directement au cas des espaces vectoriels généraux.

Proposition 1.12.2 Soit T un opérateur linéaire de [’espace vectoriel E dans
lui-meéme.

a) Les éléments d’un ensemble de chaines limitées sont linéairement indépen-
dants si et seulement si les queues de ces chaines sont linéairement indépendantes.

b) Si ker(T™) est de dimension finie, il admet une base constituée par les élé-
ments de chaines linéairement indépendantes de longueur < m.

c) Si les suites (ker(T™))men et (im(T™)),en se stabilisent en mg et si ker(T0)
est de dimension finie, alors ker(T™) est de dimension finie pour tout m € N et
dim(ker(7™)) = codimg(im (7)) pour tout m € Ny
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Chapitre 2

Espaces normés

2.1 Définition

Définitions.  Soit F un espace vectoriel.
Une semi-norme sur E est une fonction p: £ — R telle que

(a) p(ce) = |¢|p(e) pour tout ¢ € K,
(b) pler + €2) < ple1) + ple2).

Une norme sur E est une semi-norme p sur F telle que p(e) = 0 a lieu si et
seulement si e = 0. Le plus souvent, on abandonne alors la notation p au profit de
|||, le nombre p(e) étant noté ||e||.

Exemples. On vérifie directement que
1) le module est une norme sur R” et sur C",

2) ||z, = >o0°_, || est une norme sur ¢,

3

2], = O e |2, |[P)1/P est une norme sur 7 pour tout p € [1, oo,

Ot

| fll x = suPgek | f(x)] est une norme sur C(K),
6) | fll; = [, |f| dz est une norme sur L'(A),
7)WL, = (f4 [f]7 dx)'/P est une norme sur LP(A) pour tout p € [1, 0],

)
)
)
) 12]| oo = SUPen, [Tm| est une norme sur £>° donc sur ¢ et sur ¢,
)
)
)
8) 1 fllo. = supppp|f(x)] est une norme sur L>(A).0

Proposition 2.1.1 Soit E un espace vectoriel.

a) Si p, q sont des normes (resp. semi-normes) sur E et si v > 0, alors rp,
p+q, sup{p, q} et \/p*+ ¢ sont des normes (resp. semi-normes) sur E.

b) Si p est une semi-norme sur E et L un sous-espace vectoriel de E, alors

pr: E—R e+—>%2£p(e+l)
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est une semi-norme sur E.

c) SiT est un opérateur linéaire de E dans un espace vectoriel F' et si q est une
semi-norme sur F, alors q(T") est une semi-norme sur E.
En particulier, pour tout e* € E*, |(-,e*)| est une semi-norme sur E. g

Voici quelques propriétés fondamentales des normes et semi-normes.

Proposition 2.1.2 Si p est une semi-norme sur [’espace vectoriel E,
a) p(0) =0,
b) p(e) =0,
) p(Z}]=1 cjej) < Zj:l lcj| p(ej),
d) [p(e1) — ple2)| < pler —e2).

Preuve.  a) Il suffit de noter qu’on a p(0) = p(c0) = |¢| p(0) pour tout ¢ € K.
b) De fait, pour tout e € E, on a alors

0 =p(0) =p(e —e) < ple) + p(—e) = 2p(e).

(@]

¢) est immédiat par récurrence sur J.
d) résulte aussitot de la majoration

ple)=ple—f+f)<ple—=f)+p(f)a

Définition. Un espace normé est la donnée d’un espace vectoriel E et d’une
norme ||-|| sur E; il est noté (E, ||-||) ou méme tout simplement E si aucune confusion
sur ||-|| n’est possible.

Exemples. De la sorte R, C", ¢y, ¢, (}, (P, =, Co(K), L'(A), LP(A) et
L>(A) sont autant d’espaces normés (munis de leurs normes canoniques spécifiées
aux exemples précédents).0

Théoréeme 2.1.3 a) Si (E,||||) est un espace normé, l’application
dij: ExE =R (e, e2) — |ler — e
est une distance sur E telle que

{ djj(er —e,ea—e) = dj(er, e)
dH'H (cel, 062) = |C| dH.”(el, 62), Ve € K.

b) Inversement si la distance d sur l’espace vectoriel E est telle que

d(er —e,ea—e) = d(er, e)
d(cey,ces) = |c|d(er,es), VeeK,
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alors
['lg: E—=R e de,0)

est une norme sur F telle que d)., = d.
De plus, si (E,||"||) est un espace normé, on a ”'HdIHI = | a

Définition.  L’espace normé (E, ||-||) est 'espace métrique privilégié (E, d.).

Définitions. Si (F,||-||) est un espace normé, alors, pour tout r > 0, les
ensembles

biry={ecE:|e]|<r} e b<r)={ecE:|e||<r}

sont bien sur égaux respectivement a b(0;7) et b(0; < 7). Il sont appelés respec-
tivement boule fermée de rayon r et boule ouverte de rayon r (sans spécification
nécessaire du centre 0). Pour tout e € E et tout r > 0, on a évidemment

ble;r) =e+b(r) et ble;<r)=e+b(<r).

Théoreme 2.1.4 Si (E, ||-||) est un espace normé,

a) Uapplication
+: ExXE—FE (e,f)r—e+f

est uniformément continue,

b) lapplication
2 KXxE—FE (ce)r—ce

est continue,

¢) pour tout ¢ € K, Uapplication
M,:E—FE e~ ce

est uniformément continue,

d) Uapplication
[l : E—R e el

est uniformément continue.

Preuve.  Cela résulte aussitot des majorations

[(e1 + f1) = (e2+ )l < llev —ea| +[[fi = Lol
[ce —df|| < [e—dllle—fll +]c—dllf]l +[dl[le = fII .
[ce —cfll = lcllle—fl
el =LA < lle—fIl =
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Définitions. De méme, si p est une semi-norme sur 1’espace vectoriel E, alors,
pour tout e € F et tout r > 0, les ensembles

blesr)y={feE:ple—f)<r}etbles<r)={feE:ple—f)<r}

sont appelés semi-boules de centre e et de rayon r pour la semi-norme p (que nous
distinguerons plus tard en qualifiant la premieére de fermée et la seconde d’ouverte).

Voici quelques propriétés élémentaires des semi-normes et semi-boules.
Introduisons tout d’abord les notions de partie absolument convexe et de partie
absorbante d’un espace linéaire.

Rappel.  Une partie C' de 'espace vectoriel E est conveze si elle est non vide et si,
pour tous e, f € Cet r€]0,1,onare+ (1—r)f € C.

Nous savons que, si F et F' sont des espaces vectoriels et si 1" est un opérateur linéaire
de F dans F', alors
a) 'image par T' de toute partie convexe de F est une partie convexe de F,

b) si elle est non vide, 'image inverse par T" d’une partie convexe de F' est une partie
convexe de F.

De plus, tout espace vectoriel F est convexe et toute intersection de parties convexes
de E est convexe. Cela étant, [’enveloppe convere d’une partie non vide A de E est
I'intersection de toutes les parties convexes de E contenant A; c’est la plus petite partie
convexe de E contenant A, elle est notée co(A) et on a

J J
co(A): ZTjej:JENo,ejEA,Tj>Ovzrj:1
j=1 J=1

Définition.  Une partie A de 'espace vectoriel E est absolument convexe si
elle est non vide et si, pour tous e, f € A et ¢, d € K tels que |¢| +|d| < 1, on a
ce +df € A.

Si F, F sont des espaces vectoriels et si T est un opérateur linéaire de F dans
F', on vérifie de suite que
a) I'image par T' de toute partie absolument convexe de F est une partie absolument
convexe de F',

b) I'image inverse par T' de toute partie absolument convexe de F' est une partie
absolument convexe de E.

Définition.  Bien sur, tout sous-espace vectoriel de E est absolument convexe
et toute intersection de parties absolument convexes de E est aussi une partie ab-
solument convexe de E. Cela étant, nous pouvons introduire la notion d’enwveloppe
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absolument convere d’une partie non vide A de E comme étant l'intersection de
toutes les parties absolument convexes de E qui contiennent A; elle est notée I'(A).
On vérifie aisément que

J J
['(A) = {ch‘ej:JeNo;el,...,ejEA;C1,...,CJ€K;Z|CJ‘| Sl}.

j=1 j=1

Exercice. Si{A;:je J} est une famille de parties absolument convexes de l’es-
pace vectoriel E, établir que

D(Ujesdy) =4 D cjejiej € Ajiej €KY eyl <1 5.0
() )

Proposition 2.1.5 Si A est une partie absolument convexe de l’espace vectoriel

&

a) span(A) = U,~g r'A,
b)0<r<s=rACsA,

c) pa:span(A) - R e — inf{r>0:e€rA} est une semi-norme sur span(A)
telle que

{eespan(A) : pale) <1} C AC {eespan(A) : pale) <1}.

Preuve.  a) L’inclusion D est claire. Inversement, pour toute combinaison
.. . J 12 . R o . J N
linéaire e = 3 5_, ¢je; d’éléments de A, on a bien sir e =0 € Asi ) 5, [¢j| =0 et

i :Z]: (Zme) ei|ck|A

k=1 j=1 k=1

sinon.

b) est clair.

¢) Bien sir, ps est a valeurs dans [0, +00[. De plus,
i) pour ¢ = 0, il vient pa(ce) = pa(0) = 0 = |¢| pa(e) pour tout e € span(A). Pour
tous ¢ € K non nul et e € span(A), on a ce € rA si et seulement si e € (r/|c[)A
Au total, on a pa(ce) = |c|pa(e) pour tous ¢ € K et e € span(A).
ii) pour tous e, f € span(A) et tous r > pa(e) et s > pa(f),onae+ ferA+sA=
(r+s)A donc pa(e+ f) < r+s. On en déduit aussitot que pa(e+ f) < pa(e)+pa(f).
Des lors p4 est une semi-norme sur span(A).

Les inclusions sont immédiates.y

Exercice. Si A est une partie absolument convexe de ’espace vectoriel F/, quand
a-t-on by, (< 1) = A? b,,(1) = A?0
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Définitions.  Une partie A de 'espace vectoriel E
a) absorbe B C E s'il existe r > 0 tel que B C cA pour tout ¢ € K tel que |¢| > 7,
b) est absorbante si elle absorbe tout élément de E.

Exercice. a) Etablir qu'une partie absolument convexe A de l'espace vectoriel E
absorbe B C FE si et seulement g’il existe ¢ € K tel que B C cA.
b) Etablir que span(A) = E pour toute partie absorbante A de E.O

Proposition 2.1.6 Si p est une semi-norme sur l’espace vectoriel F,
a) by(e;r) =e+by(r) et byle;<r)=e+by(< ),
b) b,(r) =rb,(1) et by(< r) =71by(< 1),
) by(r) et by(< r) sont absolument convezes et absorbants,

(@]

d) si la partie absolument convere A de E contient b,(e;r) (resp. by(e; < 1)), alors
A contient aussi by(r) (resp. by(< 1)).

Preuve.  a), b) et ¢) sont immédiats.
d) Comme A est absolument convexe, il contient également —b,(e;r) (resp.
—by(e; < 1)). Des lors, pour tout f € b,(r) (resp. f € by(< 1)), il vient

e+f,—e—l—fEAdoncf:%(e+f)+%(—e—|—f)eA..

La comparaison de semi-normes sur un espace vectoriel est régie par le résultat
suivant.

Proposition 2.1.7 Soient p, q des semi-normes sur l’espace vectoriel E. Pour
tous r, s > 0, les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) by(r) C by(s), c’est-a-dire p(e) <r = q(e) <s,
(b) by(< 1) Cby(< s), cest-a-dire p(e) < r = q(e) < s,
(©) a() < 2p(-) sur E.

Preuve.  (a) = (c). Sip(e) =0, on a p(ce) = 0 pour tout ¢ € K, donc g(e) =0
et la majoration a lieu. Si p(e) # 0, il vient

P (Ti) < r donc ¢ (ri> < s
ple)) — ple)) =7
ce qui suffit.

(c) = (b) est trivial.
(b) = (a). Sip(e) <r, il vient p((1 —e€)e) < r donc ¢((1 — ¢)e) < s pour tout
e €10, 1[, ce qui suffit.y
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Proposition 2.1.8 Soit E un espace normé.
Si L est un sous-espace vectoriel de F,

a) [°=FEsiL=F; L°=0si L+F,
b) L~ est un sous-espace vectoriel fermé de E.

Si A est une partie convexe (resp. absolument convezre) de F,
a) A° est une partie conveze (resp. absolument conveze) de E,
b) A~ est une partie conveze (resp. absolument convexe) de E g

Définitions. Si A est une partie non vide de l’espace normé E, il est donc
licite d’introduire les notions suivantes:

a) lenveloppe linéaire fermée de A est I'intersection des sous-espaces linéaires fermés
de E contenant A; on a tot fait de vérifier qu'il s’agit de I'adhérence de span(A),
notée span(A),

b) lenveloppe conveze fermée de A est 'intersection des parties convexes et fermées
de E contenant A; on a tot fait de vérifier qu'il s’agit de 'adhérence de co(A), notée
co(A),

c) l’enveloppe absolument convere fermée de A est 'intersection des parties absolu-

ment convexes et fermées de E contenant A; on a tot fait de vérifier qu’il s’agit de
I'adhérence de I'(A), notée I'(A).

Exercice. Etablir que I’adhérence du sous-espace linéaire ¢ de £°*° est égale a ’en-
semble cy.0

Exercice. Etablir que I'adhérence du sous-espace vectoriel Do(R) de I’espace normé
(FB(R), ||.|lg) est égale a I'ensemble Cpo(R).0

2.2 Espaces de Banach

Rappel.  Soit E un espace normé.

Une suite e, de E converge dans E vers ey si eg appartient a E et si ||ey, —egl| — 0
si m — oo; on dit que ey est limite de la suite e,,. Une telle limite est unique et on a
[lemll — lleoll-

Toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la méme limite.

Toute combinaison linéaire de suites convergentes dans E converge dans E vers la
combinaison linéaire correspondante des limites.

Une partie de E est fermée si et seulement si elle contient la limite de toutes ses suites
convergentes.

Une suite ey, de F est de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que, pour
tous entiers r, s > M, on a |le, — e4|| < e.

Toute suite convergente est de Cauchy.
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Si une suite de Cauchy contient une sous-suite convergente, alors elle converge.

Une partie A de F est séquentiellement compléte — en abrégé sq-compléte — si toute
suite de A qui est de Cauchy dans F converge dans E vers un élément de A.

Un espace de Banach est un espace normé séquentiellement complet.

Exemples. Nous savons déja que les espaces normés
R™ C", Co(K),L*(A),L*(A),L>(A)
sont séquentiellement complets donc sont des espaces de Banach.O

Exercices. Etablir que les espaces normés cg, ¢, £1, P pour p € |1, 4+o0[ et £>° sont
séquentiellement complets donc sont des espaces de Banach.

Suggestion. Pour cg et ¢, c’est direct. Pour ¢, /2 et £, les démonstrations relatives
aux espaces L', L? et L™ peuvent s’adapter tout en se simplifiant considérablement.O

Définition.  Une série > ~_, e, de I'espace normé E est absolument conver-
. s /. 7 N L (e 9]
gente si la série numérique réelle a termes positifs > *_, |le,|| converge.

Théoreme 2.2.1 Un espace normé est de Banach si et seulement si toutes ses
séries absolument convergentes convergent.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si )~ e, est une série abso-
lument convergente de ’espace normé (E, ||-||), elle est de Cauchy car, pour tous 7,
s € Ny tels que r < s, on a

T s s s
LD S N 1 DI = i
m=1 m=1 m=r+1 m=r+1

alors que la série >,

La condition est suffisante. Soit e,, une suite de Cauchy d’un espace normé
(E,]|-]|) ou toute série absolument convergente converge. Pour conclure, il suffit
de prouver que cette suite contient une sous-suite convergente. Or de cette suite
€m, NOUS pouvons extraire une sous-suite ey, telle que, pour tous p, ¢ € Ny tels
que p < ¢, nous ayons |lexp) — €rq)l| < 27P. Cela étant, posons fi = eyq) puis
fm = €k(m) — €km—1) pour tout entier m > 2. D’une part, on vérifie trivialement
que la série Y °_, f, est absolument convergente donc converge. D’autre part, pour
tout 7 € Ny, on a évidemment > _, f,, = ex(). Dot la conclusion.y

lem|| converge donc est de Cauchy.
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2.3 Opérateurs linéaires continus

Théoreme 2.3.1 Si (E, ||-||z), (F,||-]|) sont des espaces linéaires normés et si
T est un opérateur linéaire de E dans F', les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) T est continu,
(b) T est continu en 0,
(c) il existe C > 0 tel que ||T-||p < C'-|| -

Preuve.  (a) = (b) est trivial.

(b) = (c). Pour tout voisinage V' de T0 = 0, il existe un voisinage U de 0 tel
que TU C V. Pour V = b(1), il existe donc r > 0 tel que Tb(r) C b(1). On a alors

lellz <7 = [Tellp < L donc [|Te|lp < 7 llellp, VeeE,
ce qui suffit.
(c) = (a). De fait, pour tout ey € E et tout r > 0, I'image par T" de b(eq;r/C')
est incluse dans b(T'eg; ) vu que

le—colls < & = [Te = Teoll[p = [|T(e = eo)llp < Clle = eoll p < ra

Définition. Si (E,||-||z), (F,|-||z) sont des espaces normés et si T' est un
opérateur linéaire continu de F dans F', on a bien sur

Te
sup ” HF = sup HT€||F: sup HT€||F
40 |lellp  ocpelp< lell =1

et ce nombre, noté || T, est la borne inférieure de 1’ensemble des nombres C' > 0
tels que ||T-||p < C'||-||z- Ce nombre ||T'|| est appelé la norme de T'; il est tel que

[Tellp < Tl llellz, Vee E,
et cette majoration ne peut étre améliorée.

Notation. Si E et F' sont des espaces normés, L(E, F') désigne ’ensemble des
opérateurs linéaires continus de E dans F.
Bien sur, on écrit plus simplement L(£) a la place de L(E, F).

Théoréme 2.3.2 Si E, F sont des espaces normés, alors (L(E, F), ||-||) est un
espace norme.

Si, en outre, F' est un espace de Banach, alors L(E, F) est aussi un espace de
Banach.
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Prewve. SiT, Re€ L(E,F) et c € K, on vérifie de suite que:
a) cT est un opérateur linéaire de E dans F tel que ||cT|| existe et est égal a |c| ||,
b) T+ R est un opérateur linéaire de E dans F tel que ||T + R|| existe et est majoré
par || + IR,
c¢) [|[T]| = 0 implique 7" = 0.
Il en résulte que L(F, F') est un espace linéaire sur lequel ||| est une norme.

Si F est un espace de Banach, établissons que L(E, F') est un espace de Banach.
Soit T}, une suite de Cauchy dans L(E, F). Pour tout e € E, la suite T,,e est alors
de Cauchy dans F' car on a

[Tve = Tee|| = (T = To)ell < 1T, — Tall llell ;

désignons par T'e sa limite. De la sorte, nous avons introduit une application T': F —
F dont on a tot fait de vérifier qu’elle est linéaire. Elle est aussi continue: il existe
C > 0 tel que || T,,]] < C pour tous m € Ny donc tel que

ITe = tim |[Tell < lim [Tl le] < C llell, Ve € E,
m—0o0 m
ce qui suffit.g

Théoreme 2.3.3 Soient E/, F', G des espaces normeés.

SiT e L(E,F) et Re L(F,G), alors RT appartient a L(E,G) et on a ||RT| <
IR] 7).

De plus, si la suite T,, converge vers T dans L(E, F) et si la suite R, converge
vers R dans L(F,Q), alors la suite R,,T,, converge vers RT dans L(E,G).

En particulier, L(E) est une algébre normée et méme de Banach si E est de
Banach.

Preuve.  Bien sur, RT est un opérateur linéaire continu, comme composition
de deux tels opérateurs. De plus, pour tout e € E, on a successivement

[RTel| < [[RI[ | Tell < IR T [le]

done |[RT|| < [[R[ T
Cela étant, la deuxieme assertion résulte aussitot de ce que

< |Rwm = RIHTwll + [|RI[ [T = Tl

Définitions. Si E et F sont des espaces normés, la convergence dans L(E, F)
est souvent appelée convergence forte ou convergence en norme, par opposition a la
notion suivante.

La suite T,,, de L(FE, F) converge ponctuellement ou converge simplement vers
T e L(E,F)sionaT,,e — Tepourtout e € E. Il s’agit d’une notion de convergence
plus faible qui jouit cependant d’un certain nombre de propriétés intéressantes.
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Exercice. Si E, F, G sont des espaces normés, si les suites T,,, R,, convergent
ponctuellement vers T, R dans L(E, F), si la suite S,, converge ponctuellement vers S
dans L(F,G) et si la suite ¢,, converge vers ¢ dans K, établir que:

a) la suite ¢, T},, converge ponctuellement vers ¢T' dans L(E, F),
b) la suite T}, + R,, converge ponctuellement vers 7'+ R dans L(E, F).

Cependant la suite ||T;,|| peut ne pas converger vers ||T'||: de fait, si on introduit

Tom:co—co ar—(0,... am,Qmnil,--.),
———

m

on a tot fait de vérifier que T, est un opérateur linéaire continu de ¢y dans lui-méme, de
norme 1, et que la suite T;,, converge ponctuellement vers 0.0

Théoreme 2.3.4 St E et F sont des espaces normés, un opérateur surjectif
T € L(E,F) admet un inverse continu si et seulement s’il existe C > 0 tel que
lel| < C'||Te|| pour tout e € E.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire vu que
el = [|T7'Te|| < ||T7"|| | Tell, Vee€ E.

La condition est suffisante. Il est clair que T est injectif; ¢’est donc une bijection
linéaire entre F et I’ et tout revient a établir que son inverse est continu. Or on a

Tl < cllTT i = Clrl Ve r
ce qui suffit.g

Définition.  Deux normes ||-||; et ||-||, sur un espace vectoriel E sont équiva-
lentes si les espaces (E, ||-]|;) et (£, |-]|,) ont la méme topologie, c’est-a-dire s’ils ont
les mémes ouverts.

Cela a donc lieu si et seulement si les opérateurs

id: (B, [I1l) = (B, -l et id: (B, [1-ly) — (B 1-1y)

sont continus, * — c’est-a-dire si et seulement si id est un isomorphisme entre

(£ 1111y) et (B, [-lly) < *.
On a donc le résultat suivant.

Théoréeme 2.3.5 Deux normes ||-||, et |||, sur un espace vectoriel E sont équi-
valentes si et seulement s’il existe des constantes Cy, Co > 0 telles que ||-||; < Cy |||,
et |-l < Ca -,
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2.4 Résolution de I’équation (id — Tz = f,
méthode de Neumann
Théoreme 2.4.1 Soit E un espace de Banach.

Si T € L(E) vérifie |T]| < 1, alors id — T € L(E) admet un inverse linéaire
continu tel que

[d = 1)~ < =

En fait, on a
ZT’“ =(id—1)"

et les magjorations
M+1
o

< VM € Ny.
=1z 1|7’

d-17)" =) 1"

La série > ~_, est appelée série de Neumann de T.

Preuve.  Comme on a ||[T™| < ||T||"™ pour tout m € Ny, la série de Neumann
de T est absolument convergente dans I'espace de Banach L(E) donc converge dans
cet espace. Notons S sa limite. Comme nous avons

ZT’”

il vient ||S|| < 1/(1 —||T||). De plus, pour tout e € E, il vient successivement

< Z 7)™ HTH VM € Ny,

M
Sid—T)e = J\}EHOOZ_T (id —T)e
= lim (e —TM*e) = ¢

M—o00

et, de manieére analogue, (id — T')Se = e. Pour conclure, il suffit alors de noter que

oy o
Sroyr| | 5 o] <1
m=0 m=0 m=M+1 N H ||

Rappel.  Dans une algebre normée (A, ||-||), pour tout a € A, la suite Hamﬂl/m con-

verge vers inf{||a*||'/%: k € Ng}. (cf. Analyse mathématique, cours de 1CSM&P, § Exem-
ples d’étude de la convergence d’une suite.)
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Remarque.  Soit E un espace de Banach. Si T € L(E) est tel que limy,—oo [|[T™[|Y/™ <

1, alors la série de Neumann de T' converge dans 'espace de Banach L(FE) car elle est
absolument convergente. Cette remarque conduit au résultat suivant.O

Théoreme 2.4.2 Soit E un espace de Banach.
Si T € L(E) est tel que limp,_o ||[T™]|"™ < 1, alors id — T € L(E) admet un
wverse linéaire continu donné par la série de Neumann de T g

Application. Soit K un opérateur de Volterra: on a donc un intervalle com-
pact [a,b] de R, une fonction k continue sur [a,b] X [a,b] telle que k(z,y) = 0 si
y > x et K est défini par (K f)(z) = [ k(z,y)f(y)dy pour tout = € [a,b]. Cela
étant, on vérifie de suite que, pour tout entier m > 2, on a

5w - | ke, y)f) dy, Vf € Colla,b]),

les k., € Co(la,b] X [a,b]) étant définis par la récurrence ky = k et, pour tout entier
m > 2,
0 si a<lzx<y<b

bin(2,y) = / k(i a(ty)dt si a<y<az<b
Yy

On en déduit aisément que

m |‘T — y|m_1
‘km(mayﬂ < HkH[a,b]X[a,b] ) (m _ 1)! ’ Vm > 2,Vx,y € [a7 b]'
De la, on tire de suite que
m m (b_ a’)m
e

1/m

donc que lim,, . [[K™] 7™ = 0. Au total, nous venons d’établir le résultat suivant.

Théoreme 2.4.3 St K est un opérateur de Volterra, ['opérateur id — K admet
un 1nverse linéaire continu donné par la série de Neumann de K g

Voici une autre conséquence fort importante du premier théoreme de ce para-
graphe.

Théoreme 2.4.4 Soit E un espace de Banach.

L’ensemble G des éléments de L(FE) qui admettent un inverse continu est un
ouvert de L(E) et un groupe pour la composition.

De plus, si la suite T,, de G converge vers T € G dans L(F), alors la suite T,
converge vers T—! dans L(E).
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Preuve. 1l est clair que G est un groupe pour la composition.

Etablissons a présent que G est un ouvert de L(E). Soit Ty un élément de G;
nous avons bien siir || 75| > 0. Cela étant, on a Ty + b(< 1/||Ty"||) € G car, si
T € L(E) vérifie |T — Ty|| < 1/||T; ], de

T=Ty,— (T —T) =To(id — Ty "(Ty = T))

avec Ty YTy —T) € L(E) et || Ty 1 (Ty — T)|| < 1, on déduit aussitot que T admet un
inverse continu.

Enfin soit 7}, une suite de G qui converge dans L(FE) vers Ty € G. Pour m
suffisamment grand, on a donc ||}, — Tp|| < 1/||Ty || et par conséquent

T = (d—Ty,y (Ty — T,)) 'yt

= Tyt + ) (T3 (T = Ta)* T3 !
k=1
d’ou on tire Ty — T
T—l_T—l < 0 tm T_1 2’
H m 0 H -1 HTO—1|| ||To _Tm“ H 0 ‘

ce qui suffit.g

Voici une application de ce dernier résultat, qui sera largement complétée par la
suite.

Application. Considérons une équation de Fredholm de seconde espece: on
a un intervalle compact [a,b] de R, une fonction k continue sur [a,b] X [a,b] et une
fonction continue f sur [a, b]. Tout revient a trouver g € Cq([a, b]) tel que g—Kg = f
pour

K: Col[a,B]) — Col[a,b])  (KR)() = / k(- y)h(y) dy.

Si id — K admet un inverse linéaire continu, on peut effectuer le raisonnement
suivant. Vu le théoreme de Stone-Weierstrass, il existe une suite p,, de polynomes
sur R?, qui converge uniformément sur [a,b] x [a,b] vers k. Pour tout m € Ny,
introduisons

b
B Co(la, b)) — Co([a, b))  (Bnh)(") =/ P (- y)(y) dy;
c’est un opérateur linéaire continu de Cy([a,b]) dans lui-méme et on a tot fait de
vérifier que
1(d = Fn) — (id = K)|| = [[Pn — K|
< (b—a)llpm — k“[a,b]x[a,b] :
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Il s’ensuit que, pour m suffisamment grand, id— P,, admet un inverse linéaire continu
et que la suite (id — P,,)~! converge vers (id — K)~! dans L(E). On a donc en
particulier
g =(1d—P,)"' f = (id = K)"'f =¢.

Qu’a-t-on gagné?

Si on sait résoudre aisément les équations de la forme (id— P,,)g,, = f, on obtient
aisément des approximations de g.
Est-ce possible?

Oui car P,, est un opérateur tres particulier.

Si p est un polynome sur R?, on peut évidemment 1’écrire sous la forme p(x,y) =
Z}]:1 q;(z)r;(y) avec q1, ..., qs, 11, .., g € Co([a,b]) et J € Ny. Cela étant, pour
tout h € Cy([a, b)), il vient

J b
P = [ Bk dy- oz

c’est-a-dire que P est un opérateur linéaire de rang fini de Cy([a, b]) dans lui-méme.

Quand id — K admet-il un inverse linéaire continu?
Nous allons étudier cette question en détail au chapitre 5. Cependant no-
tons déja que nous savons que la réponse est positive si ||K| < 1 ou mieux si

limy, oo [|K™[Y™ < 1. Or il est clair que || K| < (b— a) 111l 0, .01

2.5 Opérateurs (relativement) ouverts

Définitions. Soient F, F' deux espaces normés.
Un opérateur linéaire T" de E dans F' est

a) relativement ouvert si 'image par T' de tout ouvert de E est ouverte dans im(T),

b) ouvert si 'image par T" de tout ouvert de F est ouverte dans F', c’est-a-dire si et
seulement si T est relativement ouvert et surjectif.

Théoreme 2.5.1 Si E et F sont des espaces normés et si T est un opérateur
linéaire de E dans F', alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(a) T est relativement ouvert,
(b) il existe n > 0 tel que bp(< n) Nim(7T) C Thr(< 1),
(c) il existe C > 0 tel que

inf |le+h| <C|Te|, VeekFE.
heker(T)
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Preuve.  (a) = (b) est trivial.
(b) = (c). Pour tout e; € E tel que ||Te;| < n, il existe alors e; € bg(< 1) tel
que Te; = Tey. Comme e — ey appartient a ker(7), il vient

[Ter| <n = inf fle+ ]l < fles + ez —e)] <1

et cette implication entre semi-normes sur £ indique que C' = 1/ convient.
(c) = (a). Pour tout élément ey d'un ouvert Q de FE, il existe r > 0 tel que
bg(eo; ) C Q. Dans ces conditions, (c) implique que

bp(Tep; < r/C)Nim(T) C Thg(ep;r) C Ty

Corollaire 2.5.2 Tout projecteur linéaire d’un espace normé est relativement
ouvert.

Preuve.  De fait, si P est un projecteur linéaire de 'espace normé FE il vient

inf |le+h| < ||Pe||, VecE,
heker(P)

car —e + Pe appartient a ker(P).y

Proposition 2.5.3 Soient E, F des espaces normés et soient des opérateurs
TeL(EF)etSeL(FFE) tels que ST € L(FE).

a) Si S est relativement ouvert et injectif, alors T est continu.

b) Si T est relativement ouvert et surjectif, alors S est continu.

Preuve.  a) De fait, pour tout ouvert Q de F,
T'Q=T""'5715Q = (ST)7'5Q

est un ouvert de F.
b) De fait, pour tout ouvert €2 de F,

ST =TT7'S71Q =T(ST)"'Q
est un ouvert de F'yg

Proposition 2.5.4 Soient E, F' des espaces normés et soient des opérateurs
TeL(E F)etSeL(FFE) tels que ST soit relativement ouvert.

a) Si T est continu et surjectif, alors S est relativement ouvert.

b) Si S est continu et injectif, alors T est relativement ouvert.
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Preuve.  a) De fait, pour tout ouvert Q de F, SQ = STT~'Q est un ouvert
dans im(S7T') = im(S).

b) De fait, pour tout ouvert Q de E, TQ = S~1STQ est un ouvert de im(7T)
car STQ étant ouvert dans im(S7T), il existe un ouvert ©; de E tel que ST =
Q Nim(ST) donc tel que

STLSTQ = (S710) N (S~ Hm(ST)) = (S7'Qy) Nim(T)

Définitions. Soient F, F' des espaces normés.

a) Un homomorphisme entre E et I est un opérateur linéaire continu et rela-
tivement ouvert de E dans F.

b) Un isomorphisme entre E et F est une bijection linéaire continue et ouverte;
¢’est donc une bijection linéaire continue et admettant un inverse continu.

c¢) Une isométrie entre E et F est une bijection linéaire de £ dans F' qui conserve
la norme (c’est-a-dire que [|T-|| = ||])-

d) Les espaces E et F' sont isomorphes s'il existe un isomorphisme entre E et
F. 1ls sont isométriquement isomorphes s’il existe une isométrie entre E et F'.

2.6 Espaces normés de dimension finie

Proposition 2.6.1 Pour tout espace normé E et tout n € Ny, on a L(K", E) =
L(K", E).

Preuve.  De fait, si T est un opérateur linéaire de K" dans F, alors, pour tout
c=(c1,...,¢c,) €K" on a

2
ITell = (D eTe|| <D lel- ITell < <Z||T€j|| ) el
j=1 j=1 j=1
Lemme 2.6.2 Si{ey,...,e;} est une base de l’espace normé de dimension finie

E, alors

T:K = E (c1,...,c;5)— Y cje;

Jj=1

est un isomorphisme.

Preuve.  Nous savons bien que T est une bijection linéaire. Sa continuité résulte
aussitot de la proposition précédente.

Etablissons que son inverse est continu. Comme S = {c € K’: |c| = 1} est une
partie compacte de K”, nous savons que 7'S est un compact de E. Comme T'S ne
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contient pas 0, il existe r > 0 tel que b(r)NT'S = () donc tel que inf { ||T¢|| :c € S} >
r. Il s’ensuit que |-| < 1 ||T-|| sur K car, pour ¢ = 0, cest trivial et, pour ¢ # 0, on

Cc C

] ]

Théoréme 2.6.3 a) Deux espaces normés ayant méme dimension finie sont
isomorphes.

=1 donc

‘T H > r donc ||T¢|| > 7]c|a

b) Tout espace normé de dimension finie est de Banach.
Deés lors, tout sous-espace linéaire de dimension finie d’un espace normé E est
un fermé de E.

Preuve.  a) est une conséquence directe du lemme précédent.
b) a lieu vu a) et le fait que K" est un espace de Banach quel que soit n € Ny

Remarque.  Dans la preuve du théoreme suivant, nous allons recourir au théoréme
des points antipodaux de Borsuk (cf. Theorem 4.4.2 de [11]). Il s’énonce comme suit: quel
que soit n € Ny, il n’existe pas d’application continue u de {:C eR" |z =1 } telle que
u(—-) = —u(-). On en déduit aussitot que, pour tout n € Ny et toute application continue
v de R™*! dans R” telle que v(—) = —v(-), il existe z € R*! tel que v(x) = 0. De fait,
si ce n’est pas le cas, I'application u(-) = v()/ |v(-)| donne lieu & une contradiction.O

Théoréme 2.6.4 (Gohberg-Krein) Si L et F' sont des sous-espaces linéaires
de dimension finie n et n + 1 respectivement de l’espace normé E, il existe f € F
tel que || f|| = d(f, L) = 1.

Preuve.  a) Cas ot la norme ||| de E est strictement conveze sur G = L+ F,
c’est-a-dire telle que

(91,92 € G [lgall = llg2ll = 1,r €]0,1) = [lrgr + (1 = 7)gal| < 1.
Pour tout f € F, on a bien str
d(f, L) =it { || f =1l - Le L, |l <2 f]l }

Comme {I € L: ||l]| <2]f] } est un compact de L, il existe [y € L tel que d(f, L) =
| f —lo|| et, comme ||-|| est strictement convexe sur G, cet élément [y est unique;
notons-le Pf.

Prouvons que I'application P: F' — L ainsi définie est continue. Si ce n’est pas le
cas, il existe une suite convergente f,, — fo dans F' telle que Pf,, /~ Pfy. La suite
fm étant bornée, il en est de méme pour la suite Pf,,. Des lors, quitte a recourir a
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une sous-suite, nous pouvons supposer que la suite P f,, converge dans L; soit [y sa
limite. Nous avons alors

[ fo = Pfoll = fo—Pholl et [fim = Pfull = [Ifo = loll > [Ifo — Pfoll,

ce qui entraine || f,, — Pfoll < ||fin — Pfm| pour m suffisamment grand, ce qui est
contradictoire.

Prouvons que D'application P est antipodale. De fait, pour tout fy € F, on a
successivement

[(=fo) = (=Pf)ll = |fo—Pfoll = inf{|fo—1f:l€L}
= inf{[—fo—I:leL} = d(—fo, L)
Des lors, * — le théoreme de Borsuk «— * assure 'existence de f € F' tel que
|fll =1et Pf =0, c’est-a-dire tel que ||f|| =1 =d(f,L).
b) Cas général. Soit ||-||, une norme hilbertienne sur G' puis, pour tout k € Ng,

posons pi(-) = ||| + |||, sur G. 1l s’agit d'une norme strictement convexe sur G
car

91:92 € G, gl = [lgall = 1,7 €0, 1]

implique

Irgr + (1 = 7)gell + 5 g1 + (1 = 1)gall,
< r(llgill + 5 lgilly) + (X =r)llg2ll + 7 lgzlly)-
Des lors, pour tout k € Ny, il existe f, € F tel que py(fx) = di(fr, L) = 1. Comme

|-||, est équivalent & ||-|| sur G, il existe 0 < r < s pour lesquels 7 ||-|| < |||, < s|-||
donc tels que

L+ 2 I < peC) < (X4 2) (-
Quitte a extraire une sous-suite de la suite fi, nous pouvons supposer avoir fr — fo
dans F avec || fo|| = 1 vu les derniéres inégalités établies et
1> d(fo,L) = wf{lf—1]:l€L)
= klim inf {||fx =1I||:leL}

k—o00

- 1
> hmlnf{1+S/kpk(fk—l):l€L}

>

lim = 1.|

Le résultat suivant est assez analogue. Il est moins précis mais s’adresse a des
sous-espaces vectoriels plus généraux.

Il joue un role essentiel dans la théorie spectrale des opérateurs linéaires com-
pacts.
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Lemme 2.6.5 (Riesz) Si L est un sous-espace vectoriel fermé et propre de
Uespace normé E, alors, pour tout r € ]0,1], il existe e, € E tel que |le.|| = 1
et d(e,, L) >r.

Preuve.  Soit eg un élément de F \ L. Comme L est fermé, d = d(eg, L) est
un nombre strictement positif. De r € |0, 1[, on tire I'existence de I, € L tel que
lleo — 1| < d/r. Posons e, = (eg —1,.)/ ||leg — I.]|. Bien stir, on a ||e,|| = 1. De plus,
pour tout [ € L, on a |leg — .||l + [, € L donc

oo = = |

N
leo = L]l fleo — |
1 d
= —leg—(, +|leg=1I.|| - D)|]| > ———
o — er H 0 ( H 0 H )H HGO _ Zr“

> .1

2.7 Produit fini, somme directe

Définition.  Soient E, F des espaces normés. Il est clair que
[l : ExF =R (e f)— el +[f]

est une norme. Le produit (sous-entendu topologique) des espaces E et I est 'espace
normé (E x F,||-]|), noté le plus souvent £ X F si aucune confusion sur [-|| n’est
possible.

Théoreme 2.7.1 Si E et F' sont des espaces normés,
a) E x F est un espace normé; il est de Banach si et seulement si E et F' le sont,

b) les opérateurs canoniques sp: EXF — E et sp: ExXF — F sont des surjections
linéaires continues et ouvertes,

c) si G est un espace normé, un opérateur T € L(G,E x F) est continu si et
seulement si les opérateurs sg1' et spT' sont continus.y

Définition. Si L et M sont des sous-espaces linéaires complémentaires de
I’espace normé FE, il est clair que

M-I Lo M =R ([,m) = [l1]] + [lm]]
est une norme sur L & M = E telle que ||| < |||||| sur E. Des lors,
id: (B[] = (B[

est une bijection linéaire continue mais n’est pas nécessairement un isomorphisme,
comme nous allons le voir. S’il s’agit d’'un isomorphisme, on dit que E est somme
directe topologique de L et M.
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Théoreme 2.7.2 Si L et M sont des sous-espaces linéaires complémentaires de
I’espace normé E, alors E est somme directe topologique de L et M si et seulement
st le projecteur linéaire canonique P de E dimage égale a L et de noyau égal a M
est continu.

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, il existe C' > 0 tel que |[|-||] <
C'||]] sur E donc tel que

[Pell < [|Pef| + [[(id = P)e|| = [llell| < C'le][, Ve € E.

La condition est suffisante. De fait, les opérateurs linéaires P et id — P sont
continus: il existe donc C' > 0 tel que

el = [|Pell + I(id = Plel| < Cle]|, Ve € Ea

Proposition 2.7.3 St P est un projecteur linéaire continu de l’espace normé
E, alors E est somme directe topologique de ker(P) et im(P).g

Définition.  Soient L et M deux sous-espaces linéaires de ’espace normé FE.
On dit que M est un complément topologique de L dans E si F est somme directe
topologique de L et M, auquel cas L est aussi un complément topologique de M dans
E. Cela a donc lieu si et seulement s’il existe un projecteur linéaire continu de F,
d’image égale a L et de noyau égal a M. 1l s’ensuit que L et M sont nécessairement
des sous-espaces linéaires fermés de F.

x — Il existe cependant des sous-espaces linéaires fermés d’un espace normé qui
n’ont pas de complément topologique.

Ainsi ¢g n’a pas de complément topologique dans £>°.

Pour établir cette propriété, on démontre d’abord qu’a tout élément x de I =
{x €]0,1[ : z irrationnel }, on peut associer un élément a(x) de £\ ¢y dont toutes
les composantes appartiennent & {0,1} et tel que, si x, y € I sont distincts, alors
{7€Ny:a(x); =aly); =1} est fini. De fait, on vérifie directement que, si r(m)
est une numérotation de ’ensemble des nombres rationnels appartenant a ]0, 1[, on
peut poser

a(z); = { 0 sij&{r0,z;...2y):mée Ny},

1 sinon.

Cela étant, on procede par I’absurde. Supposons qu’il existe un projecteur
linéaire continu P: (> — (*° d’image égale a ¢q. Nous allons en déduire 'existence
de x € I tel que a(x) — Pa(z) = 0, ce qui est absurde car cela signifie que «(z)
est un élément de im(P) = ¢o. Comme [ est non dénombrable, il suffit pour cela
d’établir que, pour tous 7, k € Ny, I'ensemble

{zel:[a(z)— Pa(z)]; > 1}
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est dénombrable. Fixons j, k € Ny. Il est clair que
7: 0 =K a~— [o— Pal,

est une fonctionnelle linéaire continue: il existe donc C' > 0 tel que |(-,7)| < C'||-||

sur (. Cela étant, soient L € Ny et xq, ..., x € I tels que [{a(x;),7)| > 1/k pour
tout L =1, ..., L. Pourtout I =1, ..., L, il existe alors oY) € ¢, tel que, pour tout
m € Ny, les nombres [a(z1) — o], ..., [a(zr) — aP)],, soient tous nuls sauf un
au plus, égal & 1. Comme on a a® — Pa® =0 pour tout I = 1, ..., L, il vient alors
successivement

I L L

L o< Yl = 3 [atm) —a®,7)]

=1 =1

IA
Q T
FMh
I
x/\
215
5E
|
2%
j/\\‘/
— |
2
=
Nl
|
Q/‘\
\1
\/

IN

ce qui suffit. « %

Proposition 2.7.4 Si E et F sont des espaces normés, alors un opérateur T €
L(E, F) admet un inverse linéaire continu a droite si et seulement si T est ouvert
et tel que ker(T) admet un complément topologique dans E.

Preuve.  La condition est nécessaire. Si 'opérateur S € L(F, E) est tel que
TS = idp, alors bien sur
a) T est surjectif,
b) ST est un projecteur linéaire continu, de noyau égal a ker(7"); ainsi ker(7") admet
un complément topologique dans F, a savoir L = im(ST),
¢) T|L: L — F est alors une bijection linéaire continue d’inverse égal a S; T est
donc relativement ouvert.

La condition est suffisante. Si L est un complément topologique de ker(T") dans
E, alors T|;: L — F est une bijection linéaire continue et ouverte; son inverse
convient.y

Proposition 2.7.5 Si E et F' sont des espaces normés, alors un opérateur T €
L(E, F) admet un inverse linéaire continu a gauche si et seulement si T est injectif,
relativement ouvert et tel que im(T) admet un complément topologique dans F.
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Preuve.  La condition est nécessaire. Si 'opérateur S € L(F, E) est tel que
ST = idg, alors bien str
a) T est injectif,
b) T: E — im(T) est alors une bijection linéaire continue dont 'inverse, égal a
S|im(r) est continu. Des lors, T: E' — im(7") est un isomorphisme et 7" est relative-
ment ouvert.
c) T'S: F — F est un projecteur linéaire continu de F', d’image égale a im(7T").

La condition est suffisante. Il existe donc un projecteur linéaire continu P de
F, d'image égale a im(7T). De plus, T: E — im(T') est un isomorphisme. Des lors,
T 'P: F — E est un opérateur linéaire continu. Pour conclure, il suffit alors de
noter que T 'PT = idg.g

2.8 Espace quotient

Proposition 2.8.1 Si L est un sous-espace linéaire de l’espace normé E, alors

I'I”: E/JL - R e~ inf|e+1]
leL

est une semi-norme sur E/L.
C’est une norme si et seulement si L est fermé.

Preuve.  De fait, les inégalités ||ey ||~ > r > 0 ont lieu si et seulement si on a
(e+b(<r)NL=0y

Définition. Si L est un sous-espace linéaire fermé de I’espace normé FE, alors
I'espace quotient E /L est 'espace normé (E/L,||-||7).

Théoreme 2.8.2 Pour tout sous-espace linéaire fermé L de [’espace normé E,
la surjection canonique sp: E — E/L est
a) continue et telle que ||sp|| < 1; si L # E, on a méme ||st| =1,
b) ouverte; on a méme spb(< 1) = {er :|ler| ~ < 1}.

De plus, si F' est un espace normé, un opérateur linéaire T' de E/L dans F est
continu st et seulement st T's;: B — I est continu.

Preuve.  La premiere partie est triviale et entraine évidemment la nécessité de
la condition de la deuxieme partie.

Inversement si 'opérateur T's;: E — F est continu, il existe C' > 0 tel que
|Ts1:||z < C ||| p sur £ donc tel que

|Terl|lp <Clle+!lp, VlelLVeekF,

c’est-a-dire tel que
ITecll < Cllec]l™, Ve e Eu
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Théoreme 2.8.3 St L est un sous-espace linéaire fermé de [’espace normé E,
alors toute suite de Cauchy dans E/L contient une sous-suite qui est 'image par la
surjection canonique d’une suite de Cauchy dans E.

En particulier, si L est un sous-espace linéaire fermé de [’espace de Banach F,
alors E/L est un espace de Banach.

Preuve.  Soit €, une suite de Cauchy dans £/L. Au moyen d’une extraction
a la Cauchy, on peut en extraire une sous-suite ey telle que |[€xm) — €xmen ||~ <
27" pour tout m € Ny. Cela étant, posons fi; = ey puis, de proche en proche,
déterminons fr,4+1 pour tout m € Ny tel que fri1 € €rme1) €t || fn — frnga ]| <27™.
On vérifie directement que la suite f,, convient.

Le cas particulier est immédiat.y

Proposition 2.8.4 Soient L et M des sous-espaces linéaires fermés des espaces
normés E et F' respectivement.

Si T € L(E,F) vérifie Uinclusion TL C M, alors l'opérateur linéaire unique
S € L(E/L,F/M) tel que sy T = Ssy est continu et donne lieu d la majoration
11 < I

Preuve.  De fait, il existe C' > 0 tel que ||T-||, < C'||-||z sur E donc tel que

inf ||T < inf |7 < Cinf .
Jof |[Te+mllp < inf [|ITe+gllp < Cinflle+1l|; 0

Proposition 2.8.5 Soient E, F des espaces normés et T € L(E, F) un opéra-
teur dont le noyau est fermé.

Alors la bijection linéaire canonique T~ : E [ker(T) — im(T') est continue (resp.
ouverte) si et seulement si T est continu (resp. relativement ouvert).

De plus, si T est continu, on a ||T~| = ||T|.

En particulier, T est un homomorphisme si et seulement si T~ est un isomor-
phisme, auquel cas | T~|| = ||T]|.

Preuve.  Tout est immédiat.

Par exemple, si T" est continu, le résultat précédent procure | 77| < ||T||. Mais
on a aussi 7 = tim(r) © T 0 Sger(ry donc ||T|| < || tim(r) H | T~ Hsker(T))”. Au total, il
vient ||T|| = |77 a

Proposition 2.8.6 Si L est un sous-espace linéaire de dimension finie et M
un sous-espace linéaire fermé de l’espace normé E, alors L + M est un sous-espace
linéaire fermé de E.

Preuve.  L’image sy/L de L par la surjection canonique de F sur E/M est
bien sir un sous-espace linéaire de dimension finie, donc un fermé de E/M. Pour
conclure, il suffit alors de noter que L + M = s;/(spy L) car l'opérateur sy, est
continu.g
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2.9 Densité, séparabilité et totalité

Rappel.  Une partie D de l'espace normé E est dense dans la partie A de E si
D™ D A; elle est partout dense si elle est dense dans E. Cela étant, A C E est séparable
s’ll contient une partie dénombrable et dense dans A. De plus, si E est séparable, nous
savons que toute partie de E est séparable.

Définition.  Une partie A de l'espace normé E est totale dans E si span(A)
est partout dense.

Proposition 2.9.1 Si A est une partie totale de [’espace normé E, alors

chej rej € A ¢; € K, cj rationnel
()
est dense dans E.
Des lors, s’il existe un ensemble dénombrable et total dans l’espace normé E, E
est séparable.y

Exercice. Etablir que les espaces ¢, ¢, /P pour p € [1,00[, LP(2) pour p € [1, 0]
sont séparables. Contiennent-ils une partie dénombrable et totale? Si K est un compact
de R™, établir que 'espace Co(K) est séparable. Contient-il une partie dénombrable et
totale? Etablir que les espaces £>° et L°°(£2) ne sont pas séparables.

x — Un théoreme de M. et S. Krein affirme que, pour un compact séparé K, l'espace
Co(K) est séparable si et seulement si K est métrisable. «— xO

Proposition 2.9.2 Si L est un sous-espace linéaire fermé de [’espace normé et
séparable E, alors l'espace quotient E/L est séparable.

Si les sous-espaces linéaires L et M de [’espace normé E sont séparables et
complémentaires topologiques, alors E est séparable.y

Définition.  Une partie {¢;:j € J} de l'espace normé E est topologique-
ment libre si, pour tout k € J, e, n’appartient pas a ’enveloppe linéaire fermée

de {e;j:jeJ j#k}.

Exemple. La partie {e*™* :n € Z} de Cy([0,1]) est topologiquement libre.
De fait, pour tout n € Z et toute combinaison linéaire f(z) = 37, cxe®™* olt n
n’apparait pas, on a

1
/ ¥ — f(x)‘2 der =1+ Z lex]? > 1
0

(k)
donc .
[C f(x)H[o,u > 1,

ce qui suffit.O
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Exemple. L’ensemble { " : n € N} n'est pas topologiquement libre dans l’es-
pace Cy(]0,1]). C’est une conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass.
(Pour un raffinement de ce résultat, cf. le théoreme de Muntz dans [10], p. 50.)0

2.10 Complétion

Théoréme 2.10.1 (complétion) Pour tout espace normé (E, ||-||), il existe un
espace de Banach (E, H|D et une injection linéaire, continue, relativement ouverte

et d’image dense 1. £ — E telle que tout opérateur linéaire continu de E dans un
espace de Banach F admette une représentation T =TT avec T € L(E F).

De plus,
a) si (Ev,|ll,) et u: E — Ey constituent une autre solution, alors ['opérateur
i1: B — Ey est un isomorphisme,

b) lopérateur T est unique.

Preuve.  Tout revient & déterminer de tels espace (E, ||| et t opérateur T car
a) d’une part, l’umclte de T résulte aussitot de la continuité de T et de la densité
de im(7) dans E,
b) d’autre part, de l'existence de 77 et ¢y tels que vy = 3L et T = 1otq, on tire
U= 1pL1 = Lot et 11 = 1L = Litota, c'est-a~dire que ol = idg et {11y = idp,, d’ou il
s’ensuit que i3 : E— E est un isomorphisme.

Définition de E. L’ensemble C des suites de Cauchy de F muni des opérations

+:CxC—=C <<€m>m€N07 (fm)mENo) = (em + fm>MGN0

wKxC—=C (C, (em)mENo) = (Cem)mENo

est, comme on le vérifie directement, un espace linéaire dont I’ensemble Cy des suites
convergentes vers 0 est un sous-espace linéaire.

Posons E = C /Co; E est un espace linéaire.

Définition de |- Pour toute suite e, de Cauchy dans F, la suite ||e,, || converge.
De plus, sa limite est égale a celle de la suite || f,,|| si on a (e,) ~ (fn) car ceci
signifie que la suite e,, — f,, converge vers 0. Nous pouvons donc introduire la
fonction

[P B =R (enlien, = Tim flenl].

On vérifie alors aussitot que ||| est une norme sur E.



2.10. Complétion 55

Lespace (E, ||-|) est de Banach. Soit ((e%));eNo)jeNo une suite de Cauchy dans
'espace normé (E, ||-|["). Pour tout j € Ny, il existe un entier M(j) € Ny tel que

H€M0>_€%)

1

Cela étant, établissons tout d’abord que la suite (eg\?(j)) jen, est de Cauchy dans
E. Soit € > 0. Bien stur, pour tous r, s, p € Ny, nous avons

s (s)
HeM(r - 6M H < HeM(r ez(o) ~ Cr(s)
Ensuite il existe N; tel que
s €
)8 > Nl = H m meNo (ev(n))mENOH 5

puis, pour tous r, s > Ny, il existe Ny tel que
m > Ny = Hegﬁ;) - eSj)H <e.
Cela étant, pour tous r, s > Ny, il vient

()
HeM( €M(s)

en recourant a un entier p > sup{M(r), N, M(s)}
Pour conclure, établissons que la suite de Cauchy de départ converge dans E
vers (eS\J/[)(j))J.NGNO. Soit € > 0. Bien sur, pour tous j, r € Ny, nous avons
‘ ©)
Ensuite, il existe N; tel que

(r)
M)

€M) ~ Em(r)

V)

: G 0 2
7,r > Ny = HGM(].) = € < 5
Cela étant, il vient
i)\~ r ~ | . ; r 1 £
H(ev("j)>r€No (e reo || = lim fle!) — eS| < iTa

pour tout j > Ny, ce qui suffit.

Définition de v. On vérifie directement que 'opérateur 7: £ — E qui, a tout
e € I, associe la classe de la suite constante (e, = €)men, €st une injection linéaire,
continue et relativement ouverte, dont I'image est dense dans E.
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Vérification. Soit T un opérateur linéaire continu de £ dans un espace de Banach
F. R

i) Définition de T". Pour toute suite de Cauchy e,, de E, on vérifie directement
que la suite Te,, est de Cauchy donc converge dans F. Comme l'image par T de
toute suite convergente vers 0 dans E' converge vers 0 dans F, il est clair que, si les
suites e, et e;,, appartiennent a la méme classe de E, alors les limites des suites
Te,, et Tey , sont égales. 11 est donc licite de définir T((em)meng)™ comme étant la
limite dans F' de la suite Te,,.

ii) T0 =T est trivial.

iii) T € L(E, F) est immédiat.g

2.11 Bornés

Rappel.  Soit E un espace normé.

Une partie B de E est bornée si sup.cp |le]| < 0o, c’est-a-dire s'il existe C' > 0 tel que
B cC b(C).

Toute partie finie de F est bornée. L’ensemble des éléments d’une suite de Cauchy de
E est borné.

Voici quelques propriétés immédiates de ces ensembles:
a) toute partie d’'un borné est bornée,
b) 'enveloppe absolument convexe d’'un borné est bornée,
c¢) 'adhérence d’'un borné est bornée,
d) toute réunion finie de bornés est bornée,
e) toute combinaison linéaire de bornés est bornée,

f) toute image linéaire continue d’un borné est bornée.

Proposition 2.11.1 Soient E, F' des espaces normés. Si l'image par T €
L(E,F) d'une boule de E est bornée, alors T est continu.

Preuve.  On obtient de suite que l'image par 7' de b(1) est bornée. Il existe
donc C' > 0 tel que

le]| <1=||Te|| <C donc ||Te| <Cle|l, Veec Eqy

Corollaire 2.11.2 Si E, F sont des espaces normés, alors T € L(E,F) est
continu st et seulement si, pour toute suite e,, convergente vers 0 dans F, ’ensemble
{Te, :m € Ny} est borné.
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Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, on sait méme alors que T'e,,, — 0.

La condition est suffisante. Il suffit de prouver que T'b(1) est borné. Procédons
par 'absurde. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite e, de b(1) telle que ||Te,,|| >
m? pour tout m € Ny. Mais alors il vient e,,/m — 0 dans E alors que I’ensemble
{Te,, : m € Ny } n’est pas borné dans F', ce qui est contradictoire.y

2.12 Précompacts, compacts, extractables

Rappel.  Une partie K de 'espace normé E est précompacte si, pour tout r» > 0, il
existe une partie finie {ej,...,e;} de E telle que K soit inclus dans U}»’Zlb(ej; r). On peut
exiger que ces points eq, ..., ey appartiennent & K ou a une partie dense dans K, et que
les boules soient remplacées par les boules ouvertes correspondantes.

La caractérisation suivante justifie I'introduction de cette notion: une partie K d’un
espace normé E est précompacte si et seulement si, de toute suite de K, on peut extraire
une sous-suite de Cauchy.

De plus, nous savons que toute partie précompacte d’un espace normé est séparable.

Rappel.  Une partie K de 'espace normé FE est extractable si, de toute suite de K,
on peut extraire une sous-suite convergente dont la limite appartient a K.

Elle est compacte si, de tout recouvrement ouvert de K, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

Par passage aux complémentaires, une partie K de E est compacte si et seulement si
toute famille { F}; : j € J } de fermés de K qui a la propriété d’intersection finie — c’est-
a-dire que, pour toute partie finie J' de J, on a NjcyF; # () — est d’intersection non
vide.

En fait, ces notions ne sont pas indépendantes: elles sont liées par 'important résultat
suivant.

Pour une partie K d’un espace normé, les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) K est compact,
(b) K est extractable,
(c) K est précompact et séquentiellement complet.

Rappelons que, dans un espace normé:

a) toute partie compacte est fermée,
b) toute partie fermée d’un compact est compacte,
¢) toute union finie de compacts est compacte,

d) si les espaces métriques K et H sont compacts et si f: K — H est une bijection
continue, alors son inverse est continu.

Théoreme 2.12.1 Un espace normé est de dimension finie si et seulement si
sa boule unité (ouverte ou fermée) est précompacte, auquel cas toutes ses parties
fermées et bornées sont compactes.
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Preuve.  La nécessité de la condition est directe.

La condition est suffisante. Comme b(1) est précompact, nous savons qu’il existe
des éléments ey, ..., e; de b(1), en nombre fini et tels que b(1) C Ui_;b(e;;1/2).
Pour tout e € b(1), il existe donc j(1) € {1,...,J} tel que |le — ;1| < 1/2 puis
J(2) e {1,...,J} tel que

H2(e —€ja)) — €j(2)” < 1/2 donc He —eja) — 2’16]»(2)!’ <272

En continuant de la sorte, on obtient une suite j(m) de {1,...,J} telle que
M
e— Z 21_mej(m) <27M YM eN,,
m=1

9 . s o0 1—m . .
Il s’ensuit que la série ) > _; 2'7™e () converge vers e. Mais cette série converge
également vers

Z 21=m ey 4.+ Z 2l=m | e,

méeNp, j(m)=1 meNp, j(m)=J
et ainsi e appartient a l’enveloppe linéaire de {ey,...,e;}a

Proposition 2.12.2 Soient E, F' des espaces normés et T € L(E, F).
L’image par T de tout précompact (resp. de tout compact) de E est un précom-
pact (resp. un compact) de F.

Preuve.  Pour les compacts, la propriété est connue: c¢’est un cas particulier du
fait que toute image continue d’un compact est compacte.

Passons aux précompacts. Soient K un précompact de E et £ > 0. Il existe alors
une partie finie {ey,...,e;} de K telle que K soit inclus dans 'union des boules
b(ej;e/(IT] 4 1)). On en tire aussitot que TK est inclus dans U7_,b(T'e;; €), ce qui
sufﬁt..

Proposition 2.12.3 Si E, F' sont des espaces normés et K, H des précompacts
(resp. des compacts) de E et F' respectivement, alors K x H est un précompact (resp.
un compact) de E x F.

Preuve. Si K et H sont précompacts, alors, pour tout ¢ > 0, il existe des
parties finies {eq,...,e;} et {f1,..., fr} de K et H respectivement telles que

K C Ub(ej;e/Q) et HC Ub(fl;e/Q).

j=1 =1
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On en déduit aussitot que

K x HC UUb((ej,fz);E)-

j=11=1

Si K et H sont compacts, on vérifie directement que K x H est une partie
extractable de £ x F'g

Proposition 2.12.4 Dans un espace normé, toute somme finie de précompacts
(resp. de compacts) est précompacte (resp. compacte).

Preuve.  Cela résulte aussitot des deux propositions précédentes si on note que
l'opérateur +: F x E — FE est linéaire et continu.g

Proposition 2.12.5 Dans un espace normé, les enveloppes convexe et absolu-
ment convexe d’un précompact sont précompactes.

Des lors, dans un espace de Banach, les enveloppes convexe fermée et absolument
convexe fermée d’un précompact sont compactes.

Preuve.  Le cas compact résulte aussitot du cas précompact et du fait que tout
précompact séquentiellement complet est compact dans un espace normé.

Comme toute partie d'un précompact est précompacte, il suffit alors pour ter-
miner d’établir que I’enveloppe absolument convexe d’un précompact K d’un espace
normé E est précompacte.

Soit £ > 0. Il existe alors une partie finie {ey,...,e;} de K telle que K soit
inclus dans 'union des boules b(e;; £/2). Comme l'enveloppe absolument convexe I'
de {ey,...,es} est un borné donc un précompact de I'espace de dimension finie
span({ey,...,es}), c’est aussi un précompact de F et il existe une partie finie
{fi,..., fo} de T telle que I" soit inclus dans la réunion des boules b(f;;£/2). D’on
la conclusion car on en déduit aussitot que I'(K) est inclus dans UZ,b(f;;€) .

Théoreme 2.12.6 Soit E un espace normeé.

Pour tout précompact K de E et toute partie D dense dans E, il existe une suite
em de D convergente vers 0 et telle que, pour tout e € K, il existe une suite r,,(€)
de [0, oo vérifiant
a) la série Y °_ rm(€e)en, converge vers e,

b) > rn(e) =1 et méme

m=1

sup Z rm(e) =0 si M — oo.
M

ecK "
m=

En particulier, tout précompact de E est inclus dans l’enveloppe convexe fermée
d’une suite convergente vers (.
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Preuve.  Pour tout m € Ny, remarquons que 27D est aussi une partie dense
dans F.
Comme K est précompact, il existe m; € Ng et fi, ..., fi, € 271D tels que

my
K c | Jo(f;<27h).
j=1

Cela étant, pour tout j € {1,...,my}, posons e; = 2'f; et, pour tout e € K,
r;(e) = 271 si j est le premier entier tel que |le — f;|| < 27*! et r;(e) = 0 sinon. Au

total, nous avons
mi
e— E ri(e)e;
j=1

Cela étant, il est aisé de déterminer de proche en proche
des my € Ny,
desej € D pour j € {my_1+1,...,my}
et des rj(e) pour j € {my_1 +1,... my}etec K

<272 Vee K.

au moyen du procédé de récurrence suivant. Siles mq, ..., my, les e; pour j €
{1,...,my} et les r;(e) pour j € {1,...,my} et e € K sont déterminés, alors

mg

Ky = {e—er(e)ej:eeK}

j=1
est précompact car inclus dans K —co({0, 1, ..., en, }). Deslors, il existe my1 > my,
et des fryts -y frmgss € 27°71D tels que

mME41
K.c |J b(f<272®0),
Jj=mp+1

Comme K} est inclus dans b(< 272%), nous pouvons supposer que les f, 11, -,
Jime,: appartiennent a b(< 2-2k). Cela étant, pour tout j = my +1, ..., Mgy, nous
posons e; = 2" f; et, pour tout e € K, r;(e) = 27" si j est le premier entier
parmi {my + 1,...my 1} tel que

e—Y nle)e—f
=1

< 2—2~(k+1)

et r;(e) = 0 sinon.
La vérification que ces suites e,, et ,,(e) conviennent, est alors directe.y
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Exercice. Si L est un sous-espace linéaire fermé d’un espace de Banach E, établir
que tout précompact de E/L est l'image par la surjection canonique d’un précompact de
E.

Suggestion. Soit K un précompact de F/L. Vu le théoreme précédent, il existe une
suite e,, de E telle que é, — 0 dans E/L et que K soit inclus dans l’adhérence de
co({€én :m € Np}). Quitte & remplacer chacun des ey, par f,, € é, tel que ||fm| <
llém||™ + 1/m, nous pouvons supposer avoir e,, — 0. Deés lors 'enveloppe convexe fermée
de { e : m € Ny } est un précompact de E et, pour conclure, il suffit de vérifier que son
image par la surjection canonique contient K — c’est ici qu’on utilise le fait que ’espace
normé E est complet.O

Exercice. Déduire de 'exercice précédent que, sous les mémes conditions, tout com-
pact de E/L est l'image par la surjection canonique d’un compact de E.O

Exercice. Etablir que, dans un espace normé, la somme d’un compact et d’un fermé
est fermée.0

Exercice. Etablir que, dans un espace normé, les enveloppes convezxe et absolument
convezxe d’une réunion finie de compacts respectivement convezes et absolument convexes
est compacte.O]

2.13 Quelques théoremes du point fixe

Définition.  Une application f: A — A a un point fixe s’il existe a € A tel
que f(a) = a, un tel point a étant appelé point fize de f.

C’est dans le cadre des espaces topologiques que cette notion donne lieu a des
résultats importants; nous allons en développer quelques-uns.
Rappelons d’abord le résultat classique suivant.

Théoréme 2.13.1 (point fixe, Banach) Toute contraction d’un espace mé-
trique complet a un point fize unique.

Preuve.  Soient (M,d) un espace métrique complet et f une contraction de
M, c’est-a-dire une application f: M — M pour laquelle il existe une constante
C €0, 1] telle que d(f(z), f(y)) < Cd(z,y) pour tous x, y € M.

On vérifie directement que si f a un point fixe, il est unique.

Si z est un point de M, on introduit la suite (z,,)men, par la récurrence suivante:
x1 = x et Ty = f(z,) pour tout m € Ny. C’est une suite de Cauchy car on a
évidemment

A(Tp, Try1) < C™ 7 Hd(, f(z)), Vm € N.
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Cette suite converge donc et, pour conclure, il reste a vérifier que sa limite z( est
un point fixe de f or il vient aussitot

Lo = 117211 Tm+1 = li%n f(@m) = f(zo)a

Définition. Un espace topologique T a la propriété du point fize si toute
application continue f:T"— T a un point fixe.

Cette propriété tres exigeante est réalisée dans certains cas particulierement
intéressants.

Voici tout d’abord un résultat admis sans preuve (pour une preuve, nous ren-
voyons a [5] ou a [25]).

Théoréme 2.13.2 (point fixe, Brouwer) La boule unité fermée de R™ a la
propriété du point fixe.q

Remarque.  Pour n > 2, il s’agit d’une propriété tres profonde. Le cas n = 1 est aisé
(et proposé en exercice).O

Ce théoreme du point fixe peut étre généralisé aux compacts convexes de R".
Pour réaliser cet objectif, nous avons besoin de quelques résultats auxiliaires, d’in-
térét indépendant.O

Proposition 2.13.3 Dans R", la distance d’un point a un fermé convexe et non
vide est toujours réalisée et cela de maniére unique.

Preuve.  Soient x un point et F' un fermé convexe et non vide de R”. Comme il
s’agit de la distance d'un compact {x} a un fermé non vide, elle est toujours réalisée.
Si x appartient a F', cette distance est égale a 0 et ne peut étre réalisée que par x. Si
x n’appartient pas a F' et si la distance est réalisée en y et en z, on doit avoir y = 2
sinon (y + z)/2 appartient aussi & F et vérifie |[x — (y + 2)/2| < |z —y| = |z — 2|,
ce qui est contradictoire.g

Définition. Si F' est un fermé convexe et non vide de R", la projection de x
sur F est le point de F' qui réalise la distance de x a F.

Critere 2.13.4 Un point & d’un fermé convexe et non vide F de R™ est la pro-
jection de x € R"™ sur F' si et seulement si on a

(xt—&y—¢€) <0, VyeF
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Preuve.  La condition est nécessaire. Pour tout y € F et tout r € |0, 1], on a
ré+ (1 —r)y € F donc

2 —¢7 < la—ré—(1-r)y? <lz—E+Q-r)E—y))
< =P +20-r) g —EE—y) + (1 -r)?E -yl

donc
2(@—&y—§ <(1—r)E—y’
et la conclusion s’ensuit en faisant tendre r vers 17.
La condition est suffisante. De fait, pour tout y € F', on a alors

r—y? = [z —E+E—y?
= lz—¢P+2@@—-&E—y+E—y® = |z—¢ a

Proposition 2.13.5 Si & etn désignent respectivement les projections des points
x, y € R sur le fermé convexe et non vide F' de R", on a | —n| < |z —y|.

Preuve.  Cela résulte directement du critere précédent et des égalités suivantes:

-y =lz—E+E—n+n—y|
= [E=nf+2¢—nz—-O+2¢—nn-—y +lz—E+n—y’a

Définition. Un rétracté d’un espace topologique T est une partie A de T
pour laquelle il existe une application continue u: 7" — A telle que u(a) = a pour
tout a € A, une telle application étant appelée rétraction de T sur A.

Proposition 2.13.6 Tout fermé convexe et non vide de R™ est un rétracté de
R™.

Preuve.  Les deux résultats précédents établissent aussitot que l'application
qui, a tout point de R", associe sa projection sur ce fermé est une rétraction de R"
sur ce fermé.g

Lemme 2.13.7 Tout rétracté d’un espace topologique ayant la propriété du point
fixe, a la propriété du point fixe.

Preuve.  Soient T un espace topologique ayant la propriété du point fixe et
A C T un rétracté de T'. Il existe donc une rétraction u: T — A.

Cela étant, si I'application f: A — A est continue et si ¢ désigne 'injection
canonique de A dans T, alors ¢ o f o u est une application continue de T dans T
donc admet un point fixe: il existe t € T' tel que ¢ o f o u(t) =t mais un tel point ¢
appartient en fait a A car il s’écrit aussi f o u(t). D’ou la conclusion.y
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Théoréme 2.13.8 (point fixe généralisé, Brouwer) Tout compact convexe
non vide de R™ a la propriété du point fize.

Preuve.  De fait, tout compact convexe non vide de R™ est inclus dans une
boule compacte b centrée en 0. Vu le théoreme du point fixe de Brouwer, il est clair
que b a la propriété du point fixe. Pour conclure, il suffit alors de remarquer que K
est un rétracté de by

Lemme 2.13.9 (projection, Schauder) Si K est un compact non vide de
l’espace normé E, alors, pour tout € > 0, il existe une partie finie F. de K et
une application continue w: K — co(Fy) telle que ||le — m(e)|| < e pour tout e € K.

Preuve.  Nous savons qu’il existe une partie finie F, de K pour laquelle K C
F.4b(< ¢€); soit F. = {ey,...,e;}. Pourtout j € {1,...,J}, introduisons la fonction
continue

;1 K —[0,400[ e+ sup{e —|e —¢],0}.

Comme ¢ = Z;‘le ¢, est une fonction continue sur K et a valeurs > 0, on vérifie de
suite que 1’application

: L ple)
m: K — co(Fy) eHZ 20) e;

convient.y

Théoreme 2.13.10 (point fixe, Schauder) SiC' est un fermé convexe et non
vide d’un espace normé et si l'application f: C — C' est continue et telle que f(C')
soit inclus dans un compact conveze, alors f a un point fize.

Preuve.  Vu le lemme précédent, pour tout m € Ny, il existe une partie finie F},,
de f(C)~ et une application continue 7,,: f(C)~ — co(F},) telle que ||e — m,(e)|| <
1/m pour tout e € f(C)~.

Bien sir, on a co(F,,,) C C. Des lors,

fm = T © fleo(n) : €O(Fin) — co(Fp)

est une application continue d’un compact convexe de dimension finie dans lui-méme
et, vu le théoreme du point fixe de Brouwer, il existe un point e, € co(F;,) tel que
em = fm(em). On a donc

em = fm(em) € co(Fy,) C co(f(C)7), ¥YmeN.
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Comme 'adhérence de I'enveloppe convexe de f(C)~ est un compact inclus dans C,
la suite (fn(em) = €m)men, contient une sous-suite convergente: soit e,y — €o.
En fait, on a alors eg € C' et f(eg) = eg car

1f(e0) = eoll = Tim || f(exm) = Taem) (f (€xem))|| = O-a

Corollaire 2.13.11 (point fixe, Schauder) Dans un espace normé, tout com-
pact convexe et non vide a la propriété du point fixe.y

Théoréme 2.13.12 (existence, Cauchy-Peano) Pour tout ouvert Q de R?,
tout point (xo,yo) de 2 et toute fonction réelle f € Cy(Q2), il existe r > 0 et u €
Ci([xro — ryxo + 1)) réel tels que

u(zo) = Yo,
(x,u(x)) € Q, V& |rg—r,xo+r],
Du(z) = f(z,u(z)), Vx € [rg—r1,20+7].

Preuve.  Comme (xg,yo) appartient a l'ouvert €2, il existe s > 0 tel que
J =g — 8,0 + 8] X [yo — 8,90 + ] C .
Cela étant, posons

s
M=1+|fll,. T:M et [=|xg—r,x0+7].

Remarquons que tout revient a établir 'existence d’une fonction réelle u € Co(1),
a valeurs dans [yp — s,y + s] et telle que

u(z) = yo + /96 f(t,u(t))dt, Vzel,

car une telle fonction appartient nécessairement a Cy (7).
On vérifie de suite que

B Cluz) = woll; < s,
C = {u € Cor([) : lu(xy) —u(z2)| < M|zy — 9| Vo1, 20 € 1

est une partie convexe, bornée et fermée de Cogr (/). Comme elle est aussi équicon-
tinue sur I, c’est un compact convexe de Cogr(]).
De plus,

T:C — Con(I) ur yo+ / F(tu(t) dt
Zo
définit une application continue (a établir) telle que T'C' C C' (a vérifier).

Le théoreme du point fixe de Schauder affirme alors I'existence de u € C' tel que
Tu = u, ce qui suffit.y
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Définition. Si E est un espace normé, une application continue f de E dans
lui-méme vérifie la condition de bornation de Leray-Schauder s’il existe r > 0 tel que
le|]| = r implique f(e) & {se:s > 1} — ceci a notamment lieu si ||e|| = r implique

If(e)l <7

Théoreme 2.13.13 (point fixe, Schaefer) Soit E un espace de Banach. Si
Uapplication f: E — E est continue, est telle que f(B) soit relativement compact
pour tout borné B de E et vérifie la condition de bornation de Leray-Schauder, alors
f a un point fize.

Preuve.  La condition de bornation de Leray-Schauder sur f procure r > 0 tel
que ||e]| = r implique f(e) & {se:s>1}.

Cela étant, posons C' = {e € E : ||e]| < r}; C est évidemment une partie convexe
et fermée de E telle que f(C)~ soit compact. Introduisons I"application

0: F —- F ev—>{e S?“eHST’
re/ |lel| si|le]] > r.

Il est clair que cette application 6 est continue. Cela étant, 6 o f|o: C' — C' est
aussi une application continue et de plus telle que (6 o f|¢)(C)~ soit inclus dans un
compact convexe. Des lors, le théoreme du point fixe de Schauder procure un point
e de C tel que O(f(e)) = e. En fait, on a f(e) € C car f(e) € C' mene a

By __ "
¢ = 0(7(6) = T O
donc a |le|| = r alors qu'on a spe = f(e) pour so = || f(e)|| /r > 14

2.14 Espaces de Baire

Définition. Un espace métrique est de Baire si toute union dénombrable
de fermés d’'intérieur vide est d’intérieur vide. Par passage aux complémentaires, il
revient au méme de dire “si toute intersection dénombrable d’ouverts partout denses
est partout dense”.

Théoréme 2.14.1 (Baire) Tout espace métrique complet est de Baire.
En particulier, tout espace de Banach est de Baire.

Preuve.  Soit F,,, une suite de fermés d’intérieur vide de ’espace métrique com-
plet (M, d).

Procédons par 'absurde: supposons F' = U;°_, F;,, d’intérieur non vide. Il existe
alors ey € F et 7 > 0 tels que b(eg;r) C F. Comme F} est d'intérieur vide et fermé,
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il existe e; € b(eg; < r) tel que ey &€ Fy, donc ry € ]0,r/2[ tel que bey;r1) C bleg;r)
et b(ep;r1)NFy = 0. Comme F; est d’intérieur vide et fermé, il existe es € b(ey; < 1)
tel que es & Fy, donc ro € 10,71 /2] tel que b(eg; ) C b(ey;ry) et bleg;re) N Fy = 0.
En continuant de la sorte, on met en évidence des suites e, de M et r,, de |0, +00]
telles que

0 < T'm+1 < Tm/2

b(em-i-l; rm—&—l) C b(ema rm)

b(€m+1; Tm—l—l) N Fm+1 = @
On en déduit aussitot que r,, — 0 et que la suite ¢, est de Cauchy donc converge;
soit fo sa limite. D’une part, fy doit appartenir au fermé b(eg; r) donc a F' car chacun
des e, appartient a b(eg;r). D’autre part, pour tout m € Ny, fo doit appartenir a
b(€m; rm) car, pour tout k > m, on a ey € b(e,,; ry); il s’ensuit que fy n’appartient
a aucun des F,,. D’ou une contradiction.g

* — Signalons le résultat plus général suivant.

Proposition 2.14.2 Tout produit d’espaces métriques complets est un espace de
Baire.
En particulier, pour tout ensemble J non vide, K’ est un espace de Baire.

Prewve.  Soit (M;,d;);e; une famille non vide d’espaces métriques complets.
Posons M = [[,.;(Mj,d;) et considérons une suite (F3,)men, de fermés de M,
d’intérieurs vides. Tout revient a établir que F' = Ny°_, F), est d’intérieur vide.

Si ce n’est pas le cas, il existe un ouvert non vide €2y inclus dans F. Comme Fj
est d’intérieur vide, ; n’est pas inclus dans F}: il existe donc m™® € \ F} et par
conséquent une partie finie J; de J et des nombres r](-l) € 10, 1] pour les j € J; tels
que le voisinage fermé

Vi = H bj(mg-l);r](-l)) X H M;

jen VISPAWT
de m® soit inclus dans Q; et disjoint de F}. Comme F; est d’intérieur vide, 'ouvert
0, = H bj(mg.l); < T§1)) X H M;
jeJ1 jeJ\J1

@

n’est pas inclus dans Fy: il existe donc m(® € Q, \ F, et par conséquent une partie

finie Jy de J, disjointe de J; et des nombres rj(?) € }O,rj(-l)/Q[ pour les j € J; et

7"](-2) € 10,27![ pour les j € J, tels que le voisinage fermé

Vy = H bj(mg.z);'r’f)) X H M;

jeJ1UJ2 FjeJ\(J1UJ2)
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de m® soit inclus dans € et disjoint de F5. En continuant de la sorte, on met en
évidence une suite (m*),ey, de points de M, une suite (Jy)ren, de parties finies
et deux a deux disjointes de J et des nombres rj(.k) € }0,2_’““[ pour k € Ny et

JE Ulejl tels que les ensembles

k). (k
Vi = H bj(mg-);rj( )) X H M;

je€J1U...UJg JEJ\(J1U...UJ)

soient inclus dans F, emboités en décroissant et tels que Vi, N F, = () pour tout
k € Ny. Cela étant, pour tout j € Ji, la suite (mg-l))leNo est de Cauchy dans Mj; soit
m; sa limite. Pour tout j € J \ U, Ji, choisissons m; € M;. Il est alors clair que
le point m de M ainsi défini appartient a F' et n’appartient a aucun de F,,. D’ou
une contradiction.p«— *

Exercice. Adapter la démonstration du théoréeme de Baire pour établir que, si une
partie d’un espace métrique complet est lintersection d’un ouvert et d’un fermé, c’est un
espace de Baire.O

Exercice. Adpater la démonstration du théoreme de Baire pour établir que tout
espace localement compact et séparé est de Baire.O

Remarque.  Le théoreme de Baire est un des piliers de I'analyse fonctionnelle. Ses
applications sont nombreuses et profondes. Nous en verrons plusieurs dans la suite. Cepen-
dant & ce stade, nous devons nous contenter de quelques conséquences surprenantes.O

Application. 57 Q) est une partie ouverte et non vide de R, il n’existe pas de
suite K, de parties compactes de €2 dont 'union soit égale a l’ensemble des points
wrrationnels appartenant a €.

Suggestion. Procédons par 'absurde. Quitte a remplacer chacun des K, par
UL, K, nous pouvons supposer les K, emboités en croissant. Soit alors r,, une
numérotation des points rationnels appartenant a 2. Cela étant, les ensembles
H, = K, U{ry,...,ry,} constituent une suite de compacts d'union égale a .
Comme €2 est un espace de Baire, I'un d’entre eux doit contenir un intervalle de
R, ce qui est contradictoire car un tel intervalle doit contenir une infinité de points
rationnels distincts.O

Application. Déduire de I'application précédente qu’il n’existe pas de fonc-

tion f: |—1,1[ — C continue en tout point rationnel et discontinue en tout point
irrationnel de |—1,1].
Suggestion. Si une fonction f: |]—1,1[ — C est continue en tout point rationnel

de ]—1, 1], alors, pour tout m € Ny et tout = € |—1, 1] rationnel, il existe n(z,1/m) >
0 tel que

(y € I=L1A[ |z =yl <n(z,1/m)) = [f(z) = f(y)| < 1/m.
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Si, en plus, f est discontinu en tout point irrationnel de |—1, 1],

> 1 1
SHEERE U b < . 1/m)
m=1 -1+l<z<1-1

x rationnel

est égal a I'ensemble des points irrationnels de |—1, 1[. Comme il s’agit d’une réunion
dénombrable de compacts, nous sommes arrivés a une contradiction.O

Remarque.  On peut aussi établir que, si f € Co(R) donne lieu a l’égalité R =
UX_{x € R: D" f(x) = 0}, alors f est un polynome. (cf. [2])0

Application. Il existe une fonction continue et réelle sur [0, 1] qui n’est mono-
tone sur aucun intervalle inclus dans [0, 1].

Suggestion. L’ensemble des intervalles inclus dans [—1, 1] et ayant des extrémités
rationnelles est dénombrable; soit { I,,, : m € Ny } une numérotation de ces inter-
valles. Pour tout m € Ny, posons

Ay ={f € Cyr([0,1]) : f non monotone sur I,, }.

Pour tout m € Ny, on vérifie aisément que A,, est une partie ouverte et partout
dense de Cy ([0, 1]). Cela étant, vu le théoreme de Baire, N2°_; A,, est partout dense.
Pour conclure, il suffit alors de constater que les éléments de cette intersection ne
sont monotones sur aucun intervalle inclus dans [0, 1].0

Application. [l existe une fonction continue sur R qui n’est dérivable en au-
cun point de R.

Suggestion. 11 suffit de prouver I'existence d’une fonction continue sur [0, 1] qui
n’est dérivable en aucun point de [0, 1]. Pour tout m € Ny, soit A,, 'ensemble des
éléments f de Cy([0, 1]) pour lesquels il existe x € [0, 1] tel que

%|f(m L h) — f(z)] <m, Vhelo,imt{l/m,1—z}].

Bien str, tout f € Cy([0,1]) admettant une dérivée a droite en un point de [0, 1]
appartient a un des A,,. La réunion A de ces ensembles contient donc I’ensemble
des f € Cy[0,1]) dérivables a droite en un point au moins de [0, 1[. Pour conclure au
moyen du théoreme de Baire, il suffit alors de vérifier que chacun des A,, est fermé
et de complémentaire partout dense dans Cy(][0,1]).0
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Application. St M est un espace métrique complet et si F est une partie
ponctuellement bornée de Co(M), alors il existe xo € M et r > 0 tels que

sup{ |f(z)|: f e F,d(z,x0) <71} < 0.

Suggestion. Pour tout m € Ny,

Fo= {2 € X ssuplfo) <m | = ()5 (0.m)

fer feF

est un fermé de M et la réunion de ces fermés est égale a M.O

Application.  Soit L,, une suite de sous-espaces linéaires de dimension finie
d’un espace linéaire E. Si leur union L est un espace linéaire, alors
a) soit il existe mg € Ny tel que L = Ly,

b) soit il en existe une sous-suite Lyy strictement croissante et telle que, pour tout
J € No, L; soit inclus dans un des Ly ).

Suggestion. Supposons avoir Ly # Upeno\{x}Lm pour tout & € Ny. Il ex-
iste alors un premier entier £ > 2 tel que Ly ¢ L;. Cela étant, L + Ly est
un sous-espace linéaire de dimension finie — donc un espace de Banach — dont
{(L1+ Lx) N Ly, : m € Ny } est un recouvrement dénombrable fermé. Vu le théo-
reme de Baire, il existe alors un premier entier k(1) tel que (L1 + Ly) N Ly soit
d’intérieur non vide dans L + Lj donc tel que L; + L C Ly). En continuant de
la sorte, on obtient la suite annoncée en b).0

Application. [l n’existe pas d’espace de Banach ayant une base de Hamel
dénombrable infinie.

Suggestion. Sinon E = UX_ span({ e, : m € Ny }) serait union dénombrable de
fermés d’intérieurs vides.O



Chapitre 3

Fonctionnelles linéaires continues

3.1 Fonctionnelles linéaires continues

Rappel.  Une fonctionnelle linéaire e* sur I'espace normé FE est continue si et seule-
ment s’il existe C' > 0 tel que |(-,e*)| < C||-|| sur E, auquel cas on peut introduire la
notion de norme ||e*|| de cette fonctionnelle.

Proposition 3.1.1 a) Si e* est une fonctionnelle linéaire non nulle sur un es-
pace normé E, les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) e* est continu,
(2) ker(e*) est fermé,
(3) il existe une boule b de E telle que (b, e*) # K.

b) Une fonctionnelle linéaire non nulle e* sur un espace normé E n’est pas con-
tinue si et seulement si son noyau est partout dense dans E.

Preuve. (1) = (2) est bien connu.

(2) = (3). De fait, tout e € E \ ker(e*) est le centre d’une boule b disjointe de
ker(e*) donc telle que (b, e*) # K.

(3) = (1). De fait, si ¢ & (b(eg; ), €*), alors il vient ¢ — (e, e*) & (b(r), e*) donc

lell <7 = [(e,e")] < | = (e, )],

ce qui suffit.

b) La condition est nécessaire. De fait, si ker(e*) n’est pas partout dense, il existe
e € E\ (ker(e*))” et e est alors le centre d’une boule b telle (b, e*) # K.

La condition est suffisante car, si e* est continu et a un noyau partout dense, on
doit avoir ker(e*) = E, c’est-a-dire e* = 0.y
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Remarque.  Le probleme de la caractérisation des fonctionnelles linéaires relativement
ouvertes sur un espace normé E ne se pose pas car

a) la fonctionnelle 0 est trivialement relativement ouverte,

b) toute fonctionnelle linéaire non nulle sur E est ouverte (a faire, en guise d’exercice).

Définition.  Le dual topologique d'un espace normé E est I'espace de Banach
L(E,K), qu'on note plutdt £'. C’est un sous-espace vectoriel de E*.

Théoréme 3.1.2 (structure du dual) a) Pour tout 3 € (* (resp. £°, (2, (1),

o0
T5: ¢o (resp. (1, (2, (*) - C a— Zambm
m=1
est une fonctionnelle linéaire continue sur co (vesp. €1, (2, () telle que ||5|| = ||5]|-

b) En fait, lapplication
7: 0" (vesp. £, £%) — (o) (vesp. (1), (3)) B+ 15
est une isométrie.

Preuve.  a) est aisé et laissé en guise d’exercice.
b) est plus délicat et sera traité aux séances de répétition.y

Remarque.  Si l’espace normé E est de dimension finie, nous savons que toute fonc-
tionnelle linéaire sur E est continue: on a B’ = E*. Par contre, si I’espace normé E n’est
pas de dimension finie, 'inclusion E/ C E* est stricte. Il existe en effet une suite e,
d’éléments de E qui sont linéairement indépendants. Il existe donc une base de Hamel B
de E contenant { ey, : m € Ny }. Cela étant, la fonctionnelle linéaire e* sur £ définie par
(e,e*) =0sie e B\{en:meNy} et (ey,e*) = mlen| pour tout m € Ny n’est pas
continue car I'image par e* de la suite bornée e,/ ||e, || n’est pas bornée.O

3.2 Théoreme de Hahn-Banach, analytique

Lemme 3.2.1 Soit L un sous-espace R-vectoriel de l’espace R-vectoriel E. Si
p: E — R vérifie

p(re) =rp(e) et ple+ f) < ple) +p(f), Ve, f € ENVr>0,

et si I*: L — R est R-linéaire et tel que (-,1*) < p(-) sur L, alors il existe un
prolongement R-linéaire e*: E — R de I* tel que (-,€*) < p(-) sur E.
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Preuve.  Soit € l'ensemble des couples (f*, F)) ou F est un sous-espace R-
vectoriel de E contenant L et ou f* est une fonctionnelle R-linéaire sur F qui
prolonge [* et telle que (-, f*) < p(-) sur F.

Cet ensemble £ n’est pas vide car il contient (I*, L). De plus, la relation interne
< définie par

(fi, 1) < (f3, F2)) == (F1 C Fy et f3]p = f7)

y est une relation d’ordre. Enfin toute partie totalement ordonnée A de (&£, <) est
bien sir majorée par (f*, F)ou F=U{G : (¢*,G) € A} et ou f*|¢ = ¢g* pour tout
(¢*,G) € A. Vu le lemme de Zorn, (£,<) a un élément maximal (f*, F') et, pour
conclure, il suffit de prouver que F' = F.

Si F differe de E, choisissons un point ¢y € E \ F. Cela étant, nous allons
établir 'existence d'un élément de € du type (f, Fo) tel que Fo = F + span({eo})
et fi|lr = f*, ce qui est contradictoire avec la maximalité de (f*, F™*).

Nous savons que tout élément e de Fy admet une décomposition unique

e = fe+reeq avec f, € F et r, € R.

Pour tout s € R, fr défini sur Fj par

(e, f3) = (fe, f7) +1es, Ve € Iy,

est bien stur une fonctionnelle R-linéaire sur Fy qui prolonge f*. Tout revient donc
a prouver 'existence de s € R tel que (-, f¥) < p(+) sur Fp.
Or, pour tous fi, fo € F', nous avons

i, [+ {fo f7) = (fi + fo, fF) p(fi+ f2)

<
< p(f1 —eo) +pleo + fo)

donc

(fi. 7)) = p(fr —e0) < pleo + fo) = (fo, [7) . VS f2€F.
Pour so = sup{ (f1, f*) — p(f1 —eo) : f1 € F'}, il vient alors
([, 1") =50 <p(f—eo) et (f,f)+s0o<pleotf), Vf€EF

Pour conclure, il suffit alors de noter que
a) pour r > 0, il vient successivement

(f+reo, fo) =r((f/r, [*) + s0) < rp(f/r + eo) = p(f + reg),

b) pour r < 0, il vient successivement

(f+reo, fo)=1|rl({(f/ ||, f*) = so) < |r|p(f/|r| — eo) = p(f +Teo)a
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Théoreme 3.2.2 (Hahn-Banach) Soient p une semi-norme sur l’espace vec-
toriel B et L un sous-espace vectoriel de E.

Pour toute fonctionnelle linéaire I sur L pour laquelle |(-,I")| < p(-) sur L, il
existe une fonctionnelle linéaire €' sur E qui prolonge I et telle que |{-,¢')| < p(-)
sur E.

Preuve.
1. Cas des espaces R-vectoriels

Vu le lemme, I admet un prolongement R-linéaire ¢’ sur E tel que (-, ¢') < p(+)
sur E. Pour tout e € F/, on a donc

(e, €') <ple) et —(e,e) = (—e,€) <p(—e) = ple),

ce qui suffit.
2. Cas des espaces C-vectoriels

Etablissons d’abord deux résultats auxiliaires.

Proposition 3.2.3 Si¢e’ est une fonctionnelle C-linéaire sur [’espace C-vectoriel
E, alors
Re': E—>R e (e,Ne) =R (e, e)
est une fonctionnelle R-linéaire telle que
2) (- ¢) = (- Re) — i (i-, Re!),
b) si la semi-norme p sur E est telle que |(-,€')| < p(-) sur E, alors on a aussi
|(-,Re)| < p(-) sur E g

Proposition 3.2.4 Si e est une fonctionnelle R-linéaire sur l’espace C-vecto-
riel E, alors
¢:E—C e {eeg)—ilieep)
est une fonctionnelle C-linéaire sur E telle que
a) Ne' = ep,

b) si la semi-norme p sur E est telle que |(-,ex)| < p(:) sur E, alors on a aussi
(€N < p(-) sur E.

Preuve.  D’une part, pour tous e € E et ¢ € C, on a successivement

(ce €y = (ce,ep) —ilice, ep)
= Re- (e ep) + - (ie, ep) +iSc- (e, ep) — iRe - (ie, ep)

= Re-(e,e) +iSc- (e, €).
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D’autre part, pour tous e;, es € F, on a successivement

(e1 +eg,€)y = (e1+ e, ep) —i(ieg +ieq, )
= (ey,eg) —i(ier, ep) + (€2, ep) — i (iea, €p)
= <617 €/> + <€27 €/>
Au total, € est une fonctionnelle C-linéaire sur E.
Cela étant,

a) est trivial,
b) de fait, pour tout e € E tel que (e,e’) # 0, on a

|<€7 6/>| _ e—iarg (e,e’) <6, €,>

- <e’iarg<€’e/>e,e’R> < ple)a

Etablissons a présent le théoreme de Hahn-Banach dans le cas des espaces C-
vectoriels.

Preuve.  L’application I’ est une fonctionnelle R-linéaire sur I’espace R-vecto-
riel sous-jacent a L. Vu le théoreme de Hahn-Banach relatif aux espaces R-vectoriels,
il existe donc une fonctionnelle R-linéaire e sur 'espace R-vectoriel sous-jacent a
E, qui prolonge R et telle que |(-,eg)| < p(-) sur E. On en déduit de suite que la
fonctionnelle C-linéaire

e: E—C e (ee€)= e ep) —ilie, ey)
convient.g

Remarque.  Le théoréeme de Hahn-Banach est le deuxieéme pilier de ’analyse fonc-
tionnelle.

3.3 Premieres conséquences

Commencons par énoncer un cas particulier du théoreme de Hahn-Banach, suf-
fisant la plupart du temps.

Théoreme 3.3.1 Toute fonctionnelle linéaire continue sur un sous-espace vec-
toriel d’un espace normé E admet un prolongement linéaire continu sur E, de méme
norme.y

Voici a présent quelques conséquences aisées mais fort importantes du théoreme
de Hahn-Banach.
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Théoreme 3.3.2 Pour tout élément non nul e de l’espace normé E, il existe
e € E' tel que (e, e) = |le| et || = 1.

Preuve.  On vérifie de suite que

I': span({e}) = K cer c|e]

est une fonctionnelle linéaire sur span({e}) telle que |(-,I')| < [|-]]. Vu le théoreme
de Hahn-Banach, I admet un prolongement linéaire ¢’ sur E tel que |(-,e")] < |||
D’ou la conclusion car on a |(e/ |le|| ,€')| =1 donc ||€'|| = 1.a

Théoréme 3.3.3 a) Tout sous-espace vectoriel L de dimension finie de l’espace
normé E a un complément topologique.

b) Tout sous-espace vectoriel L fermé et de codimension finie de l’espace normé
E admet un complément topologique.

Preuve.  Soit {ey,...,e;} une base de L. On sait qu'il existe I}, ..., I, € L/
tels que (e;,[},) = d;x pour tous j, k € {1,...,J}. Si, pour tout j € {1,...,J}, €]
est un prolongement linéaire continu de I} sur E, on vérifie de suite que

J
P.E—E er—>z<e,e;>ej

j=1
est un projecteur linéaire continu sur F, d’image égale a L.
b) Soit {ej,...,es} une cobase de L dans E. Pour tout j € {1,...,J},
Li=L+span({e,:1<k<Jk#j})

est un sous-espace vectoriel fermé et de codimension 1 dans E. Il s’ensuit que, pour
tout j € {1,...,J}, 'application

/. )
e, BE—=K e—c¢je

si e = lj. + ¢jee; est la décomposition unique de e selon L; + span({e;}) est une
fonctionnelle linéaire continue car son noyau ker(e};) = L; est fermé. Cela étant, on
vérifie de suite que

J
P.F—FE eHZ<e,e;>ej
=1

est un projecteur linéaire continu sur E, de noyau égal a L.y
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Proposition 3.3.4 Pour tout sous-espace vectoriel fermé L de l’espace normé
E et toute € E\ L, il existe ¢ € E' tel que (e,e’) =1 et (L,e') = {0}.

En particulier, une partie D de E est totale dans E si et seulement si 0 est la
seule fonctionnelle linéaire continue sur E qui s’annule identiquement sur D.

Preuve.  Comme L est un sous-espace vectoriel fermé de codimension 1 dans
I'espace vectoriel Lo = L + span({eo}),

' 'Ly —K erc

si e =l + ceeq est la décomposition unique de e € Ly selon L + span({eg}), est une
fonctionnelle linéaire continue sur Ly car son noyau est égal a L. Cela étant, tout
prolongement linéaire continu de I’ sur E convient en guise de €’y

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoreme 3.3.5 Si F' est un fermé absolument convexe de [’espace normé E,
alors, pour tout eg € E'\ F, il existe ¢ € E' tel que (eg, €'y > 1 et |{e,€')| < 1 pour
tout e € F.

Preuve. 1l existe r > 0 tel que b(eg; ) N F = ) donc tel que

bleo;r/2) (\(F +b(r/2)) = 0.

Comme A = F' 4 b(r/2) est une partie absolument convexe et absorbante de E, py
est une semi-norme sur £. Comme on a b(r/2) C A, p4 est méme une semi-norme
continue sur F. Enfin il est clair que ey n’appartient pas a b,,(1). Des lors, toute
fonctionnelle linéaire €’ sur E telle que (eg,e’) = pa(eo) et [(-,€)] < pa(:) sur E
convient.g

Proposition 3.3.6 Sile dual E' de l’espace normé E est séparable, alors E est
séparable.

Preuve.  Soit D" ={e!, : m € Ny} une partie dénombrable dense de la sphere
{e ||| =1}. Pour tout m € Ny, il existe alors e,, € E tel que ||e,| = 1 et
|{em,€l,)| > 3/4. Pour conclure, nous allons établir par contradiction que L =
span({ e, : m € Ny }) est dense dans E. Si ce n’est pas le cas, il existe ¢ € E’ tel
que |leg|l = 1 et (I, ep) = 0 pour tout [ € L. Cela étant, il vient

3 / /

1 S lems el = [ems e — en)| < llemll lleg, — €l

alors que, pour tout ¢ > 0, il existe m € Ny tel que |e], —ej]] < €. D’ol une
contradiction.g

Remarque. * — La réciproque de celle propriété est fausse: E = ¢! est un espace
séparable et son dual £°° n’est pas séparable.d « x
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3.4 Théoreme de Hahn-Banach,
version géométrique

Théoréme 3.4.1 (Mazur) Soient L un sous-espace vectoriel et Q0 un ouvert
non vide et conveze de l’espace normé E.

Si QN L =10, alors il existe un R-hyperplan fermé H de E tel que L C H et
QNH=0.

Preuve.  Quitte a remplacer E par son espace R-vectoriel sous-jacent, nous
pouvons supposer que F est un espace R-vectoriel.

Choisissons un point ey de €2; 0 — eg est alors une partie ouverte et convexe de
E, contenant 0. On a tot fait de vérifier que, d’'une part, ’application

p:E—-R e—inf{r>0:ecr(—ey)}

est telle que p(re) = rp(e) et (e + ea) < p(er) + p(e2) pour tous e, ey, ex € E et
r € [0, 400, et que, d’autre part, 2 —eqg ={e € E: pe) < 1}.

Comme L est un sous-espace vectoriel de codimension 1 dans ’espace vectoriel
M = L + span({ep}), nous pouvons définir une fonctionnelle linéaire m’ sur M par
(eg,m') = —1 et (L,m') ={0}.

Prouvons que (-, m') < p(-) sur M. Il suffit pour cela d’établir que, pour tout
m € M tel que p(m) < 1, on a (m,m') < 1. Or p(m) < 1 avec m € M a lieu si et
seulement si m € (Q —eg) N M. Des lors, il vient

(m,m') = (—eg,m’) + (m +eg,m’)y =1+ (m + ey, m’)

avec m + eg € QN M. Pour conclure, prouvons que (m + ey, m’) < 0. De fait, si ce
n’est pas le cas, I’élément
<m + €y, m’) 1
€ +
1+ (m+ eg,m’) 1+ (m+ ey, m’)

(m + ep)

appartient & Q N M et annule m/, ce qui est contradictoire avec QN L = ().

Vu le lemme préparatoire au théoreme de Hahn-Banach, il existe un prolonge-
ment linéaire €’ sur £ de m’ tel que (-, €¢’) < ¢(-) sur E. En fait ¢ appartient a £’
car 0 € {2 —eq est le centre d’une boule b(r) incluse dans I'ouvert €2 — ey sur laquelle
@ est majoré par 1: on a donc

lell <7 = ((e,€') < ple) <Tet (—e,e) <p(—e) <1),

ce qui suffit. Cela étant, ker(e’) est un R-hyperplan fermé contenant L. De plus,
pour tout e € {2, on a

(e, €y = (ep,€) + (e —ep,e') < —1+ (e —ep)

avec @(e —ep) < 1 donc (e, ') < 0, ce qui suffit pour conclure.y
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Théoreme 3.4.2 (séparation 1) Si l'ouvert conveze et non vide ), ainsi que
la partie convexe et non vide A de l’espace normé E sont disjoints, alors il existe
e € (Er) etreR tels que

e,y <r < (f,€), VeeQVfeA
Si, de plus, A est ouvert, alors il existe ¢ € (Er) et r € R tels que
(e, €y <r < (f,€)y, VeeQVfeA

Preuve.  Comme L = {0} est un sous-espace R-vectoriel disjoint de la partie
ouverte et convexe 2 — A de F, il existe ¢’ € (Eg)’ tel que ker(e/) N (Q — A) = 0.
Comme (Q,€’) et (A, €’) sont des intervalles disjoints de R, il existe r € R qui les
sépare. D’ou la conclusion, quitte a prendre —e’ car €’ et —e’ sont des opérateurs
linéaires ouverts.g

Corollaire 3.4.3 Pour toute partie convexe et non vide C' de l’espace normé E
et tout e € E\ C, il existe ¢ € (Eg)’ tel que (e e’y & ((C,€'))".

En particulier, pour toute partie non vide A de E, €o(A) est l'intersection des
demi-espaces réels fermés contenant A.

Preuve.  Soit b une boule ouverte de centre 0 dans E pour laquelle (e+b)NC =
(). Comme e + b est un ouvert convexe et non vide de E, le premier théoréme de
séparation donne l'existence de ¢’ € (Eg)" tel que (e +b,e¢’) N (C,e') = 0, ce qui
suffit car (e + b, €’) est un voisinage de (e, ¢’) dans R,y

Théoréme 3.4.4 (séparation 2) Sile compact convexe non vide K et le fermé
convezxe non vide F' de l’espace normé E sont disjoints, alors il existe ¢’ € (Eg)’ tel
que

/ . /
sup{Jf,e) < inf e, e ).
feF <f > eeK < >

Preuve. 1l existe r > 0 tel que (K +b(< r)) N (F +b(< r)) = . Comme
K +b(<r) et F+b(< r) sont deux ouverts convexes et non vides de E, le premier
théoreme de séparation permet aussitot de conclure.y

Définition. Un R-hyperplan d’appui d’une partie non vide A de l'espace
normé E est un R-hyperplan H de E contenant au moins un point de A et tel que
tous les points de A soient d'un méme c6té de H, c’est-a-dire qu'il existe ¢’ € (Eg)’
et r € R tels que H = {e € E: (e,e’) =r} contienne un point de A au moins et
que soit AC {e€ E:(ee)y<r} soit AC{ec E:{ee)>r}.
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On vérifie de suite que, si la partie A de E est d’intérieur non vide et admet
un R-hyperplan d’appui H, alors H est déterminé par une fonctionnelle R-linéaire
continue sur E et des lors H est fermé.

Proposition 3.4.5 Si F' est une partie conveze, fermée et d’intérieur non vide
de l’espace normé E, tout point frontiere de F' appartient a un R-hyperplan d’appua.

1l s’ensuit que I est lintersection des demi-espaces réels fermés qui le contien-
nent et qui sont déterminés par ses R-hyperplans d’appui fermés.

Preuve.  Pour tout ey € F'*, F'° est un ouvert convexe non vide et ¢y un convexe
?
fermé non vide disjoint de F°. D’ou la conclusion par le premier théoreme de
séparation.g

Proposition 3.4.6 Tout compact convexe et non vide d’un espace nomé est
égal a lintersection des demi-espaces réels fermés qui le contiennent et qui sont
déterminés par ses R-hyperplans d’appui fermés.

Preuve.  Cela résulte aussitot du deuxieme théoreme de séparation.g

3.5 Théoreme de Krein-Milman

Définition.  Un point extrémal de la partie convexe C' de 'espace vectoriel
E est un élément ey de C' qui n’appartient a aucun segment ouvert inclus dans C,
c’est-a-dire que, si eq, e; € C et r € |0, 1] sont tels que eg = re; + (1 — r)eq, alors
€1 = €9.

Lemme 3.5.1 Si K est un compact non vide d’un espace normé E, alors tout
R-hyperplan d’appui fermé H de K contient au moins un point extrémal de K.

Preuve.  Appelons variété d’appui de K toute variété R-vectorielle M de E telle
que K N M # () et contenant tout segment ouvert inclus dans K qui la rencontre.
Bien sur, tout R-hyperplan d’appui de K est une variété d’appui de K et toute
variété d’appui de K réduite a un point est un point extrémal de K.

Notons £ l'ensemble des variétés d’appui de K, fermées et incluses dans H;
bien sir, £ n’est pas vide. De plus, la relation d’inclusion est une relation d’ordre
sur £. Enfin toute partie totalement ordonnée A de (£,D) est majorée par My =
N{M:MecA}: eneffet, {MNK:Me A} est une famille de compacts vérifiant
la propriété d’intersection finie, ce qui assure que M 4 est non vide, donc une variété
d’appui de K.

Vu le lemme de Zorn, (€, C) admet un élément maximal; soit My. Pour conclure,
il suffit alors de prouver que M est un singleton. Si ce n’est pas le cas, il existe deux
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points distincts ey, e appartenant a My puis ¢’ € (Eg)" tels que (e, €’) # (e, €).
Cela étant,
Myn {e € E:{ee)= sup (m,e’)}
meMonK
est assurément un élément de &, inclus strictement dans M, ce qui est contradictoire
avec la maximalité de M,.
D’ou la conclusion.g

Théoréme 3.5.2 (Krein-Milman) Tout compact convexe d’un espace normé
est €gal a l'enveloppe convexe fermée de ses points extrémauc.

Preuve.  Soit K un compact convexe de 'espace normé E. Désignons par F'
I’enveloppe convexe fermée de I’ensemble des points extrémaux de K.

D’une part, il est clair que K contient F'.

D’autre part, F' contient K sinon il existe ¢y € K \ F' et le deuxiéme théoreme
de séparation procure ¢’ € (Eg)’ tel que

sup (F,e’) < {ep, €’) <sup(e,e’) =r.
fer ecK

Il s’ensuit que le R-hyperplan d’appui fermé {e € E : (e, e’) = r } est disjoint de F,
ce qui est contradictoire avec le lemme précédent.y

Proposition 3.5.3 Si l’enveloppe convexe fermée F du compact K de [’espace
normé E est compacte, alors tout élément extrémal de F' appartient a K.

Preuve.  Soit e un élément extrémal de F'. Pour tout r > 0, il existe une partie
finie A, de K telle que K C A,+b(r). Pour tout a € A,, posons F, = co(K Nb(a;r)).
Bien str, F' est égal a ’enveloppe convexe de U,ca, F,. 1l existe donc, pour tout
a € A,, un élément e, de F, et r, > 0 tels que

Zrazlete:Zraea.

CLEAT CLEAT

Comme e est un élément extrémal de F' et comme, pour tout a € A,, e, appartient
a F il existe a € A, tel que e = ¢, donc tel que e € a+b(r) car a+b(r) est un fermé
convexe qui contient F,. On en déduit aussitot 'appartenance de e & K + b(r) pour
tout r > 0, ce qui suffit.g

Rappel.  Tout compact convere d’un espace vectoriel de dimension finie est égal a
l’enveloppe convezxe de l’ensemble de ses éléments extrémaud.
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3.6 Duaux associés

Question. Si L est un sous-espace vectoriel fermé propre d'un espace normé
E, quelles sont les relations qui existent entre £, L' et (E/L)"?

Théoreme 3.6.1 Soit L un sous-espace vectoriel fermé propre de l’espace nor-
mé b.

_a) Si R désigne l'opérateur restriction .|: E' — L' a L, alors l'opérateur
R: E'/ker(R) — L' est une isométrie, avec ker(R) = L™ .

b) Si sy, désigne la surjection canonique de E sur E/L, alors
S:(E/L) — L+ 2 —a'osy
est une isométrie.

Preuve.  a) Il est clair que R est un opérateur linéaire continu de norme < 1.
Une premiere application du théoreme de Hahn-Banach signale que tout I’ € L’
admet un prolongement linéaire continu sur F; R est donc surjectif. Cela étant,
R est une bijection linéaire continue de norme < 1. Une application plus fine du
théoreme de Hahn-Banach signale que R est une isométrie: de fait, tout ! € L/
admet un prolongement e;, € £’ de méme norme.

b) Il est clair que, pour tout 2’ € (E/L)’, 2’ o sy, appartient & L*. Cela étant, il
est trivial que S est un opérateur linéaire. Il est surjectif car, pour tout e’ € L+, on
a ker(e’) D L, ce qui implique 'existence de ' € (E/L)" tel que ¢’ = 2’/ o s;. Enfin,
pour tout 2’ € (E/L)’, on a successivement

152'|| = sup (e, S2")] = sup [(sLe,2’)] = sup [(&a")] = [|2']
Jell<1 Jell<1 Jell<1

3.7 Bidual et réflexivité

Les résultats du Paragraphe 2.3 appliqués au cas particulier F' = K donnent lieu
au résultat suivant.

Théoreme 3.7.1 Si e* est une fonctionnelle linéaire sur ’espace normé E, les
assertions suivantes sont équivalentes:

a) e* est continu,
b) e* est continu en 0,

c) il existe C' > 0 tel que |(.,e*)| < C||.||
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Définitions.  Le dual topologique de 1'espace normé E est l'espace L(F,K)
qu’on note plutot E’. Il s’agit d’un espace de Banach ou

le'll = sup [{e,€')], Ve'€ E".
Jell=1

De plus, pour tout ¢’ € E’, on a
(e, < [lell l€ll, Ve € E,

cette majoration ne pouvant étre améliorée.
Cela étant, nous pouvons introduire le bidual de E comme étant le dual de
I'espace normé E’; ¢’est bien str un espace de Banach.

Théoreme 3.7.2 Pour tout espace normé E, 'application
0: E—E" e e,.)
est une injection linéaire telle que ||0e|| = ||e|| pour tout e € E.

Preuve.  Pour tout e € E, (e,.) est en effet une fonctionnelle linéaire sur £’
telle que

sup [(e, e’} = [le]l,
Jerlj=1

vu le théoreme de Hahn-Banach g

Remarque. Si E est un espace normé non complet, il est clair que cet opérateur &
n’est pas surjectif. En fait, ceci peut arriver méme si E est un espace de Banach: * —
ainsi le bidual de ¢ est 'espace £°°.«— x Aussi nous introduisons la définition suivante.

Définition.  Un espace normé E est réflexif si 'injection canonique J: E —
E" est surjective.

Bien sur K" est réflexif pour tout n € Ny et * — tout espace de Hilbert est
réflexif.«— x

x — Par contre, les espaces ¢!, ¢y, ¢ et £ ne sont pas réflexifs.« *

Théoreme 3.7.3 Un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual
est réflexif.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Il suffit d’établir que le sous-espace de Banach §E de
E" est égal a E” ou, ce qui revient au méme, que si ¢ € E"” est nul sur dE, alors
¢ = 0. Or E' étant réflexif, il existe ¢/ € E’ tel que (¢/,e") = (e”,€") pour tout
¢’ € E”. En particulier, il vient (¢, de) = (e, e’) = 0 pour tout e € E donc € = 0,
ce qui suffit.g
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Remarque.  Si E est un espace de Banach, on a donc deux suites d’espaces de Banach
“emboitées” en croissant:

ECE'cEWc... e¢ EECE"cE® ...

et le théoreme précédent signalent que ces deux suites sont simultanément constantes ou
strictement croissantes.O

Proposition 3.7.4 Si E est un espace de Banach réflexif et si L est un sous-
espace vectoriel fermé de E, alors les espaces de Banach L est E/L sont réflexifs.

Preuve.  Etablissons d’abord que I'espace de Banach L est réflexif. Soit {” un
élément de L”. L’application .|,: £/ — L' étant linéaire et continue, nous avons
(|r,!") € E". Comme E est réflexif, il existe alors ey € E tel que (e, .) = (.|r,1")
sur E'. En fait, on a méme ey € L car {¢/|1,1") = 0 pour tout ¢’ € L+. Cela étant,
pour tout I’ € L', la surjectivité de .| : E' — L' procure €|, tel que €¢'|, = ' donc
tel que

<l,7 l”> - <e/|L’ l”> - <6l”’ 6/> ;

de 1a on tire {e;r,.) = (.,1"”) sur L', ce qui suffit.

Etablissons maintenant que l’espace de Banach E/L est réflexif. Nous savons
que E' et par conséquent L sont des espaces de Banach réflexifs. Des lors (E/L)’
et par conséquent E/L sont des espaces de Banach réflexifs.y



Chapitre 4

Opérateurs linéaires continus

4.1 Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoreme 4.1.1 Si E, F sont des espaces normés et si B est une partie de
L(E, F), les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) B est borné,
(b) B est uniformément équicontinu sur E,
(

c) B est équicontinu en 0.

Preuve.  (a) = (b). Comme il existe C' > 0 tel que ||T']] < C pour tout T" € B,
alors, pour tout € > 0, il existe £/C' > 0 tel que

ler — sl < ¢/C = sup |[Ter - Tesl] < &
TeB
(b) = (c) est trivial.

(c) = (a). Il existe n > 0 tel que, pour tout e € E tel que [le]| < n, on a
suppeg || Tel| < 1. On en tire de suite que ||T']] < 1/n pour tout 7" € By

Définition. Si E et F' sont des espaces normés, une partie B de L(E, F) est
ponctuellement bornée si, pour tout e € E, {Te: T € B} est un borné de F.

Théoréme 4.1.2 (bornation uniforme, Banach-Steinhaus) Si [’espace E
est de Banach et ’espace F normé, alors toute partie ponctuellement bornée de
L(E, F) est bornée.

Preuve.  Soit B une partie ponctuellement bornée de L(E, F'). Alors

A=n{T"(1): TeB}
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est bien sur une partie absolument convexe et fermée de E. De plus, A est aussi
absorbant car, pour tout e € F, il existe C' > 0 tel que le borné { Te : T' € B} soit
inclus dans b(C) donc tel que e € CA. Comme on a E = UY_;mA, le théoreme de
Baire assure l'existence de m € Ny tel que (mA)° # @. Des lors, il existe r > 0 tel
que b(r) C A. On en déduit aisément que ||T|| < 1/r pour tout T € B. D’ou la
conclusion.g

Théoreme 4.1.3 Si E est un espace de Banach, si F' est un espace normé et
si T,, est une suite de L(E, F') ponctuellement convergente—c’est-a-dire telle que la
suite T,,e converge dans F' pour tout e € E—, alors il existe T € L(E, F) tel que
Te = lim,, . T),e pour tout e € F.

Preuve.  Pour tout e € E, désignons par Te la limite de la suite 7),e dans F
T apparait alors comme étant une application de F dans F. On vérifie directement
que T est en fait un opérateur linéaire de F dans F'. Enfin, vu le théoreme de
Banach-Steinhaus, { T}, : m € Ny } est un borné de L(E, F); il existe donc C > 0
tel que [|T,,]| < C pour tout m € Ny, d’out on tire

|Te|ll = lim ||Te| < Cllell, Vee Ey

Théoreme 4.1.4 Soient E, F' des espaces de Banach et T}, une suite bornée de
L(E,F).

Si, pour tout élément d d’une partie partout dense D de E, la suite T,,d converge
dans F, alors il existe T € L(E, F) tel que T,,e — Te pour tout e € E.

Preuve.  Vu le théoreme précédent, comme F est un espace de Banach, il suffit
de prouver que, pour tout e € E, la suite T},e est de Cauchy.

Soient e € E et € > 0. Il existe C' > 0 tel que ||T},,]] < C pour tout m € Ny. Cela
étant, il existe d € D tel que ||le — d|| <&e/(3C) puis M tel que, pour tous r, s € Ny
tels que r, s > M, ||T,.d — Tsd|| < e/3. Au total, pour tous r, s > M, il vient

I Tye — The|| < |The — Tpd|| + ||T,d — Tod|| + | Tod — Tae|| < e,

ce qui suffit.g

Remarque.  Le théoreme de Banach-Steinhaus et ses conséquences que nous venons
d’établir, sont considérés comme étant un pilier de I'analyse fonctionnelle.
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4.2 Théoreme de 'opérateur ouvert

Théoréme 4.2.1 (opérateur ouvert) Soient E un espace de Banach et F un
espace norme.

Si T: E — F est un opérateur linéaire continu et si im(T") n’est pas union
dénombrable d’ensembles nulle part denses, alors
(a) T est surjectif,
(b) T est ouvert,

(c) F est un espace de Banach.

Preuve.  Pour obtenir (a), il suffit d’établir (b).

(b) i) Etablissons d’abord que, pour tout r > 0, (Tbg(< 7))~ est d’intérieur non
vide. De fait, comme im(7) est égal & Uy°_,mTbg(< 1), 'hypothese signale qu’il
existe m € Ny tel que (mTbr(< 1))” =m(Tbg(< r))” a un intérieur non vide.

(b) ii) Etablissons ensuite que Thr(< 1) D (Tbr(< 271))™, ce qui permet aussitot
de conclure vu i). Soit f; € (Thr(< 271))". Vu i), il existe e; € bp(< 27') tel que
Tey € f1 + (Tbp(<272?) Nbr(271). Vu i) a nouveau, il existe ey € bp(< 272) tel
que Tey € fi —Tey + (Thrp(< 273))” Nbp(272?). En continuant de la sorte, on met
en évidence une suite e, de E telle que

lemllp < 27"
T6m+1 € fl (Zej) TbE<2 me 2 7ﬂbp(2_m)

pour tout m € Np. On en déduit aussitot que la série Y *°_, e, converge dans E,
que sa limite e appartient a b(< 1) et que Te = fj.

(¢) De fait, Popérateur canonique T: E /ker(T) — F est alors un isomorphisme
alors que E/ker(T') est un espace de Banach g

Corollaire 4.2.2 Si E et F' sont des espaces de Banach, toute surjection linéaire
continue de E sur I’ est ouverte.y

Corollaire 4.2.3 Si E et F sont des espaces de Banach, toute bijection linéaire
continue de E sur I est un isomorphisme.y

Proposition 4.2.4 i
0-EAFEa—0

est une suite exacte courte d’espaces de Banach ou les opérateurs A et B sont con-
tinus, alors les conditions suivantes sont équivalentes:
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(1) A admet un inverse linéaire continu a gauche: 3A € L(F, E) tel que LA = idg,
(2) B admet un inverse linéaire continu a droite: 3R € L(G, F) tel que BR = idg,

(3) il existe un projecteur linéaire continu P dans F' tel que
im(P) = im(A) = ker(B).

Preuve. (1) = (3). L’opérateur linéaire continu P = AL est évidemment un
projecteur. De plus, L étant surjectif, on a im(P) = im(A).

(2) = (3). L'opérateur linéaire continu () = RB est évidemment un projecteur.
De plus, R étant injectif, on a ker(Q) = ker(B). Cela étant, P = idp — @ est un
projecteur linéaire continu dans F' tel que im(P) = ker(Q) = ker(B).

(3) = (1). La suite étant exacte, I'opérateur A est injectif et I’espace vectoriel
im(A) = ker(B) est fermé. Cela étant, A: E — im(A) est une bijection linéaire
continue entre deux espaces de Banach; des lors, A™': im(A) — F est un opérateur
linéaire continu. Cela étant, L = A~'P est un opérateur linéaire continu tel que
LA=A"'PA=idg.

(3) = (2). Par hypothese, ker(P) est un complément topologique de im(P) =
ker(B). Cela étant, B|er(p): ker(P) — G est une bijection linéaire continue entre
deux espaces de Banach. Il s’ensuit que R = (Blea(p)) ': G — ker(P) est un
opérateur linéaire continu tel que BR = idg.a

4.3 Théoreme du graphe fermé

Proposition 4.3.1 Si E et F' sont des espaces normés, alors le graphe de tout
T € L(E,F) est une partie fermée de E x F.

Preuve.  De fait, si la suite (e,,, Te,,) du graphe de T' converge vers (e, f) dans
E x F, la suite e,, de E converge vers e et la suite Te,, de F' converge vers f. Pour
conclure, il suffit alors de noter que la continuité de 7' implique Te,, — Te donc
Te=f.

En voici une deuxieme démonstration, plus sophistiquée certes, mais susceptible
de généralisation: 'opérateur

S:EXF—F (e,f)—Te—f
étant continu, son noyau
ker(S) = S7'({0}) ={(e,f) EEXF:Te— f=0}=G(T)

est une partie fermée de £ x F'y
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Théoréme 4.3.2 (graphe fermé) Si E et F' sont des espaces de Banach, tout
opérateur linéaire a graphe fermé de E dans F est continu.

Preuve.  Soit T un opérateur linéaire a graphe fermé de E dans F'. Son graphe
G est donc un espace de Banach. Comme

s1:G—E (e,Te) e

est une bijection linéaire continue entre espaces de Banach, c’est un isomorphisme
vu le théoreme de 'opérateur ouvert. De plus,

S9: G—F (e,Te)— Te

est assurément un opérateur linéaire continu. Pour conclure, il suffit alors de con-
stater que T coincide avec I'opérateur linéaire continu sys; .y

Remarque.  Les théoremes de 'opérateur ouvert et du graphe fermé constituent un
autre pilier de I’analyse fonctionnelle.

Proposition 4.3.3 Si||.||, et ||.||, sont des normes sur l’espace vectoriel E telles
que (E,|.]l,)" = (E,].ly)" au sens algébrique, alors ces deux normes sont équivalen-
tes.

Preuve.  La bijection linéaire canonique
L (B ) = (B )

entre espaces de Banach a bien sur un graphe fermé donc est continue: il existe
C > 0 tel que

'l < Clelly, Ve e (B, ]1,)

donc tel que

lell, = sup{[{e,e}] e € (& [l lell, =1}
sup { [(e,€)] - " € (E,[|]I)", l€']l, < 1/C'}

1
= Zlel,, Veek.

v

Comme [ a aussi un inverse continu, on conclut aussitot.y



90 4. Opérateurs linéaires continus

4.4 Opérateurs linéaires compacts

Définitions. Soient E et F' des espaces normeés.

Un opérateur T' € L(E, F') est précompact si Th(1) est une partie précompacte
de F'. Vu le critere de précompacité, il revient au méme de dire que, de toute suite
bornée e,, de I, on peut extraire une sous-suite ey, dont I'image T'ey(y,) est une
suite de Cauchy dans F'. Bien str, tout opérateur linéaire précompact de E dans F'
est continu.

Un opérateur T € L(E,F) est compact si Tbh(1) est une partie relativement
compacte de F—c’est-a-dire que 'adhérence de Tb(1) est un compact de F. Bien
sur, tout opérateur linéaire compact de E dans F' est précompact, la réciproque
ayant lieu si F' est un espace de Banach.

Exemple. Si E et F sont des espaces normés, tout opérateur linéaire continu
de rang fini de E& dans F' est compact. De fait, si T" est un opérateur linéaire continu
de rang fini de £ dans F', alors Th(1) est un borné de im(7") donc (76(1))" est un
compact de im(7") et par conséquent de F.O

Exemple. Tout opérateur de Fredholm de premiére espéce est un opérateur
linéaire compact. Nous avons en effet établi au paragraphe 2.4 que tout opérateur
de Fredholm de premiere espece est la limite dans Cy([a, b]) d'une suite d’opérateur
linéaires continus de rang fini.O

Exemple.  L’injection canonique de Cy([a,b]) dans Cy([a,b]) est un opérateur
linéaire compact. En fait, I'espace Ci([a,b]) est muni de la norme [|-||; = ||-[|, 4 +
ID-[|}, 4, norme pour laquelle il est de Banach (& établir). Comme, vu le théoreme
des accroissements finis,

|f($) - f(y)| S 2 ||f||1 |:E - y'a \V/f € Cl([a,b]),‘v’x,y € [a> b] )

on obtient que Th(1) est une partie équicontinue de Cy([a,b]). Comme, en plus,
Tb(1) est aussi un borné de Cy(]a, b)), ¢’est un précompact, vu le théoreme d’Arzela-
Ascoli. D’ou la conclusion car, dans Cy([a,b]), tout précompact est relativement
compact. (Adapter cette preuve pour établir 'exemple précédent.)O

Définition. Si E et I sont des espaces normés, notons K(E, F') 'ensemble
des opérateurs linéaires compacts de E dans F' et par C(E) l'ensemble K(E, E).

Passons aux propriétés élémentaires des opérateurs linéaires compacts.
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Proposition 4.4.1 Soient E, F et G des espaces normés.

a) L’ensemble IC(E, F) est un sous-espace linéaire de L(E, F).

b) i) Pour tout T € L(E, F) et tout K € K(F,G), KT € K(E,G).

b) ii) Pour tout K € K(E, F) et tout T € L(F,G), TK € K(E, Q).

c) L'opérateur id: E — E est compact si et seulement si E est de dimension
finie.

d) Si T € K(E,F) admet un inverse linéaire continu, alors E est de dimension
finie.

e) Si l'image de K € K(E, F) est fermée dans F, elle est de dimension finie.

Preuve.  a) résulte aussitot de ce que toute combinaison linéaire de compacts
est compacte.

b) i) Il existe r > 0 tel que Thg(1) C bp(r) car T est linéaire continu. De la,
KTbg(1) C rKbp(1) est relativement compact.

b) ii) De fait T(Kbg(1))” est compact comme image continue d’un compact.

c) est connu car bg(1) est précompact si et seulement si dim(£) < oco.

d) De fait, 77T = id: E — E est alors un opérateur linéaire compact.

e) Comme im(K') est un espace de Banach, le théoreme de I'opérateur ouvert
affirme que la surjection linéaire continue K: E — im(K) est ouverte. Il s’ensuit
que Kbg(< 1) est un ouvert relativement compact de im(K): il existe donc r > 0
tel que bim(i)(r) C Kbp(< 1), ce qui suffit.y

Théoreme 4.4.2 Si E est un espace normé et F' un espace de Banach, alors
K(E, F) est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

En particulier, si E est de Banach, K(FE) est un idéal fermé de l’algébre de
Banach L(E).

Preuve.  Vu la proposition précédente, il suffit d’établir que, si la suite K, de
K(E, F) converge vers T dans L(E, F'), alors T est un opérateur linéaire compact
de E dans F.

Soit e, une suite de bg(1l). Comme K; € K(E, F), il en existe une sous-suite
e1tm) telle que la suite Kjey(y,) soit de Cauchy dans F'. Par extractions successives,
nous obtenons une suite de sous-suites (ex(m))men, de la suite de départ telle que,
pour tout k € Ny, la suite Kjep(y) soit de Cauchy dans F'. Pour tout m € Ny,
POSONS Gy = €m(m); il est clair que g, est une sous-suite de la suite de départ. Pour
conclure, établissons que la suite T'g,, est de Cauchy dans F'. De fait, pour tout
e > 0, il existe un entier mq tel que ||K,, — T|| < /3 pour tout m > mg, puis un
entier M tel que || K, gr — Kimogs|| < €/3 pour tous entiers 7, s > M. Au total,
pour tous r, s > M, il vient alors

1Tgr = Tgsll < (T = King)grll + 1 Kimo (gr = gl + [[(EKomy = T)gsl < e,

ce qui suffit.g
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4.5 Théorie spectrale (introduction)

Définition.  Soit E un espace normé. Le spectre o(T) de T € L(FE) est
I’ensemble des scalaires A € K tels que T"— Aid n’admette pas d’inverse linéaire
continu.

En particulier, on a A € ¢(T") si 'une des conditions suivantes n’est pas satisfaite:
(1) T'— Aid n’est pas injectif,
(2) T — Aid n’est pas surjectif.

Définitions.  Soit F un espace normé.

Une valeur propre de T' € L(E, F) est un scalaire A € K tel que 7' — \id ne soit
pas injectif; on a alors ker(7' — Aid) # {0}. Tout élément non nul e de cet ensemble
est appelé vecteur propre de T relatif a la valeur propre \; c¢’est donc un élément
non nul e de E tel que Te = Ae.

Dans ce paragraphe, nous allons envisager quelques propriétés relatives a la sur-
jectivité et a I'injectivité de K — Aid pour K € K(E) et A € K.

Remarque.  Pour aller plus loin dans cette recherche et atteindre ce qui est appelé la
théorie spectrale des opérateurs linéaires compacts, nous devons sortir du cadre des seuls
espaces normés. Ce sera fait au chapitre suivant avec 'introduction des espaces linéaires
a semi-normes et en particulier au moyen du dual simple d’un espace normé.

Voici d’abord une propriété facile de o(K).

Théoreme 4.5.1 Si E est un espace de Banach de dimension infinie, alors on
a0 € o(K) pour tout K € K(E).

Preuve.  De fait, 0 ¢ o(K) entraine que K a un inverse linéaire continu, ce qui
impose dim(E) < co.y

Voici ensuite deux propriétés importantes du noyau et de 'image de K — Aid.

Théoreme 4.5.2 Si E est un espace de Banach et si K € K(FE), alors, pour

tout X € K non nul, ker(K — Md) est un sous-espace vectoriel de dimension finie de
E.

Preuve.  Posons F' = ker(K — Aid); F est alors un espace de Banach tel que
Kf = Af pour tout f € F. Il s’ensuit que T'|p = Aid|p est un opérateur linéaire
compact de F' dans lui-méme, ce qui suffit.g
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Théoreme 4.5.3 Si E est un espace de Banach et si K € KC(E), alors, pour
tout scalaire non nul A, im(K — \id) est un sous-espace vectoriel fermé de E donc
est un espace de Banach.

Preuve.  Comme ker(K — Aid) est un sous-espace vectoriel de dimension finie,
il admet un complément topologique L dans F. Cela étant, L est un espace de
Banach et (K — Aid)|;: L — im(K — Aid) une bijection linéaire continue.

Pour conclure, il suffit alors de prouver que (K — Aid)|, est aussi ouvert car il
s’agit alors d’un isomorphisme entre un espace de Banach et im(K — Aid). Pour
conclure, il suffit donc de prouver I'existence de C' > 0 tel que ||I|| < C ||(K — Aid){||
pour tout [ € L. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite /,,, de L telle que ||/,,|| =1
pour tout m € Ny et (K — Aid)l,,, — 0. Quitte a recourir & une sous-suite de I,,,
nous pouvons supposer la suite K1, convergente, soit Kl,, — ey. Cela étant, d'une
part, il vient

Ay = (Nd — K)l,, + Kl,,, — g dans E

et ainsi ey appartient a L et vérifie |leg|| = limy,—oo || M| = |A|. D’autre part, on
doit aussi avoir (K — Aid)ey = lim,, (K — Aid)(Al,,) = 0, c’est-a-dire ey = 0 car
K — Xid est injectif sur L. D’out une contradiction.y

Voici enfin quelques propriétés plus spécifiques des valeurs propres.

Théoréeme 4.5.4 Si E est un espace de Banach et si K € K(F), alors
a) pour toute valeur propre X de K, on a || < || K],
b) pour toute valeur propre non nulle A de K, on a im(K — \id) # E,

c) l'ensemble des waleurs propres de K est soit fini, soit égal a [’ensemble des
éléments d’une suite de K convergente vers 0.

Preuve.  a) De fait, si e est un vecteur propre de la valeur propre A, on a e # 0
et Ke = Xe, donc
(Alllell = l[Aell = [ Kell < K] [le] -

b) Supposons K — \id surjectif.

Pour tout m € Ny, posons L,, = ker((K — Aid)™). Il est clair que L,, est
une suite croissante de sous-espaces vectoriels fermés de £. On a bien davantage:
établissons que cette suite est strictement croissante. De fait, comme A € K\ {0}
est une valeur propre, K admet un vecteur propre e; relatif a la valeur propre \:
on a donc 0 # e; € Ly et Key = Ae;. Comme K — Aid est surjectif, pour tout
entier m > 2, il existe alors e,, € L,, tel que (K — Xid)™ le,, = ¢; # 0. Nous nous
trouvons donc dans la situation suivante:

i) L, est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels fermés de F,
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ii) pour tout m € Ny, on a K'L,, C L,, car, les opérateurs K et id étant commutatifs,
il vient (K — M\d)"K L,, = K(K — X\id)"L,, = {0},
iii) pour tout m > 2, on a (K — Xd)L,, C L,_1.

Vu le lemme de Riesz, il existe alors une suite 1, telle que 1, € L, ||| = 1
et d(ly, Lim—1) > 1/2 pour tout entier m > 2. Des lors, la suite [, est bornée et
cependant, pour tous 7, s € Ny tels que 2 < r < s, il vient

|Kes — Ke,|| = || Aes + (K — Aid)es — Ke,|| > 1/2

car (K — Aid)es — Ke, appartient assurément a L,_;. D’ou une contradiction avec
le fait que, de 'image d’une suite bornée par un opérateur linéaire précompact, on
peut extraire une sous-suite de Cauchy.

c) Si ¢) est faux, il existe r > 0 tel que

{AeK: |\ >r, A= valeur propre de K }

ne soit pas fini donc contient une suite A, d’éléments distincts deux a deux. Pour
tout m € Ny, soit e, un vecteur propre de K relatif a la valeur propre \,, et posons
L., = span({ey,...,en}). Cela étant, remarquons que, pour tout m € Ny et tous
c1y ..., cpn € K, nous avons

(K — )\mid)(clel + -+ cmem) = Cl()\l — )\m)el —+ 4 Cm—1(>\m—1 — )\m)em_l.

On en déduit directement les trois propriétés suivantes:

i) L,, est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels de dimension
finie donc fermés de F,

ii) pour tout m € Ng, on a KL, C L,

iii) pour tout m > 2, on a (K — A\,id)L,,, C L.

On conclut alors comme en b) ci-dessus.y

Remarque.  La théorie spectrale des opérateurs linéaires compacts d’un espace de
Banach dans lui-méme est bien plus riche que ce qui précede. Cependant, pour obtenir
des premieres propriétés plus fines, nous allons devoir sortir du cadre des espaces normés et
utiliser des propriétés du dual topologique simple E. d’un espace normé E — c’est-a-dire
E’ muni de la topologie simple o(E’, E).O



Chapitre 5

Dual topologique

5.1 Espaces topologiques

Iy a trois manieres d’introduire la notion d’espace topologique: la premiere (par
les ouverts) est préférée par les topologistes, la troisieme (par les voisinages) par les
analystes.

Définition.  Un espace topologique est la donnée d’un ensemble T non vide et
d’une famille O de parties de T qui satisfait aux trois propriétés suivantes:
(01)0, T €O,
(Oy) Q1,05 € O = QN0 € O, c'est-a-dire que O est stable pour les intersections
finies,
(O3) {Q:7edJ} C O = UjesQ; € O, cest-a-dire que O est stable pour les
unions.

Il est noté (T',0) ou méme tout simplement 7" si aucune confusion sur O n’est
possible. Les éléments de O sont appelés les ouverts de 'espace topologique T

Définition.  Une partie F' de I'espace topologique (T, O) est fermée si T'\ F
est ouvert.

Etant donné un espace topologique (7', 0), la donnée des familles O ou F =
{T\Q:Q e O} de parties de T revient évidemment au méme.

Cela étant, un espace topologique peut aussi étre défini comme étant la donnée
d’un ensemble non vide T et d’une famille F de parties de T' qui satisfait aux trois
propriétés suivantes:

(F) 0, TeF,
(Fs) Fi,Fh e F= FUF, € F, c’est-a~dire que F est stable pour les unions finies,
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(F3) {F;:jeJ} C F = NjesF; € F, clest-a-dire que F est stable pour les
intersections.

Il suffit d’appeler fermés les éléments de F et de qualifier d’ouverts les ensembles
T\ F avec F € F.

Définition.  Une partie V' de 'espace topologique (7', Q) est un wvoisinage de
t € T ¢’il existe un ouvert €2 tel quet € Q C V.

Cela étant, 'ensemble V() des voisinages de ¢t € T satisfait aux cinq conditions
suivantes:

(V1) pour tout t € T, V(t) # 0,

(V2) t € V pour tout V € V(t),

(Vs) VeVE),VcW=WeVi),

(Vo) Vi,Va € V(1) = VinV, € V(1)

(Vs5) V e V(t) = IW € V(t) tel que, pour tout w € W, on a V € V(w).
Inversement, si V' est une application de l’'ensemble non vide T' dans [’ensemble

des parties de o(T) telle que, pour tout t € T, V(t) satisfait auz conditions (Vi) a
(Vs), alors l’ensemble

O={QcCcT:vte,QeV(t)}
définit un espace topologique (T, O") pour lequel V =V'.

Preuve.  Remarquons tout d’abord que §2' vérifie les conditions:
(O7): c’est trivial,
(O}): de fait, pour tout t € Q) N, on a Q), Q) € V(t) donc Q) N QY € V(¢).
(O%): c’est trivial.

Remarquons ensuite que, pour tout ¢t € T, on a V'(t) C V(t). De fait, si V' €
V'(t), il existe ' € O tel que t € Q' C V' donc tel que ' € V(¢) et par conséquent
Ve V(t).

Etablissons enfin que, pour tout ¢ € T, on a V(t) C V'(t). Soit V € V(t).
Considérons

U={seT:VeV(s)}.

Comme on a bien sur t € U C V, il suffit pour conclure de prouver que U € O'.
Or, pour tout s € U, on a V € V(s). Des lors, vu (V;), il existe W € V(s) tel que
V € V(r) pour tout r € W. En particulier, on a donc W C U, ce qui implique
U e V(S)..

Cela étant, il y a donc trois manieres équivalentes d’introduire la notion d’espace
topologique: par les ouverts, par les fermés ou par les voisinages.
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Définition. Bien souvent, lors de I'étude d'un espace topologique, on ne
souhaite pas privilégier une maniere (par les ouverts, par les fermés, par les voisi-
nages) de le définir: on dit alors que I'espace T est muni d’une topologie 7, on écrit
(T, 7) ou méme T si aucune confusion sur 7 n’est possible et on parle des ouverts,
des fermés et des voisinages de (7', 7).

Définitions.  Si A est une partie de l'espace topologique (7', 7),
a) t € T est un point intérieur de A si A est un voisinage de t,
b) 'intérieur de A, noté A°, est 'ensemble des points intérieurs de A. C’est le plus
grand ouvert inclus dans A,
c) t € T est un point adhérent a A si tout voisinage de t est d’intersection non vide
avec A,
d) V'adhérence de A, notée A~, est 'ensemble des points adhérents a A. C’est le
plus petit fermé contenant A,
e) t € T est un point frontiére de A si tout voisinage de ¢ est d’intersection non vide
avec A et avec T\ A,

f) la frontiere de A, notée A®, est 'ensemble des points frontiere de A. On a donc
A*=A"N(T\A) et A® est un fermé.

La notion d’espace topologique est parfaitement adaptée a l'introduction de la
continuité des applications.

Définition.  Soient T', S deux espaces topologiques.
Une application f: T — S est

a) continue en ty € T si, pour tout voisinage V de f(ty), il existe un voisinage U de
to tel que f(U) C V,

b) continue si elle est continue en tout point de 7.

Théoreme 5.1.1 Soient T', R, S des espaces topologiques et des applications
f:T —Setg:S— R.

a) L’application f est continue si et seulement si l'image inverse par f de tout
ouvert de S est un ouvert de T, donc si et seulement si ['tmage inverse par f de
tout fermé de S est un fermé de T.

b) Si f est continu, alors on a f(A™) C (f(A))” pour tout A C T.
c) Si f et g sont continus, alors g(f): T — R est continu.y

Définition. Si (7, 7) et (T, 72) sont deux espaces topologiques, on dit que la
topologie de (T, 11) est moins fine que celle de (T, 75) — ou que la topologie de (T, 75)
est plus fine que que celle de (T, 11) — si O; C O,. Cela a donc lieu si et seulement
si F1 C Fa, ou encore si et seulement si, pour tout t € T, on a Vi(t) C Vy(t) donc
si et seulement si id: (T, 73) — (7, 71) est une application continue.
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5.2 Parties compactes

Définition.  Une partie K d’un espace topologique T est compacte si, de tout
recouvrement ouvert de K, on peut extraire un recouvrement fini.

Théoréme 5.2.1 a) Toute partie fermée d’un compact est compacte.
b) Toute union finie de compacts est compacte.

c) Toute image continue d’un compact est compacte.y

Définition.  Un espace topologique T' est séparé si deux points distincts de T’
admettent des voisinages disjoints. (Cette propriété est toujours satisfaite dans les
espaces métriques mais pas nécessairement dans les espaces topologiques. Donner
un exemple.)

Théoreme 5.2.2 Toute partie compacte d’un espace topologique séparé est fer-

s

mee.

Preuve.  Si ty et ty sont des points distincts d'un espace topologique séparé T,
remarquons que t; a un voisinage fermé ne contenant pas ts.

Cela étant, soit K un compact de I'espace topologique séparé T'. Si K n’est pas
fermé, il existe tp € K~ \ K. Des lors,

{T\V :V = voisinage fermé de ¢, }

est un recouvrement ouvert de K dont on peut extraire un recouvrement fini: il
existe alors des voisinages fermés Vi, ..., V; de ty, en nombre fini et tels que K C
T\ (Vin...NVy), ce qui est absurde.y

Théoreme 5.2.3 St K et H sont des espaces topologiques compacts et si H est
séparé, alors toute bijection continue de K dans H a un inverse continu.

Preuve.  De fait, si f est la bijection, I'image par f de tout fermé de K est un
compact donc un fermé de H 4

5.3 Filtres

Remarque.  La notion de convergence des suites n’est guere adaptée aux espaces
topologiques non métrisables, c’est-a-dire dont la topologie ne peut étre associée a une
métrique. Il faut généraliser la notion de convergence par exemple au moyen de la notion
de filtre.O
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Définitions.  Soit A un ensemble non vide. Un filtre sur A est un ensemble
non vide F de parties de A tel que

(F1) 0 ¢ F,
(fQ)Al,AQEfiAlﬂAQEf,
(.F3)A1€:F,A1CAQCA:>AQGF.

On vérifie de suite qu’'un ensemble B de parties non vides de A est tel que
F={BCA:3B, € Btel que By C B}

est un filtre sur A si et seulement si, pour tous B;, By € B, il existe B € B tel que
B C By N By. On dit alors que F est le filtre engendré par B et que B est base du
filtre F.

Si u est une application de A dans I’ensemble B et si F est un filtre sur A, on
vérifie de suite que { uF' : F' € F } est une base de filtre sur B dont le filtre engendré
est appelé filtre image de F par u et noté uF.

Etant donné deux filtres F; et Fy sur A, on dit que F est plus fin que F» (ou
que Fy est moins fin que Fy) st Fy C Fo.

Passons a quelques exemples élémentaires.

Exemples. L’exemple le plus simple mais aussi le plus trivial de filtre sur un
ensemble non vide A est ’ensemble des parties de A qui contiennent une partie non
vide B de A.

Voici deux exemples supplémentaires nettement plus intéressants.

Si (@m)men, est une suite de l'ensemble non vide A, on vérifie aisément que
I’ensemble des parties de A qui contiennent une queue de cette suite est un filtre sur
A, appelé filtre associé a la suite (am)nen,-

Soit (T, 7) un espace topologique. Pour tout ¢ € T', I'ensemble V(t) des voisinages
de t dans (T, 7) est évidemment un filtre sur T, appelé filtre des voisinages de t.

Définitions.  Soit (7', 7) un espace topologique.

Un filtre F sur (T, 7) converge vers t € T si F est plus fin que le filtre V(¢) des
voisinages de t, c’est-a-dire si, pour tout V' € V(¢), il existe A € F tel que A C V.
On dit alors que t est limite du filtre F. Remarquons de suite que

a) si un filtre converge dans un espace topologique séparé, sa limite est unique.

b) une suite (ty)men, de T converge verst € T si et seulement si le filtre associé a
cette suite converge vers t.

Un point d’adhérence au filtre F sur T est un point de T qui appartient a
I’adhérence de chacun des éléments de F. Il suffit évidemment pour cela que ce
point appartienne a ’adhérence de chacun des éléments d'une base de F.
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Remarques.  Soit F un filtre sur Iespace topologique (7', 7).

a) Si F converge vers t € T, alors t est bien sur point d’adhérence de F.

b) Le point ¢ € T est d’adhérence a F si et seulement s'il existe un filtre Fy sur 7" a la
fois plus fin que F et que le filtre V(t) des voisinages de ¢.0

Passons a I’étude des liens entre les notions de compact et de filtre.

Théoréme 5.3.1 Un espace topologique séparé (T,T) est compact si et seule-
ment si tout filtre sur T a un point d’adhérence.
En particulier, toute suite d’un compact a un point d’accumulation.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit F un filtre sur l’espace compact
séparé (T, 7). L’ensemble { A~ : A € F} a alors la propriété d’intersection finie; on
a donc NyerA™ # ) et tout point de cette intersection convient.

La condition est suffisante. Si ’espace topologique séparé (T',7) n’est pas com-
pact, c’est qu’il existe un ensemble A de fermés de T" ayant la propriété d’intersection
finie et tel que NpeaF’ = (. Cela étant, la famille B des intersections finies d’éléments
de A est base d'un filtre F sur T qui n’a évidemment pas de point d’adhérence.g

Définition.  Un wultrafiltre sur un ensemble non vide A est un filtre sur A qui
est égal a tout filtre sur A, plus fin que lui.

Une application directe du lemme de Zorn assure que tout filtre sur un ensemble
non vide est inclus dans un ultrafiltre sur cet ensemble.

Proposition 5.3.2 Si F est un ultrafiltre sur l’ensemble non vide A, alors, pour
toute partie B de A, ona B € F ou A\ B e F.

Preuve. Siona BNF # () pour tout F' € F,{ BN F : F € F} est base d'un
filtre plus fin que F donc égal a F et B appartient a F.

Si cette condition n’a pas lieu, il existe F' € F tel que BN F = (), ¢’est-a-dire tel
que A\ B D F et alors A\ B € Fy

Proposition 5.3.3 Si un ultrafiltre sur un espace topologique a un point d’adhé-
rence, il converge vers ce point.y

Théoreme 5.3.4 Un espace topologique séparé est compact si et seulement si
tout ultrafiltre y converge.y
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5.4 Théoreme de Tychonoff

Définition.  Soient (71, 71) et (T3, 72) deux espaces topologiques.

On vérifie de suite que Papplication V qui, a tout (t1,t3) € T1 x Ty, associe
I’ensemble des parties de T} x Ty qui contiennent un ensemble du type V; x V5, avec
Vi € Vi(t1) et Vo € Va(te) définit une topologie 7 sur T x Ts.

On vérifie directement qu'une partie de 77 x T, est ouverte pour cette topologie
si et seulement si elle est réunion d’ensembles du type € x €y avec 2, € O; et
Qy € O,

On dit que (T, 7) est le produit topologique des espaces topologiques (T3, 71) et
(TQ, 7'2) .

Cette définition sert de tremplin pour la notion générale de produit d’espaces
topologiques.

Définition.  Soient J un ensemble non vide et, pour tout j € J, (7},7;) un
espace topologique. Pour tout ¢t = (;);cs élément de T = [],_; T}, on vérifie
directement que ’ensemble V(t) des parties de T qui contiennent un ensemble du
type

) (1

jeJ e\

ou J' est une partie finie de J et ou V; € V,,(t;) pour tout j € J', munit 7" d'une
topologie T par les voisinages; (T, 7) est alors appelé espace produit topologique des
(T;,7;) pour j € J.

Il est clair que cet espace est séparé si et seulement si chacun des espaces (1}, 7;)
est séparé.

Théoreme 5.4.1 (Tychonoff) Tout produit de compacts séparés est un com-
pact séparé.

Preuve.  Soit F un ultrafiltre sur U'espace (T, 7) = [, (T}, 7).

Pour tout j € J, {m;(F): F' € F} est une base de filtre sur (7j,7;) et méme
d’'un ultrafiltre F; qui converge; soit ¢; sa limite. Comme t; est un point adhérent a
7;(F') pour tout F' € F, on obtient que, pour tout voisinage V; de t; dans (1}, 7;),
7 (V;) N F # 0 pour tout F € F donc que m; '(V;) € F. La conclusion s’ensuit

J
aussitot.g
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5.5 Espaces vectoriels topologiques

Définition. Un espace vectoriel topologique est un espace linéaire E muni
d’une topologie 7 pour laquelle les applications

+:(E,7)x (E,7)— (E,7) (e,f)—e+f
o Kx (E,7)— (E,7) (c,e) — ce

sont continues. Explicitement, il revient au méme de dire que les deux conditions
suivantes sont satisfaites:

(1) pour tous e, f € E et tout voisinage U de e + f, il existe des voisinages V' de e
et W de f tels que V+W C U,

(2) pour tous ¢ € K, ey € E et voisinage U de cye, il existe > 0 et un voisinage
V de e tels que {ce : c€ K |c—co| <myecV}CU.

Théoreme 5.5.1 Dans un espace vectoriel topologique, pour tout voisinage U
de 0, il existe un voisinage V de O tel que V +V C U.

Preuve.  Comme 0+ 0 = 0, il existe en effet des voisinages Vi et V5 de 0 tels
que Vi + Vo C U; des lors V =V} NV, convient g

Théoréme 5.5.2 Dans un espace vectoriel topologique (F,T), pour tout voisi-
nage U de 0 et tout élément non nul e, il existe m € Ny tel que e/m € U. En
particulier, on a E2 = Uy°_mU.

Preuve.  Pour tout élément e de E, on a 0.e = 0. Il existe donc r > 0 et un
voisinage V' de e tels que

{cf:ceK || <r, feV}cU.
Ceci implique 'existence de m € Ny tel que e/m € U, ce qui suffity

Théoréme 5.5.3 Si (E,T) est un espace vectoriel topologique, alors, pour tous
e € E et ¢y € K\ {0}, Uapplication

u: (E,7) — (E,7) e coe+ e
est un homéomorphisme.

Preuve.  On vérifie de suite que cette application est injective, surjective et

d’inverse donné par

1
v: (E,7) — (E,7) e —e—@,
Co Co
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¢’est-a~dire par une application du méme type.

Pour conclure, il suffit alors de prouver qu’une telle application est continue.
C’est direct: pour tout voisinage U de cpe + eq, il existe des voisinages V' de cqe
et W de eq tels que V! + W C U puis r > 0 et un voisinage V de e tels que
{cf:le—col <r,feV}CV' Autotal, pour tout f € V,onau(f)=cof +eg €
Vi+W cU 1

Corollaire 5.5.4 Si (E,T) est un espace vectoriel topologique,
(a) une partie U de E est un voisinage de e € E si et seulement si U — e est un
voisinage de 0,
(b) pour tout ¢ € K\ {0} et tout voisinage U de 0, cU est un voisinage de 0.y

Remarque.  Sur le plan théorique, ce corollaire est fort important: dans un espace
vectoriel topologique,
(a) signale que les voisinages de e € E s’obtiennent en translatant de e les voisinages de
0. La connaissance de V(0) détermine donc la topologie de (E, 7).
(b) signale que tout homothétique d’un voisinage de 0 est aussi un voisinage de 0.0

Voici un renseignement supplémentaire sur les voisinages de 0.

Définition. Une partie A d’un espace linéaire est équilibrée si elle est non
vide et telle que A ={ce:ceK || <1l,ec A}.

Théoréme 5.5.5 Si (E,T) est un espace vectoriel topologique, tout voisinage de
0 contient un voisinage de 0 équilibré et fermé.

Preuve.  Si U est un voisinage de 0 = 0.0, alors il existe r > 0 et un voisinage
V de 0 tels que
W={ce:ceK,/|c|<reecV}cU

or W est équilibré et contient 7V, donc est un voisinage de 0.

Cela étant, pour tout voisinage U de 0, il existe un voisinage équilibré V' de 0 tel
que V+V CU. Onaalors V- C U car, pour tout e € V-, ona (e+ V)NV £ 10
et il existe donc f, g € V tel que e + f = g donc tels que e = g — f € U. Pour
conclure, il suffit alors de vérifier que V'~ est équilibré, ce qui est direct.g

Remarque.  Au total, la topologie d’un espace vectoriel topologique est donc connue
des que les voisinages équilibrés et fermés de 0 sont connus.O

Arrétons ici I'étude générale des espaces vectoriels topologiques pour en intro-
duire une famille particulierement importante pour les applications.



104 5. Dual topologique

5.6 Espaces localement convexes séparés ou vec-
toriels a semi-normes

Définition.  Un espace localement conveze est un espace vectoriel topologique
(E, 7) dont tout élément admet une base de voisinages constituée d’ensembles con-
vexes; on dit alors que 7 est une topologie localement conveze.

Théoréme 5.6.1 Si (E,7) est un espace vectoriel topologique, les assertions
suivantes sont équivalentes:

(a) (E,T) est un espace localement convexe,
(b) 0 a une base de voisinages convezes,

(c) 0 a une base de voisinages absolument convexes.

Preuve.  (a) = (b) et (¢) = (b) sont triviaux.

(b) = (a) car tout translaté d’une partie convexe est convexe.

(b) = (c) De fait, pour tout voisinage U de 0, il existe d'une part un voisinage
convexe V de 0 inclus dans U et d’autre part un voisinage équilibré W de 0 inclus
dans V. Dans ces conditions, on a W C co(W) C V C U et, pour conclure, il
suffit de vérifier que co(W) est absolument convexe or, avec des notations claires
par elles-mémes,

J

2rjej+dzskfk
Zycm (% ) Z|d\sk(|d| ) (1= |e| — |d]).0 € co(W)a

Proposition 5.6.2 Si U est un voisinage absolument convexe de O dans [’espace
localement convexe (E,T), alors py est une semi-norme continue sur E telle que

U°=by,(<1)CUCcChb,(1)=U".

Preuve. Comme E = Uy’_mU, py est une semi-norme sur F. Il s’agit bien
d’une semi-norme continue sur (E,7) car, pour tous ey € E et € > 0, on a

e€ey+elU = |pule) —pulen)| < pule—e) <e.

Il est alors clair que by, (< 1) est un ouvert inclus dans U donc dans U°. De plus,
pour tout e € U°, il existe un voisinage V' de 0 tel que e+ V C U donc m € Ny tel
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que (1+1/m)e € U, ce qui implique py(e) < m/(m+ 1) < 1. Au total, nous avons
by, (< 1) =U".

De méme, il est clair que b, (1) est un fermé contenant U donc U~. De plus,
pour tout e € by, (1) et tout voisinage V' de 0, il existe m € Ny tel que —e/m € V.
On a alors (1 —1/m)e € by, (< 1) C U, ce qui implique (e + V)N U # (. Au total,

nous avons by, (1) = U~y

U

Remarque.  Inversement, soit (E,7) un espace localement convexe. Pour toute semi-
norme continue p sur (E,7) et tout r > 0, les semi-boules b,(< ) et by(r) sont des
voisinages absolument convexes de 0, respectivement ouvert et fermé. Cela étant, U C E
est un voisinage de e si et seulement s’il existe une semi-norme continue p sur (E,7) et
r > 0 tels que by(e;r) C U.

Ceci nous amene tout naturellement a considérer les espaces vectoriels munis d’un
ensemble de semi-normes.O

Définitions. Si P et () sont des ensembles de semi-normes sur 1’espace vec-
toriel E, alors

a) P est plus fort que @ sur E — on dit aussi que @ est plus faible que P — si,
pour tout ¢ € Q, il existe J € Ny, p1, ..., p;y € P et C > 0 tels que

q < Csup{pi,...,ps} sur E;

on écrit P> Q ou @ < P,
b) P est équivalent a @ s’il est plus fort et plus faible que @; on écrit P ~ @,

c) P est filtrant si, pour tous p1, po € P, il existe p € P et C' > 0 tels que
sup{p1, p2} < Cp,
d) P est séparant si 0 est le seul élément de E tel que p(e) = 0 pour tout p € P,

e) P est un systéeme de semi-normes sur E s'il est filtrant et séparant.

Il est clair que tout ensemble P de semi-normes sur un espace vectoriel E est
équivalent a un ensemble filtrant ) de semi-normes sur E: il suffit par exemple de
prendre

Q = {sup{p1,...,ps}:J €Nop;p1,....,ps € P}.

De plus, dans ce cas, P est séparant si et seulement si () I’est.

Théoreme 5.6.3 Soit P un ensemble de semi-normes sur l’espace linéaire E.
Pour tout e € E, désignons par V(e) l'ensemble des parties de E qui contiennent un
ensemble du type ﬂ‘jlebpj(e; <r;) avec J €Ng, p1, ..., ps€Petry, ..., 1r;>0.

Alors V définit une topologie localement convexe Tp sur E (par les voisinages),
cette topologie Tp étant séparée si et seulement si P est séparant.
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Preuve. 1l est clair que V définit une topologie sur E.
Que cette topologie T7p soit vectorielle résulte aussitot de ce que, avec des nota-
tions claires par elles-mémes, on a

pleo + fo—e—f) <pleg —e) +p(fo— f)
et
p(coeo — ce) < |eo| pleg — €) + |co — | p(eg — €) + |co — | p(eo).
Enfin cette topologie 7p est localement convexe puisque pour tous e € E, p € P et

r >0, by(e; < r) est un ensemble convexe.
L’affirmation relative a la séparation est immédiate.y

Remarque.  Dans ’énoncé précédent, la définition des éléments de V(e) est assez
lourde; le résultat suivant permet de pallier ce handicap: il permet de remplacer I’ensemble
de semi-normes P par un ensemble filtrant de semi-normes @) équivalent a P. Cela étant,
il suffit de remarquer que si P est filtrant, alors une partie du type ﬂ}-lzlbpj(e; < rj) avec
J € No, p1, ..., pg € Petry, ..., g > 0 contient toujours une semi-boule du type
by(e; < r) avec p € P.O

Théoreme 5.6.4 Si P et () sont des ensembles de semi-normes sur [’espace
vectoriel E, alors

a) Tp est plus fin que ¢ si et seulement si P est plus fort que @),

ii) 7p est équivalent a Tq si et seulement si P est équivalent a Q).

Preuve.  Cela découle aussitot du résultat comparant semi-boules et semi-
normes.y

Notation. Si (E,7) est un espace localement convexe, cs(E, ) désigne l'en-
semble des semi-normes continues sur (F, 7).

Théoreme 5.6.5 Si P est un ensemble de semi-normes sur l’espace vectoriel
E, alors Uespace localement conveze (E,Tp) est tel que cs(E,Tp) ~ Py

Théoréme 5.6.6 Si (E,7) est un espace localement convexe, cs(E,T) est un
ensemble filtrant de semi-normes sur E tel que Teyp ) = T.
De plus, l'espace (E,T) est séparé si et seulement si cs(E,T) est séparant.

Preuve.  Si py, pa € cs(E, 1), alors U = by, (< 1) N by, (< 1) est un voisinage
absolument convexe et ouvert de 0 dans (E, 7). Des lors, py appartient a cs(E, 1)
et donne lieu a

pu(e) <1=(pi(e) <1etpye) <1)
donc est tel que sup{p1,p2} < py. Cela étant, cs(E, 7) est un ensemble filtrant de
semi-normes sur F. La vérification de 7.g ) = 7 est directe.
Enfin la propriété relative a la séparation est connue.g
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Définition.  Un espace a semi-normes (E, P) est un espace vectoriel E muni
de la topologie localement convexe 7p définie par P. Nous savons que
a) nous pouvons supposer P filtrant, ce que nous faisons systématiquement dans la
suite,
b) (E, P) est séparé si et seulement si P est séparant.

Les résultats qui précedent établissent qu’il y a équivalence entre les notions
d’espace localement convexe et d’espace a semi-normes.

Remarque.  Deux points de vue se dégagent donc: espace localement convexe (E,T)
et espace & semi-normes (F, P). Il s’agit de ne pas les opposer mais au contraire d’en
utiliser la complémentarité. Cela sera particulierement clair lorque nous parlerons d’un
espace localement convexe (F, P) ou de cs(E, 7).

Théoreme 5.6.7 Une semi-norme q sur l'espace a semi-normes (E, P) est con-
tinue si et seulement s’il existe p € P et C' > 0 tels que g < Cp sur F 4

La continuité des opérateurs linéaires donc des fonctionnelles linéaires s’exprime
de facon particulierement simple au moyen des semi-normes.

Théoreme 5.6.8 Si (E, P) et (F,Q) sont deuz espaces a semi-normes et si T
est un opérateur linéaire de E dans F', alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes:

a) T est continu,
b) T est continu en 0,

c) pour tout q € Q, il existe p € P et C > 0 tels que
q(Te) < Cple), Vec€E.

En particulier, une fonctionnelle linéaire € sur E est continue si et seulement
s’il existe p € P et C' > 0 tels que

l{e,e")| < Cp(e), Vee Ey

x — Au point de vue topologique, les espaces localement convexes ont une struc-
ture fort riche.

Théoreme 5.6.9 Tout espace localement convexe est completement réqulier.
Inversement tout espace complétement régulier séparé est homéomorphe a une
partie d’un espace localement convexre séparé.
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Preuve.  D’une part, si ¢y € E n’appartient pas au fermé F' de l'espace locale-
ment convexe E, il existe p € cs(E) et r > 0 tels que by(eg;r) N F = 0. On vérifie
alors directement que la fonction

frE—=K e sup {O,XE(e) - %p(eo —e)}

est continue sur E et telle que 0 < f < xp, f(eg) =1 et f(F) = {0}.
Inversement soit X un espace completement régulier séparé. Pour tout x € X,

5.0 C(X) =K [ f(a)
est une fonctionnelle linéaire sur C(X). Il suffit alors de vérifier que
§: X - C(X), x—d,
est en fait un homéomorphisme entre X et §.X g« x

La comparaison de topologies localement convexes sur une partie absolument
convexe est gérée par les deux résultats suivants qui vont en s’affinant.

Proposition 5.6.10 Si (E, P) et (E,Q) sont deuzr espaces a semi-normes et si
A est une partie absolument convexe de E, alors

TP|A§TQ|A<:>TP|A§TQ|A en 0.

Preuve.  La nécessité de la condition est triviale.

La condition est nécessaire. Soient e € A, p € P et r > 0. Il existe alors ¢ € @
et s > 0 tels que b,(r/2) D b,(s)NA. Des lors, pour tout f =e+g € (e+b,(s))NA,
onag e (2A)Nb,(s) donc g € b,(r) et ainsi on a obtenu

(e+by(s))NACe+by(r)a

Proposition 5.6.11 (Wengenroth) Soient (E, P), (E,Q) des espaces a semi-
normes et A une partie absolument convezre de E.
S’il existe m € P et p > 0 tels que

7P| arbe(0) < TQlanba (o) €n 0,

alors on a Tpla < Tg|a.
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Preuve.  Pour tous p € P et r > 0, il existe ¢ € Q) et s > 0 tels que
by(s) NANDL(p) Cby(r) Nb(p/2).

Pour conclure, il suffit alors de prouver que b,(s) N A C b(p). Or si e appartient &
(by(s) N A)\ br(p), il existe n € Ny tel que 27"e € b,(p) et 27" e & b, (p). Comme
A et b,(s) sont absolument convexes, cela entraine

27"e € by(s) NANb(p) C br(p/2)
donc 27"*e € b, (p), ce qui est contradictoire. D’olt la conclusion.y

Définition. L’espace a semi-normes (F, P) est
a) semi-normé si P est équivalent & une semi-norme sur £,
b) normé si P est équivalent a une norme sur F,

¢) a semi-normes dénombrables si P est équivalent a un ensemble filtrant et dénom-
brable de semi-normes sur E.

Bien sir tout espace normé est semi-normé et tout espace semi-normé est a
semi-normes dénombrables. Si on désire insister sur le fait qu’un espace a semi-
normes n’est pas a semi-normes dénombrables, on dit qu’il est a semi-normes non
dénombrables.

Convention. Sauf mention explicite du contraire, a partir de maintenant, la
notation (E, P) ou méme E tout simplement désigne un espace & semi-normes dont
P est I'ensemble des semi-normes naturelles soumis aux conditions suivantes:

a) si (F,P) est un espace semi-normé, P désigne un ensemble réduit a un seul
élément p équivalent a P et on écrit plus précisément (F,p) au lieu de (E, P).

b) si (E, P) est un espace normé, P désigne un ensemble réduit a une seule norme
||.]| équivalente & P et on écrit plus précisément (E,|.||) au lieu de (E, P).

c) si (E, P) est a semi-normes dénombrables, P désigne un ensemble dénombrable
{pm :m € Ny } de semi-normes telles que p,, < py,41 sur E pour tout m € Ny.

d) de toute fagon P est toujours supposé filtrant.

5.7 Exemples

Voici d’abord quelques exemples usuels d’espaces localement convexes séparés
qui ne sont pas normés.

Exemple. Pour tout m € N,

Pmiw—R z—sup{|z;|:5=1...,m}
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est une semi-norme sur w et P = {p,, : m € Ny } un systeme de semi-normes sur w.
L’espace w est l'espace localement convexe séparé (w, P).

Exemple. Pour tout y € w,

by =R &Y |yl

m=1

est une semi-norme sur ¢ et P = {p, : y € w} est un systeme de semi-normes sur

o.

L’espace ¢ est I'espace localement convexe séparé (¢, P).

Exemple. Soit F' un fermé non compact de R™. Il existe alors un entier
mo € Ny tel que FN{x:|z]<mo} # 0. Pour tout m € Ny, posons K,, =
{z € F:|x|] <m+mg}. Cela étant,

Pm: Co(F)  fr=sup{|f(z)| -z € F |z <m+mg}

est alors une semi-norme sur Co(F) et P = {p,, : m € Ny} un systeme de semi-
normes sur Co(F). (Il convient de remarquer que, chacun des K,, est une partie
compacte de F' et que, pour tout compact K inclus dans F', il existe m € N tel que
K C K,,.)

L’espace Cy(F) est I'espace localement convexe séparé (Co(F'), P).

On dit qu’on a muni l'espace Cy(F') de la convergence compacte.

Exemple. Soit €2 un ouvert non vide de R™. Nous savons qu’il existe une
suite K, de compacts réguliers tels que K,, C (K,,11)° pour tout m € Ny et que
Q =UrX_K,,. Remarquons que, des lors, pour tout compact K inclus dans €2, il
existe m € Ny tel que K C K,,.

a) Pour tout m € Ny,

Pm: Co(Q) = R f = || fllx,

est une semi-norme sur Cy(2) et P = {p,, : m € Ny } un systeme de semi-normes
sur Co(€2).

L’espace Cy(2) est I'espace localement convexe séparé (Co(€2), P).

On dit qu’on a muni l'espace Cy(£2) de la convergence compacte.

b) Soit L € Ny. Pour tout m € Ny,
Pm:CL() =R frosup{||D*fllx :aeN"|a| <L}

est une semi-norme sur Cr(€2) et P = {py, : m € Ny } un systéme de semi-normes
sur Cr(9).
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L’espace Cr(2) est I'espace localement convexe séparé (Cp(2), P).
¢) Pour tout m € Ny,

Pm: Coo(Q) = R frosup{|IDf||x :aeN"|a| <m}

est une semi-norme sur C(Q2) et P = {p,,, : m € Ny } un systeme de semi-normes
sur Coo(2).

L’espace Coo(£2) est I'espace localement convexe séparé (Coo(2), P).

d) Pour tout m € Ny,

D Lllo’i’oo(Q) —-R f ||fXKm||1,2,oo

1,2,00

10 (Q) et P = {pm : m € Ny } un systéme de semi-normes

est une semi-norme sur L
1,2
sur L)2%(Q).

loc

Lespace Ly>>(Q) est espace localement convexe séparé (Ly>>(Q), P).

Remarque.  Bien d’autres exemples peuvent étre donnés et étudiés. Dans ce cours,
ce n’est pas notre propos: c’est la matiere d’un cours sur les espaces localement convexes
séparés.

Cependant, comme annoncé a la fin du chapitre précédent, afin d’établir des propriétés
profondes des opérateurs linéaires compacts d’un espace normé dans lui-méme, nous allons
recourir a deux espaces localement convexes séparés théoriques particuliers. Ce sont les
espaces définis dans les exemples suivants.

Exemples. Soit E un espace localement convexe séparé, de systeme de semi-
normes privilégié P.

Le dual topologique de E est 'ensemble E’ des fonctionnelles linéaires continues
sur . Nous savons que £’ est un espace vectoriel et qu'une fonctionnelle linéaire e’
sur F est continue si et seulement si la semi-norme (-, €')| est continue sur E, donc
si et seulement sl existe p € P et C' > 0 tels que |(-,€')| < Cp(-) sur E.

a) Remarquons bien que, pour tout ¢’ € E’, |(-,€’)| est une semi-norme sur FE.
De plus, pour tout e € E non nul, il existe p € P tel que p(e) # 0 donc, vu le
théoreme de Hahn-Banach, ¢’ € E’ tel que (e, e’) # 0. Des lors, les semi-normes

sup{|(-,e')|: ¢ € A}, A’ = partie finie de £,

constituent un systéme de semi-normes P, sur E, plus faible que P.

L’espace faible E, est I'espace localement convexe séparé (E, P,). Souvent sa
topologie est notée o(E, E').

Afin d’alléger les expressions, nous référons aux ouverts, fermés, compacts, ...
de E, en les qualifiant de a-ouverts, a-fermés, a-compacts, ...
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b) Remarquons que, pour tout e € E, |(e,-)| est une semi-norme sur l'espace
vectoriel E’. Cela étant, il est clair que les semi-normes

sup{ [{e,-)| :e € A}, A= partie finie de E,

constituent un systéme de semi-normes P sur E’.

Le dual topologique simple E' est 1'espace localement convexe séparé (E’, Py).
Souvent sa topologie est notée o(FE’, F).

Afin d’alléger les expressions, nous référons aux ouverts, fermés, compacts, ...
de FE! en les qualifiant de s-ouverts, s-fermés, s-compacts, . ..

Vis-a-vis d'un espace normé, les deux derniers exemples que nous venons d’in-
troduire donnent lieu a la situation suivante.

Application. Soit E un espace normé.

1) Nous avons maintenant deux systémes de semi-normes sur E, a savoir ||-|| et
P,. 1l est clair que E, est muni d’'une topologie moins fine que E.

Quand a-t-on la réciproque? Si la réciproque a lieu, il existe des fonctionnelles
linéaires continues €/, ..., €/, en nombre fini et une constante C' > 0 telles que

-l < Csup { |(.,e})| :5=1,....7}
sur E. En particulier, il vient alors
(e,el) =...=(e,e)) =0=e=0

et, dans ce dernier cas, nous pouvons supposer les e}, ..., €/; linéairement indépen-
dants. Dans ces conditions, la Proposition 1.9.3 assure l'existence d’éléments ey,
..., ey de E tels que (e;, e;) = 0. On en déduit de suite que E est de dimension
finie: on a en effet e = Z}]=1 (e,¢))e;.

2) Nous avons aussi a présent deux systémes de semi-normes sur E’, & savoir |[|-||
et P;. Nous savons que (E’,||-]|) est un espace de Banach dont la topologie est plus
fine que celle de E..

On établit aussitot que la réciproque a lieu si et seulement si E est de dimension
finie.

5.8 Propriétés générales

Proposition 5.8.1 Si E est un espace localement convexe séparé, alors,
a) ladhérence d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de E,
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b) l'adhérence d’une partie (absolument) convexe de E est une partie (absolument)
conveze de F,

c) Uintérieur d’un sous-espace vectoriel propre de E est vide,

d) lVintérieur d’une partie (absolument) conveze de E est une partie (absolument)
conveze de E.

Preuve.  a) Soit L un sous-espace vectoriel de F. D’une part, établissons que
L=+ L~ C L~. De fait, L= x L~ est bien sur inclus dans (L x L)~ et, + étant une
application continue de F x E dans E, +(L x L)~ C L~. D’autre part, pour tout
ceK onacl™ C L car Kx L~ est bien str inclus dans (K x L)~ et, - étant une
application continue de K x E dans F, (K x L)” C L~.

b) s’établit au moyen d’un raisonnement analogue.

c) est trivial.

d) est clair (a traiter en guise d’exercice).g

Définitions.  L’enveloppe linéaire fermée (resp. enveloppe conveze; enveloppe
absolument convexe fermée) d’une partie non vide A de l'espace localement con-
vexe séparé E est l'intersection des sous-espaces vectoriels fermés (resp. des parties
convexes fermées; des parties absolument convexes et fermées) de E contenant A.

La proposition précédente permet aussitot d’affirmer qu’il s’agit de I’ensemble
(span(A))~ (resp. (co(A)); (I'(A))”) qu’on note plutot

span(A)  (resp. To(A); T(A)).

Généralisons a présent aux espaces localement convexes séparés quelques notions
introduites dans le cadre des espaces normés.

Définition.  Une partie B de I’espace localement convexe séparé E est bornée
si, pour tout p € cs(F), on a
sup p(e) < 0.
eeB

Définitions.  Une suite e, de 'espace localement convexe séparé E est

(a) convergente s'il existe e € E tel que p(e — e,,) — 0 pour tout p € cs(F), auquel
cas e est unique et appelé limite de la suite,

(b) de Cauchy si, pour tout p € cs(E) et tout € > 0, il existe M € Ny tel que
r,s > M = ple, —es) < e.

Bien siir, toute suite convergente est de Cauchy mais, en général, la réciproque
est fausse. Si la réciproque est vraie, on dit que E est séquentiellement complet —
en abrégé, E est sq-complet.
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Plus particulierement, une partie A de E est séquentiellement complete — en
abrégé, sq-compléte — si toute suite de Cauchy dans E constituée de points de A
converge dans E vers un point de A.

Proposition 5.8.2 Si B est un borné absolument convexe et séquentiellement
complet de ’espace localement convexe séparé (E, P), alors l’espace (span(B), pg)
est de Banach et, pour tout p € P, il existe C, > 0 tel que p < Cppp sur span(B).

Preuve.  Nous savons déja que pp est une semi-norme sur l’espace vectoriel
span(B). De plus, pour tout p € c¢s(E), on a

e € span(B), pp(e) < 1= e € B = p(e) <supp(f) = C,
feB

donc p < Cppp sur span(B). En particulier, pp est une norme sur span(B).

Etablissons que 'espace (span(B), pg) est séquentiellement complet. Soit e, une
suite de Cauchy dans cet espace. Par une extraction a la Cauchy, nous pouvons en
extraire une sous-suite ey, telle que pp(erm+1) — €xmmy) < 277 pour tout m €
No. La série > > | (exm+1) — €x(m)) @ bien sir toutes ses sommes partielles qui
appartiennent a span(B). Vu la premiére partie de cette preuve, cette série est alors
de Cauchy dans E donc converge. Dans ces conditions, la suite

M
ER(M+1) = €k(1) T Z(ek(erl) — ek(m))
m=1
converge dans £ vers un élément qui s’écrit ey + e avec e € C'B pour tout C' > 1.
En fait, la convergence a lieu dans 1’espace (span(B), pg) car on a

M
€k(1) T € — ek(1) — Z(ek(m—H) — ek(m))

m=1

= oM Z 2_m+M2m(€k(m+1)—6k(m)) € 27Mp
m=M+1

pour tout M € Ny

Définition. Un disque de Banach d’un espace localement convexe séparé E
est un borné absolument convexe B de E tel que 'espace normé (span(B), ||| 5)
soit de Banach.

Le résultat précédent affirme donc que tout borné absolument convexe et séquen-
tiellement complet d’un espace localement convexe séparé E est un disque de Banach
de F.
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Notations. Si B est un disque de Banach de l'espace localement convexe
séparé I, la norme pp est plutot notée ||-||; et 'espace (span(B), ||-||z) est plutot
noté Ep.

Définition.  Un tonneau d'un espace localement convexe séparé est une partie
absolument convexe, absorbante et fermée de cet espace.

Proposition 5.8.3 Dans un espace localement convexe séparé, un tonneau ab-
sorbe tout disque de Banach.

Preuve.  Soient T' un tonneau et B un disque de Banach de ’espace localement
convexe séparé F. L’ensemble T'N Ep est alors une partie absolument convexe et
absorbante de 'espace de Banach Eg, qui est fermée pour la topologie induite par
E, donc fermée dans Ep. De E = U_ m(T N Eg) et du théoreme de Baire, on tire
de suite que T'N Ep a un intérieur non vide dans Fp, donc contient un multiple de
B, ce qui suffit.y

Définition.  Soit (E, P) un espace localement convexe séparé. Le polaire A
d’une partie A non vide de E est I’ensemble

AA:{e'EE’:sup|(e,e’>|§1}.

ecA

Il est clair que {0}> = E' et E® = {0}.
L’antipolaire A’V d’une partie A’ non vide de £’ est ’ensemble

A'V—{eeE: sup |{e, e)]| §1}.
e’'cA

Il est clair que {0}V = E et E'V = {0}.

Proposition 5.8.4 Soit (E, P) un espace localement conveze séparé.
Pour toute partie non vide A de E, A® est une partie absolument conveze et
fermée de E! telle que

pas(e) = sup|(e, )|, Ve € span(4%),
e€A

Pour toute partie non vide A’ de E', A’V est une partie absolument conveze et
fermée de E telle que

parv(€e) = sup |(e,€')|, Ve € span(A'V).
e'cAl
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Preuve. Comme

AP = ﬂ{e'GE’:|<e,e’)|§1},

ecA

il est clair que A® est une partie absolument convexe et fermée de E’. De plus, pour
tout €’ € span(A2), on a successivement

pas(e)) = inf{r>0:¢ €rd®}

= inf{r>0:e’€r{f’€E’:sup\(e,f’ﬂgl}}

e€A

= inf{r > 0:sup|{e,e)| < r} = sup |{e, €')].

ecA ecA

Le cas de A’ se traite de la méme manicre.g

Théoréme 5.8.5 (bipolaires) Soit E un espace localement convere séparé.

Pour toute partie non vide A de E, A®V est Uenveloppe absolument conveze
fermée de A.

Pour toute partie non vide A’ de E, A'V® est Uenveloppe absolument convezxe
s-fermée de A'.

Preuve.  Ilest clair que A C A%V; A%V contient donc I'(A). L’inclusion inverse
résulte aussitot du Théoreme 3.3.5, valable en fait dans tout espace localement
convexe séparé.

Le cas de l'ensemble A’ se traite de méme si on note que (E.) = {d.:e€ E}
(cf. le Théoreme 5.10.1 qu’on peut établir dées maintenant).y

Définition.  Un filtre F sur un espace localement convexe séparé (F,T) est
de Cauchy si, pour tout p € cs(E, 7) et tout € > 0, il existe ' € F tel que

sup p(e; —eg) <e.
ey,ea€F

Exemple.  Si (e )men, est une suite de Cauchy dans l'espace localement con-
vexe séparé (F, ), alors le filtre associé a cette suite est un filtre de Cauchy.O

Proposition 5.8.6 Dans un espace localement conveze séparé,
a) tout filtre convergeant est de Cauchy,

b) tout filtre de Cauchy et moins fin qu’un filtre convergeant, converge vers la méme
limate.y
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Proposition 5.8.7 Si (E,{pr: k € Ny }) est un espace localement convexe sé-
paré, il est complet si et seulement s’il est séquentiellement complet.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.
La condition est suffisante. Soit F un filtre de Cauchy sur £. Pour tout m € Ny,
il existe alors A,, € F tel que

et nous pouvons bien sir choisir a chaque fois A,,.1 de telle sorte que A,, D A;i1-
Cela étant, choisissons une suite (e,,)men, telle que e, € A,, pour tout m € Ny. Il
est clair que cette suite est de Cauchy donc converge; soit ey sa limite. On vérifie
alors directement que F converge vers €.y

Proposition 5.8.8 Soit (E, ) un espace localement convezxe séparé.

a) Toute partie complete de E est fermée.
En particulier, tout sous-espace de Fréchet de E est fermé.

b) Si E est complet, toute partie fermée de E est compléte.

c) Si Q est un systéme de semi-normes sur E tel que cs(E,7) < Q et si, pour
tout ¢ € Q, by(1) est un fermé de (E,T), alors toute partie compléte de (E,T) est
complete dans (E, Q)

Théoreme 5.8.9 Une partie K d’un espace localement convexe séparé est com-
pacte si et seulement si elle est précompacte et compléte.

Preuve.  La condition est nécessaire. Nous savons que tout compact est pré-
compact. De plus, tout filtre de Cauchy F sur K a un point d’adhérence dont on a
tot fait de vérifier qu’il est limite de F.

La condition est suffisante. Il suffit d’établir que tout ultrafiltre F sur le pré-
compact complet K converge. Or, pour tout p € cs(E,7) et tout ¢ > 0, il existe
une partie finie {e1,...,e;} de K telle que K C szlbp(ej;r). Comme F est un
ultrafiltre, il existe alors F' € F et j € {1,...,J} tels que F' C by(e;;r), c’est-a-dire
que F est de Cauchy, ce qui suffit.g

5.9 Premieres propriétés de ’espace E,

Théoreme 5.9.1 (Mackey) Une partie d’un espace localement convexe séparé
est bornée si et seulement si elle est a-bornée.
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Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.
La condition est suffisante. Soit B une partie a-bornée de l’espace localement
convexe séparé E. Procédons en plusieurs étapes.
Etape 1. Etablissons que B* est un tonneau de E’. Nous savons déja que B* est
une partie absolument convexe et s-fermée de E’. 1l est aussi absorbant dans E’ car,
pour tout € € E', on a Cp = sup,c|(e, €')| < oo donc € € CoB'.
Etape 2. Pour tout p € P, établissons que pr(l) est une partie absolument convexe,
bornée et séquentiellement complete de E! (cette propriété peut étre largement
améliorée, cf. le Théoreme d’Alaoglu 5.10.3). Nous savons que b5'(1) est absolument
convexe. Il est s-borné car, pour tout e € E, on a sup { |(e,e’)] : € € b2 (1) } =
ple) < oo. Enfin b5(1) est s-séquentiellement complet: cela résulte aussitot du
Théoreme de Banach-Steinhaus.
FEtape 3. Des lors, pour tout p € cs(()E), il existe C, > 0 tel que pr(l) C C,B* et
des lors
supp(e) =sup sup |(e,€)| < sup supl|(e,e)| =C,.
eceB eeB e’EbPA(l) e’eCpBA eeB

D’ou la conclusion.g

Théoréme 5.9.2 Pour tout espace localement convexe séparé E, on a (E,) =
E.

Preuve.  Comme E est muni d’une topologie plus fine que F,, il est clair que
(E,) C E'. Inversement, pour tout €’ € E’, |(-,€')| est une semi-norme continue sur
E, donc ¢ appartient a (E,) g

Théoreme 5.9.3 Toute partie fermée et absolument convexe d’un espace locale-
ment convexe séparé est a-fermée.

Preuve.  Cela résulte aussitot d'un corollaire du deuxieme théoreme de sépa-
ration.y

5.10 Premieéres propriétés de 1’espace F.

Théoréme 5.10.1 Pour tout espace localement conveze séparé E, on a (E.) =
{0c:e€ E}.

Preuve.  Par définition, il est clair que I'inclusion {0, : e € E'} C (FE.) a lieu.
De plus, si €” est une fonctionnelle linéaire continue sur E’, il existe une partie
finie A de E et C' > 0 tels que

(-, ")] < Csup (e, )| sur E.
e€A
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Comme E’ est une partie séparante de E*, la Proposition 1.9.5 affirme qu’il existe
eo € span({eq,...,es}) tel que ¢’ = ¢, | g, ce qui suffity

Définitions. Une partie K de 'espace vectoriel E est précompacte pour la
semi-norme p sur E si, pour tout r > 0, il existe une partie finie A de E telle que
K C Uceaby(e;r).

Une partie K de I'espace localement convexe séparé E est précompacte si elle est
précompacte pour tout p € cs(F).

Théoréme 5.10.2 (précompacité réciproque) Soient A une partie non vide
de l’espace localement convexe séparé E et B' une partie non vide de E'.

Afin d’alléger les notations, posons A' = A et B = B'V. Nous savons déja que
A" et B sont des parties absolument convezes et fermées de E. et E, respectivement.

De plus, A est inclus dans span(B) et est borné (resp. précompact) pour la
semi-norme pp si et seulement si B’ est inclus dans span(A’) et est borné (resp.
précompact) pour par.

Preuve.  Rappelons tout d’abord que, pour tout e € span(B), on a

pa(e) = sup [{e, €')]
e'eB’

et que, pour tout € € span(A’), on a

pa(e) = sup [{e, €')].
ecA

Cela étant, la propriété relative a la bornation est directe. De fait, A est inclus
dans span(B) et y est borné pour la semi-norme pp signifie que

sup sup |{e,e')| = sup sup |{e, e')| < oo,
ecA e’eB’ e’eB’ ecA

c’est-a-dire que B’ est inclus dans span(A’) et y est borné pour py.

Passons a la propriété relative a la précompacité.

La condition est nécessaire. Fixons » > 0. Il existe alors une partie finie
{ai,...,a;s} de A telle que

J
AC U by (aj;1/3).

Jj=1

Cela étant, posons

O ={({a,t),.... {as b)) : ¥ € B'}.



120 5. Dual topologique

Il est clair que C est un borné de K’ donc un précompact de cet espace. Des lors,
il existe une partie finie {0},...,0,} de B’ telle que

C c{({a,b)),....{az, b)) :l=1,....,L}+b(r/3).
Cela étant, pour tout b’ € B', il existe [ € {1,..., L} tel que
[((ar, b) ..o {ag, V) = (aa, 0p) - {ag, b)) < /3

donc tel que, pour tout a € A,

[(a, ' =] < [a—a;, )| +[{a;, 0" = 0p)| + [(a; — a, b))
< 2sup |(a—a;, )| +1/3
yeB
et cette derniére majorante est < r si on choisit 7 € {1,...,J} tel que a €

by, (aj;7/3). Au total, nous avons obtenu que

L
B' C prA,(bk;T).

=1

La suffisance de la condition s’établit de méme.g

Théoreme 5.10.3 (Alaoglu) Si (E,T) est un espace localement conveze sépa-
ré, alors, pour tout p € cs(E), l'ensemble pr(l) est une partie compacte et absolu-
ment convexe de ..

Preuve.  Vu le théoreme de Tychonoff

K:H{CEK:|C|SP(€)}

eeE

est un espace topologique compact et séparé. De plus, on vérifie aussitot que
I’application
e pr(l) — K & ({e,¢))ecr

est injective, continue et relativement ouverte. Tout revient donc a établir que
b5 (1) est une partie fermée de K.
Soit, £ un élément de I'adhérence de 662 (1) dans K.
D’une part, pour tous € > 0, e € E et ¢ € K, il existe ¢’ € pr(l) tel que
{ (e, €") — & €
[{ce, e') — & £

IAINA
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d’out on tire | — €| < (1 + |¢]) donc & = €. D’autre part, pour tous € > 0 et
e1, e2 € B, il existe € € b5(1) tel que

(e, e) =& < €
[(e2,€') =& < €
|<61 + e2, €,> - §e1+62| < ¢

d’ott on tire [Ee ey — &ey — ey < 3e donc &gy ie, = &6y + &6, Au total, nous venons
d’établir qu'il existe une fonctionnelle linéaire e* sur E telle que & = (e, e*) pour
tout e € F. Pour conclure, il suffit alors de noter que

|<€7 6*>| = ‘§€| < p(@), Ve € Ey

5.11 Adjoint d’un opérateur linéaire continu

Remarques.  Si E est un espace localement convexe séparé, il est clair que
a) pour tout sous-espace vectoriel L de E, on a

LA ={eeE (Lé)={0}}.
b) pour tout sous-espace vectoriel M de E’, on a

MYV ={ecE:(e,M)=1{0}}.

Théoreme 5.11.1 Soit E un espace localement convexe séparé.

a) Si L est un sous-espace vectoriel de E, alors L> est un sous-espace vectoriel
fermé de E' et L®V est l'adhérence de L dans E .

b) Si M est un sous-espace vectoriel de E', alors MV est sous-espace vectoriel
fermé de E et MV* est l'adhérence de M dans E.

Preuve.  Bien sfir, L® et MV sont des sous-espaces vectoriels fermés de E’ et
E respectivement. Cela étant,
a) L™V est un sous-espace vectoriel fermé de E. Comme il contient trivialement
L, on a déja L= C L?V. Inversement, pour tout e € E \ L™, une conséquence du
deuxiéme théoréme de séparation procure e’ € E’ tel que

sup [(I,€)] <1et (e, e)=1.
leL—

En fait, e’ appartient alors & L® car on a |{cl,e’)| < 1 pour tous [ € L et ¢ € K.
D’ot la conclusion car ceci signifie que e n’appartient pas & L2V,
b) s’établit de méme.y
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Théoréme 5.11.2 Si E, F sont des espaces normés et si T € L(E,F), alors
T*F' est inclus dans E' et

T:F —FE f—Tf
est un opérateur linéaire continu tel que ||T"|| = ||T|.
Preuve.  Pour tout f' € F’ il vient
e, T ) = KTe, I <N Tell IS < NI el

pour tout e € E; T* f" appartient donc a E’. (On pouvait aussi dire que (T, f’) est
la composition de deux opérateurs linéaires continus.) On en déduit de suite que
T" = T*|p est un opérateur linéaire continu de F” dans E’ tel que || 77| < ||T]|. En
fait, I’égalité a lieu car il vient successivement

IT'| = sup |T*f'| = sup sup [(e,T"f)|
[FHES! 1711 [lell <1
= sup sup [(Te, f)| = sup |[Te|| = [T a
lell<1 [7I<1 lell<1

Théoreme 5.11.3 Soient E, ' deux espaces normés.
Si T est un opérateur lin€aire continu de E dans F', alors

a) ker(T") = im(T)* et ker(T") est un fermé de F',
b) ker(T) = 1m(T’)v
c) im(7T') est dense dans F' si et seulement si T est injectif,

d) T est injectif si et seulement si im(T") est dense dans E"..

Preuve.  a) De fait, il vient successivement
f eker(T") <= (e,T'f'Y=0, Ve€eFE
< (Te,fY=0, VeeF
— [ eim(T)".
b) De fait, il vient successivement

e€ker(T) < (Te, fy=0, Vf eF,
— (e,T'fY=0, Vf ekl
< ecim(T")V
¢) Nous savons en effet qu'un sous-espace vectoriel L de F est dense si et seule-
ment si 0 est la seule fonctionnelle linéaire continue sur F' qui s’annule identiquement
sur L, c’est-a-dire si et seulement si L2 = {0}.

d) De la méme maniere, im(7”) est dense dans E' si et seulement si im(7")Y =

{0}
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Théoreme 5.11.4 Si E et F' sont des espaces de Banach, alorsT € L(E, F) est
surjectif si et seulement s’il existe C > 0 tel que [|[T"f'|| > C'||f'|| pour tout f' € F'.

Preuve.  La condition est nécessaire. Vu le théoreme de l'opérateur ouvert,
toute surjection linéaire continue entre espaces de Banach est un opérateur ouvert.
Il existe donc r > 0 tel que bgp(r) C Tbgr(1). Par conséquent, pour tout f' € F’, il
vient successivement

1A= sup [{f, f) < sup [(Te, f')]

IIfI1<1 llell<1/r
1 1

< —sup (e, T'f) == [T [
T Jlell<1 r

La condition est suffisante. Dans un premier temps, si fy € F n’appartient pas
a 'adhérence de {Te : |le|| < 1}, le théoreme de séparation procure 'existence de
1§ € F' tel que
{ (Te, fi)] < 1, Vee€bgr(l),
|(fo fo)l > 1.

On a donc successivement

1< [(fo, fo)l Ifoll /oIl < Wl foll C 1T foll

<
< Cllfoll sup [(Te, fo)l < C | foll -

llell <1

De la sorte, nous venons d’établir 'inclusion suivante

{reramsg}cire sy

Dans un second temps, nous allons déduire de cette inclusion que

1
{fGFWN§§5}CU%W%S1L

ce qui permet de conclure aussitot. Pour tout f € F tel que ||f|| < 1/(2C), la
boule br(f;1/(4C)) est d’intersection non vide avec Thg(1): il existe donc e; € F
tel que |le|]| <271 et ||f — Te|| < 1/(4C). Par récurrence, on obtient alors une suite
(em)men, de E telle que |leq,| < 27™ et ||f —T(e1+ - +en)| < 27™71/C. On
en déduit que la série absolument convergente > ~_ e,, converge dans E et que sa
limite ey vérifie ||eg|| < 1 et Tep = f, ce qui suffit.y
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Théoreme 5.11.5 Soient E et F' des espaces de Banach.
SiT € L(E,F), les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) im(T") est un fermé de F,
(b) im(7") est un fermé de E',
(c) im(T") est un fermé de E'.

Preuve.  (a) = (b). De ker(T') = im(7")V, on déduit que ker(7')* est I'adhéren-
ce dans E! du sous-espace vectoriel im(7"); pour conclure, il suffit donc de prouver
Vinclusion ker(T)* C im(7").

Soit ¢’ un élément de ker(T)”. Comme Te; = Te, implique alors (e, ¢/) =
(€9,€'), nous pouvons définir une fonctionnelle !’ sur im(7") par (Te,l') = (e, ¢€’)
pour tout e € E. En fait, I’ est une fonctionnelle linéaire sur im(7"). C’est méme
une fonctionnelle linéaire continue sur im(7) car T': E — im(7'), étant une surjection
continue entre espaces de Banach, est un opérateur ouvert: il existe donc C' > 0 tel
que

inf |le+h| <C|Tel|, VeeEFE,

heker(T)
ce qui entraine
Te,l'Y| = inf [(T h), Y] = inf h,e
(Te,0)] =, inf [T(e+h).l)] = inf e+ h,e)
< inf fle+hll €' < Cl€[|||Te]l, Ve€ E.
heker(T)

Cela étant, vu le théoreme de Hahn-Banach, I’ admet un prolongement linéaire
continu f’ sur F' et, pour conclure, il suffit de constater que 17" f" est égal a ¢’.

(b) = (c) est trivial puisque E! a une topologie moins fine que E'.

(¢c) = (a). Désignons par L I'adhérence de im(7") dans F' et par S 'opérateur
T considéré de E dans L. Dans ces conditions, S est un opérateur linéaire continu
de l'espace de Banach E dans 'espace de Banach L et son image est dense dans
L. 11 s’ensuit que S’: L' — E’ est une injection linéaire continue. De plus, on a
im(S’) = im(7"): d’une part, pour tout f' € F’, I’ = f'|; appartient a L’ et donne
liew a T"f" = S'l'; d’autre part, vu le théoreme de Hahn-Banach, tout I’ € L' a un
prolongement linéaire continu f’ sur F', auquel cas

(e, S"l'y = (Se,l'y = (Te, f'y = {e,T'f"), Vee€FE.

Cela étant, S’': L’ — im(S’) = im(7”) est une bijection linéaire continue entre
espaces de Banach donc un isomorphisme, vu le théoreme de 'opérateur ouvert: il
existe C' > 0 tel que ||I'|| < C'||S"l|| pour tout I’ € L’. Vu le théoreme précédent,
nous obtenons que S est surjectif. Or im(S) = im(7") donc im(7") est un fermé de
Fy
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Corollaire 5.11.6 Si E et F' sont des espaces de Banach, alors un opérateur
T € L(E,F) est surjectif si et seulement si T" est injectif et a une image fermée
dans £’ g

Remarque.  Nous sommes maintenant en mesure de revenir a la théorie spectrale
des opérateurs linéaires compacts d'un espace de Banach dans lui-méme et d’établir la
caractérisation fondamentale de leur spectre, a savoir que les éléments non nuls du spectre
sont des valeurs propres de 'opérateur, auxquelles correspondent a chaque fois un nombre
fini de vecteurs propres linéairement indépendants.

5.12 Théorie spectrale (suite)

Dans ce qui suit, nous allons étudier la nature du spectre d’un opérateur linéaire
compact d'un espace de Banach E dans lui-méme. Le résultat suivant va y jouer un
role important.

Théoreme 5.12.1 Si E et F sont des espaces de Banach, alors lopérateur
T € L(E,F) est compact si et seulement si T*: F' — E' est compact.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit f;, une suite de bp(1). Cela étant,

{f/n’TbE(l) :m € Ny }

est un ensemble de fonctions

a) ponctuellement borné sur le compact K = Thg(1),

b) équicontinu sur le compact K.

Vu le théoreme d’Arzela-Ascoli, c’est une partie précompacte de I'espace Co(K).
Il existe par conséquent une sous-suite fi(,) de la suite de départ qui converge
uniformément sur le compact K donc sur I’ensemble Thg(1). Comme

||T*fl/£(r) - T*flg(s)H = sup |(Te, froy — fllc(s)>| ;

llell<1

la suite T f,;(m) est donc de Cauchy dans I'espace de Banach E’. D’ou la conclusion.
La suffisance de la condition s’établit de la méme fagon.g

Lemme 5.12.2 Si L est un sous-espace linéaire fermé de l'espace localement
conveze séparé E, alors le sous-espace linéaire L~ de E' est tel que dim(L>) >

dim(E/L).
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Preuve.  De fait, si ey, ..., ey € E sont en nombre fini et tels que les classes
eir, ---, ey soient linéairement indépendantes, alors, pour tout j € {1,...,J}, ¢,
n’appartient pas au sous-espace linéaire fermé

L; =L +span({ey,...,[ej],....es})

de E et il existe ¢} € E' tel que {¢;,¢;) = 1 et (L,e) = {0}. 1l suffit alors de
constater que les €], ..., €/, appartiennent a L~ et sont linéairement indépendants
pour pouvoir conclure.g

Théoreme 5.12.3 Si E est un espace de Banach et si K € K(FE), alors, pour
tout scalaire A € K non nul, les espaces linéaires

ker(K — A\id), E/im(K — \id), ker(K* —\id), FE'/im(K* — \id)
sont de dimension finie et ont méme dimension.
Preuve. (1) On a
dim(E"/im(K* — Aid)) < dim(ker(K — Aid)).

Vu le théoreme 5.11.5, L = im(K™* — Aid) est un sous-espace linéaire fermé de
E!. Comme

L = {b6.:ec E, (e, (K*—MNd)E) ={0}}
= {d.:e€ E {((K—M\d)e, E'Yy ={0}}
= {d.:e€ker(K —)\d)}

est en bijection linéaire avec ker(K — Aid), I'inégalité annoncée résulte alors aussitot
du lemme.
(2) On a
dim(ker(K — Aid)) < dim(F/im(K — Aid)).

Si im(K — Aid) = E, la partie b) du Théoreme 4.5.4 assure que A n’est pas une
valeur propre de K. Par conséquent, ker(K — Aid) = {0} et 'inégalité est prouvée
dans ce cas.

Considérons a présent le cas im(K — Aid) # E; procédons par I'absurde. Sup-
posons avoir 'inégalité () suivante

dim(E/im(K — \id)) < dim(ker(K — Aid)).

Vu le Théoreme 4.5.2; ker(K — Aid) est un espace linéaire de dimension finie. Des
lors, im(K — Aid) est un sous-espace linéaire fermé de codimension finie de E. 1l
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existe donc un projecteur linéaire continu P de F tel que im(P) = ker(K — Aid) et un
complément topologique M de im(K — Aid) dans E. De plus, I'inégalité (*) donne
dim(M) < dim(im(P)) < oo et des lors il existe une surjection linéaire compacte
T:im(P) — M et ey € im(P) non nul tel que Tey = 0. Cela étant, S = K + TP
est un opérateur linéaire compact de F dans E tel que

(S — )\ld)eo = (K — )\ld)eo = 0;

A est donc une valeur propre de S et on doit avoir im(S — Aid) # E. Cependant il
vient

im(S — Aid) = (K — Mid + TP)ker(P) + (K — Aid + T'P)ker(K — Aid)
= (K — Aid)ker(P) + T Pker(K — \id)

avec

(K — Aid)ker(P) = im(K — Aid)
(car ker(P) est un complément topologique de ker(K — \id) = im(P)) et

T Pker(K — Aid) = TPim(P) = Tim(P) = M

donc im(S — Aid) = E, ce qui est contradictoire.
(3) On a
dim(F/im(K — Aid)) < dim(ker(K™ — Aid)).

De fait, im(K — Aid) est un sous-espace linéaire fermé de E donnant lieu a
Pégalité im(K — Xid)” = ker(K* — Mid). C’est donc une conséquence directe du
lemme.

(4) On a

dim(ker( K™ — \id)) < dim(E'/im(K* — Aid)).

C’est une conséquence directe de (2) car K* € IC(E").

Au total, nous avons établi que ces quatre espaces linéaires ont la méme dimen-
sion. D’ou la conclusion car nous savons que ker(K — Aid) est un espace linéaire de
dimension finie.g

Théoreme 5.12.4 Si E est un espace de Banach et si K € K(E), alors tout
élément non nul de o(K) est une valeur propre de K et de K*.

De plus, o(K) est un compact dénombrable de K; il est soit fini soit égal a
Uensemble des éléments d’une suite de K convergente vers 0 uni a {0} .y

Exercice. Soient F un espace de Banach, T' € L(FE) et K € K(E). Etablir que
T(id — K) = id a lieu si et seulement si (id — K)T' = id, auquel cas id — K admet un
inverse continu et id — (id — K)~! est compact.O
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Exercice. Etablir que
K: 0" =00 o (a1/2' a9/2% a3/23,. . )

est un opérateur linéaire compact. Quel est son spectre?d

5.13 Premiers exemples
[20, pages 112-113]

Exemple. Désignons par L?(A;R) le R-sous-espace de Banach des éléments
réels de L?(A).

Soit k € L2([0,1] x [0, 1] ; R).

a) Etablir que, pour tout f € L2([0,1];R) et presque tout = € [0, 1], la fonction
k(x,-)f(-) est intégrable sur [0, 1].

b) Etablir que, pour tout f € L2([0, 1] ; fo y) dy appartient a ’espace
L2([0,1] ; R).

c¢) Etablir que

K:L*([0,1];R) — L*([0,1]; H/

est un opérateur linéaire continu tel que

1 1
1K < / / \k(z, y)[? dz dy.
0 0

d) SiJeNyetay, ...,ay, by, ..., by € L2([0,1];R), établir que la fonction
?;.]1 a;(z)b;(y) est une telle fonction k. Etablir que, dans ce cas, on a dim(im (X)) <

e) Etablir que K est un opérateur linéaire compact.

f) Si A € C\ {0}, établir que
i) soit I'équation Kg — Ag = f a une solution unique pour tout élément f €
L2(0, 1] R),
ii) soit I’équation Kg — Ag = f n’a aucune solution pour certains éléments f de
L2([0,1];R) et une infinité de solutions pour tous les autres.

g) Déterminer K*.0

Exemple. En guise de fonction k& dans I’exemple précédent, considérer

(I1—2)y si 0<y<zx

k: [0,1] x [0,1] = C (m,y)H{ (1—y)z si 2<y<1
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a) Etablir que, pour tout f € L*([0,1];R), on a
T 1
K =-C d d
(K@) =~Co+ [ wswas+o [ 1wy

avec C' = [; yf(y)dy, donc (K £)(0) = (K f)(1) =0.
b) En déduire directement que, pour tout f € L2([0,1];R), K f appartient a
C1([0,1]; R) et vérifie

D(K ), = —C + / f(y) dy.

c¢) Etablir que
o(K)={0tu{(nm)?:neNy}

et que
ker(K — (nw)~?%id) = span(sin(n7z)), Vn € Ny.

Suggestion. Si A € R est une valeur propre non nulle de K et si f est un vecteur
propre de K pour A\, on a K f = A\f donc

AD2f + f =0,

f(0)=f(1)=0.

En déduire que K n’a pas de valeur propre A < 0 et que ses seules valeurs propres
A > 0 sont les nombres (nm)~2 avec n € Ny, de vecteur propre sin(nrz).

d) Etablir que {sin(nmz) : n € Ny } est une base orthonormée totale de 'espace
L2([0,1]; R).

c¢) Discuter les équations

Kg—g= Zcmsin(mﬂx) et Kg—g= Zcmsin(mm;).

(m) m=1

(en mettant bien en évidence ce qui se passe si A est une valeur propre.)

Exemple. |20, pages 112-113]

Si H désigne la restriction de 'opérateur K de l'exercice précédent a ’espace
Co([0,1]), établir que H est a valeurs dans Cy([0,1]) et qu’il s’agit d’un opérateur
linéaire compact de cet espace dans lui-méme.
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5.14 Exemples (suite)

(23, pages 198-200]
Considérons l'opérateur de Fredholm K de noyau

k(x,y) = sin(zy) sur U'intervalle [0,1/2].

De 0 < sin(zy) < sin(1/4) < 1/4 pour tous z, y € [0,1/2], on tire de suite I'inégalité
| K|l < 1/8. Des lors, 'opérateur id — K admet un inverse continu donné par la
série de Neumann ) *°_  K™.
Cependant, pour f € Cy([0,1/2]), on peut calculer une solution approchée de
I’équation ¢ — K g = f en recourant au développement de Taylor
2P 1y

Sin(my):xy—T—i—?O—---

Ainsi, si nous désignons par K; l'opérateur de Fredholm de noyau zy sur [0,1/2],
nous obtenons directement

1/2
IS~ Kfll < s / sin(zy) — | £ ()] dy

z€[0,1/2
1/2 LL‘3 3 1
Y
< sup / —dy-||fll = z=IIf
s [ 5 a1 = gl

donc ||K — K;|| < 1/3072. Comme K; est un opérateur linéaire de rang fini, on
résout aisément 1’équation h — K1h = f. En effet, en tout = € [0,1/2], elle devient

1/2
f(z) = h(x) — /0 zyh(y)dy = h(x) — Cx donc h(x) = f(z) + Cx

avec
1/2 1/2
C = / yh(y) dy = / y(f(y) + Cy) dy
0 0
donc 1/2
24
_ = dy.
C 23/, yf(y)dy

Il s’agit d’une bonne solution approchée vu que
h—g=h—(id—K)'f=(Gd—- K) '(id - K) — (id — K;))h

entralne
1
1 —[[K]]
1 1
< . .
- 1-1/8 3072

Ih—gll < K = K| - []A]

Il < 3,73- 107 |[A] .
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Si on souhaite une meilleure approximation de la solution, on peut recourir a
I'opérateur de Fredholm K5 de noyau

qui est aussi un opérateur linéaire de rang fini.

5.15 Résolution d’équations différentielles

Dans ce paragraphe, nous allons voir sur des exemples simples relatifs a des
équations différentielles comment peuvent apparaitre des opérateurs de Fredholm
ou de Volterra.

5.15.1 Probleme avec conditions initiales

Etant donné un intervalle compact [a,b] de R, des fonctions ag, a;, f € Co([a, b))
et des nombres zy, z; € C, nous recherchons une fonction g € Cy([a, b]) telle que

D7g + a1(t)D,g + ao(t)g(t) = f(t) sur [a,b],
g(a‘) = 20,
Dg(a) = 2.

Analyse. Si g est solution de cette équation différentielle, alors h = D?g est tel
que

t
/ h(u)du = D,g— z,
t au
/ du/ h(v)dv = g(t) — 2z — z1(t — a)
a a .
_ / (t — w)h(u) du.
De plus, I’équation différentielle donne lieu a I’évaluation suivante de f(t)

h(t) + a1 (t) (zl + /at h(u) du) + ag(t) (zg 4t —a) + /:@ — w)h(u) du) .

Synthése. Inversement on vérifie de suite que si I’équation

h(t) — / k(t, s)h(s)ds = I(t)



132 5. Dual topologique

k(t,s) = —ay(t) —ap(t)- (t—s)
I(t) = f(t) — 20a0(t) — z1(a1(t) + ao(t) - (t — a))

admet une solution h € Cy(a, b)), alors I'équation différentielle admet une solution
g décrite par

g(t) =2+ 2(t —a)+ / (t —u)h(u) du.

Conclusion. Le probleme considéré a toujours une solution unique car I’équation
intégrale considérée est une équation de Volterra de seconde espece.

5.15.2 Probleme avec conditions aux limites

Etant donné un intervalle [a,b] de R, des fonctions ag, f € Cy([a,b]) et des
nombres «, [ € C, nous recherchons une fonction g € Cy([a, b)) telle que

D7g + ao(t)g(t) = f(t) sur [a,b],
g(a) = a,
g(b) = 5.

Analyse. On vérifie directement que la fonction

ou
(b—t)(u—a) si a<u<t
i(tu) =4  ba -
(t ;)(b u) si t<u<b
—a

appartient a Cy([a, b]) et vérifie

D2h = f(t) sur [a,b],
{h(a) = h :

(cf. exercice p. 6)
Des lors la fonction
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appartient a Cq([a, b]) et vérifie

Dip = f(t) sur [a,b]
pla) = a,
p(b) = 0.

Cela étant, si g est une solution de I’équation considérée, on doit avoir

b—t t—a

b
- / Ut ) - (£ (u) — ao(w)g(u)) du

—a

c’est-a-dire I’équation intégrale ()

si on pose

k(t,s) = ap(s)l(t,s)

b—t  t— b
ab_awb_z —/a (¢, ) f(u) du.

Synthése. Inversement on vérifie directement que toute solution de I'équation

intégrale (x) est solution de I’équation différentielle considérée.

Conclusion. 11 s’agit cette fois d’une équation de Fredholm. On obtient aisément

(b—ay

5] < llooll -

Pour ||ag|| < 8/(b— a)?, on est donc siir de I'existence et de 'unicité d’une solution.

Sinon la situation est plus délicate et laissée ... pour un autre cours?
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Chapitre 6

Quelques compléments sur les
espaces localement convexes

Convention. Dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, £ =
(E,P) et F = (F,Q) désignent deux espaces localement convexes séparés.

6.1 Espaces ultrabornologiques

Définition. L’espace E est ultrabornologique si toute semi-norme sur F qui
est bornée sur les compacts absolument convexes de F, est continue; il revient au
meéme de dire: si toute partie absolument convexe de E qui absorbe les compacts
absolument convexes de E, est un voisinage de 0.

Proposition 6.1.1 Les assertions suivantes sont équivalentes:
(a) E est ultrabornologique,

(b) toute semi-norme sur E qui est bornée sur les bornés absolument convezes
complétants de E, est continue,

(c) toute semi-norme sur E qui est bornée sur toutes les suites trés convergentes
vers 0, est continue.

Preuve.  (a) = (b) car tout compact absolument convexe est borné et complet,
donc complétant.

(b) = (c). Soit g une semi-norme sur F qui est bornée sur les suites tres conver-
gentes vers 0 de E et soit B un borné absolument convexe complétant de E. Alors
q est borné sur toute suite qui converge vers 0 dans E, donc est borné sur tout
borné de Ep et en particulier sur B.
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(¢) = (a). Il suffit d’établir que toute suite tres convergente vers 0 dans E est
incluse dans un compact absolument convexe de E. Cela résulte aussitot du résultat
suivant.g

Proposition 6.1.2 Si la suite (€,,)men, converge vers 0 dans E et si, pour tout
(Cm)men, € €1, la série Y7 | cpem converge dans E, alors

K—{icmem:i|cm|<oo}
m=1

m=1

est absolument convexe, compact et extractable dans E. C’est aussi [’enveloppe ab-
solument convexe fermée de { e,, : m € Ny }.

Preuve.  Désignons par L l'espace vectoriel /! muni du systéme dénombrable
de semi-normes { 7, : m € Ny } ou, pour tout m € Ny, 7, est défini par

Tm(x) = Z Zm|, VT = (Tm)men, € '
=1

Cela étant, établissons que I’ensemble absolument convexe

H:{xGL:Z|mm|§1}
m=1

est extractable donc compact dans L. Soit (2(™),,cx, une suite de H. Comme pour

tout j € Ny, ensemble {m(m

; ) im e NO} est un borné de K, on peut extraire au

moyen d’une extraction diagonale une sous-suite (z*(™)), cy, telle que xgk(m)) — @,

dans K pour tout j € No. En fait, la suite x = (x;),en, ainsi construite appartient
a H car, pour tout J € Ny, on a

2

J=1

xg.k(m») =3yl
j=1

Il est alors clair alors que la suite (™)), oy, converge vers 2 dans L.
Pour conclure, il suffit alors d’établir que

T-H—F $r—>§:xmem

m=1
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est une application continue. Pour tous p € P et r > 0 et quels que soient z, y € H,
il vient

M 9]
p(Te —Ty) < Z | T — Ym| p(em) + Z |Zm — Ym|p(€m)
m=1 m=M+1

< sup plenm) - mu(xz —y) + 2 sup p(em)
m<M m>M

pour tout M € Ny. Or il existe M € Ny tel que sup,,-, p(en) < /4 donc tel que

r,ye H
ry }:p(Tx—Ty)gr.

(T —y) < 2(1+supnen, Plem))

Enfin comme il est clair que
I'{em - meNg}) CKCT({en:meNy}),
la conclusion est triviale car K, étant compact, est fermé.g

Exemple. Tout espace de Fréchet est ultrabornologique. Soit ¢ une semi-
norme sur ’espace de Fréchet E, bornée sur tout compact absolument convexe de
E. Soit {py, : m € Ny } un systeme de semi-normes sur F, équivalent a cs(E). Si ¢
n’est pas continu sur F, il existe une suite (€,,)men, de E telle que p,(e,,) < 1/m?
et q(en) > 1 pour tout m € Ny. Des lors, la suite (me,,)men, converge vers 0 dans
E. De plus, on vérifie directement que la série > ~_ mcy,e,, est de Cauchy donc
converge dans E pour tout (¢, )men, € ¢*. Dés lors, la proposition précédente signale
que T'({ me,, : m € Ny }) est un compact absolument convexe de E sur lequel g n’est
pas borné. D’ou une contradiction.Od

6.2 Espaces bornologiques

Définition. L’espace E est bornologique si toute semi-norme sur E qui est
bornée sur les bornés de E est continue. Bien str, E est bornologique si et seulement
si toute partie absolument convexe et bornivore de E est un voisinage de 0.

Vu les propriétés des suites Mackey convergentes, E est bornologique si et seule-
ment si toute semi-norme sur F qui est bornée sur les suites Mackey convergentes
vers 0, est continue.

Exemples. (1) Tout espace ultrabornologique est bornologique.

(2) Tout espace localement convere séparé métrisable est bornologique. Soit
(E,{pm:m € Ny}) un tel espace et soit ¢ une semi-norme sur E, bornée sur les
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bornés de E. Si ¢ n’est pas une semi-norme continue sur F, il existe une suite
(ém)men, de E telle que p(e,,) < 1/m et ¢(e,,) > 1 pour tout m € Ny. Des lors, on
vérifie aisément que (mep,)men, €st une suite bornée de E sur laquelle ¢ n’est pas
borné. D’ou une contradiction.

6.3 Espaces tonnelés

Rappel.  Une fonction réelle f sur I'espace topolgique T est semi-continue inférieu-
rement (en abrégé s.c.i.) sur T si, pour tout r € R, f~1(]r, +00[) est un ouvert de T

Pour toute partie F ponctuellement bornée de Co(T;R), sup{ f : f € F } est bien sur
une fonction s.c.i. sur 7.

Proposition 6.3.1 Si g est une semi-norme sur F, les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) by(1) est un fermé de E,
(b) q est une fonction s.c.i. sur E,
(c) il existe une partie F de Co(E;R) telle que g =sup{ f: f € F}.

Preuve.  (a) = (b) est trivial.

(b) = (c). I suffit de prouver que, pour tout ¢y € E et tout r < g(ep), il
existe f € Co(E;R) tel que f < get r < f(ey). Pour r <0, c’est trivial: f =0
convient. Pour 7 > 0, on procede comme suit: il existe p € cs(E) tel que by(ep; 1) C
g '(Jr, +o0[) et alors

f=rxe —rinf{p(- — o), xr}

convient.
(c) = (a) alieu car by(1) = Nyerf~1(] — o0, 1]) 4

Définition. L’espace E est tonnelé si toute semi-noemr s.c.i. sur F est con-
tinue.
Vu le résultat précédent,

a) Uespace E est tonnelé si et seulement si tout tonneau de E est voisinage de 0.

b) toute semi-norme s.c.i. sur E est bornée sur tout borné absolument convexe
complétant de E car nous savons qu'un tonneau absorbe tous les disques de Banach.

Exemples. 1) Tout espace ultrabornologique est tonnelé.

2) Tout espace localement convexe et séparé de Baire est tonnelé. De fait, pour
tout tonneau 7' d'un tel espace E, on a £ = Upen,mI et ainsi un des mT' est
voisinage de 0, ce qui suffit.O]
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6.4 Espaces quasi-tonnelés

Définition. L’espace E est quasi-tonnelé si toute semi-norme sur F qui est
s.c.i. et bornée sur les bornés est continue; il revient au méme de dire si tout tonneau
bornivore de F est voisinage de 0.

Exemples. 1) Tout espace bornologique est quasi-tonnelé.

2) Tout espace tonnelé est quasi-tonnelé.0]

Proposition 6.4.1 Tout espace quasi-tonnelé et séquentiellement complet est
tonnelé.

Preuve.  Soient T un tonneau et B un borné d’un espace quasi-tonnelé et
séquentiellement complet. Comme I'(B) est un borné absolument convexe séquen-
tiellement complet donc un disque de Banach, il est absorbé par le tonneau 7T'. Des
lors T" absorbe B, ce qui suffit.g

6.5 Espaces a réseau
Définition. L’espace E est a réseau s’il a un réseau, c¢’est-a-dire un ensemble

R={An n:kn,...,ny €Ny}

de parties de E telles que
(R1) chaque élément de R est absolument convexe,

(R2) E = U2 | A, et, pour tout k > 2 et tous ny, ..., nx € Ny,

o0
Anl,...,nk - l lAnl,A..,nk,TH
n=1

(R3) pour toute suite (ng)ren, de Ny, il existe une suite (7y)ren, de ]0, +o00[ telle
que, pour toute suite (eg)ren, vérifiant e, € A,, ., pour tout k € Ny, la série
Z;ozl rrer converge dans E et est telle que

o0
Z rLer € An17.,,7nk0, Vko € Np.

k=ko
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Remarque.  Dans la définition d’un réseau R, on peut supposer avoir 7, | 0 et
Y peyrk < 1 car on vérifie directement qu’on peut remplacer la suite (ry)gen, par toute
suite (sg)ken, de |0, +oo[ vérifiant s €]0, r;[ pour tout k¥ € Ny vu qu’alors on a

00 00
Sk
g Skek = E Tk | — €k
Tk
k=ko k=ko

pour tout kg € Ny avec (si/ri)er € Ay, ... n, pour tout k € No.O

Exemples. 1) Tout espace de Banach (E,||-||) est a réseau: il suffit de poser

A”la-“:”k = b(nl), Vl{?, ny,...,Ng c No.

2) Tout espace de Fréchet (E,{pm:m € Ng} est a réseau: il suffit de poser

Anl’“_mk = bpl (nl) N...N bpk(nk), Vk?, Nyy...,Ng € NO-D

Proposition 6.5.1 Soit £ un espace a réseau.
a) Si Q) est un systeme de semi-normes sur E, plus faible que cs(E), alors (E, Q)

est aussi un espace 4 résea.
b) Tout sous-espace vectoriel séquentiellement fermé L de E est a réseau.

c) Si T est un opérateur linéaire séquentiellement continu de E dans F', alors le

sous-espace im(T') de F est a réseau.
En particulier, pour tout sous-espace vectoriel fermé L de E, [’espace quotient

E/L est a réseau.

Preuve.  Soit R un réseau de E.

a) De fait, R est aussi un réseau de (£, Q).

b) De fait, { ANL: A€ R} est un réseau sur L.
c) De fait, {TA: A€ R} est un réseau sur im(7").y

Proposition 6.5.2 Soit (E,;)men, une suite d’espaces localement convezes sé-

parés tels que £ = Uy | E,,.
Si, pour tout m € No, on a cs(E)|g,, < cs(Ey) sur E,, et si chacun des E,, est

a réseau, alors E est a réseau.

Preuve.  Si, pour tout m € Ny,
{AIE:):L)l ----- nkk7n177nk€N0}

est un réseau de F,,, on vérifie aussitot que les ensembles

A,=FE,, VnéeNg,
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et
Am,-..,nk = ASZ;I) n

o yeees Tl

Vk’,nl,...,nk S No,k’ > 2,
constituent un réseau sur F

Exercice. Etablir que tout produit dénombrable d’espaces a réseau est un espace
a réseau.d

Mentionnons aussi I'information suivante.

Exercice. Si E est métrisable, établir que I'espace Ej est & réseau.

Suggestion. En fait, si £ = (E,{pm, : m € Ny }), alors les ensembles
Apyme = { € ‘<-,e’>} <nipp, (1)}, Vk,ni,...,n, €Ny,

constituent un réseau de E{).D

6.6 Théoreme du graphe sq-fermé

Théoréme 6.6.1 (localisation, De Wilde) Si T' est un opérateur linéaire a
graphe séquentiellement fermé de E de Fréchet dans F' a réseau, alors il existe une
semi-boule b de E et n € Ny tels que Th C A,.

Preuve. Comme F est égal a U2 A, il vient E = U T1A, et, vu le
théoréme de Baire, il existe un entier n; tel que T1A,, ne soit inclus dans aucune
réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Une récurrence aisée permet alors de déterminer une suite (ng)gen, de Ny telle
que T *1An17__7nk ne soit jamais inclus dans une réunion de fermés d’intérieur vide:
si les ny, ..., ng sont déterminés, Pégalité T-A,, ., = U2 T 1A, . , assure
I'existence de ..

Cela étant, soit (r)ken, une suite de ]0, +o0o[ dont 'existence est assurée par la
notion de réseau.

Pour tout k& € No, (T 1A, ) est alors un fermé absolument convexe
d’intérieur non vide et il existe une semi-boule b, de E centrée en 0, incluse dans
cet ensemble. Si by s’écrit by, (sx), nous pouvons supposer la suite (m(k))ren,
strictement croissante et avoir s | 0.

Etant donné e € by, on a e € r(T71A,,) et il existe e; € T4, tel que
e —rie; € by. Par récurrence, on obtient une suite (e)ren, de E telle que ey, €
T A, , et e—ZiOZl rpex € b1 pour tout kg € No. Au total, la série Y - | rxey
converge vers e dans E alors que la suite (T(Zi\il Treg) = 22/1:1 riTex)en, con-
verge dans I’ car F' est a réseau. Si f désigne la limite de la série Y - rxTe, on
a Te = f car T est séquentiellement fermé. Au total, nous avons ainsi établi que
Thy C A,,, ce qui suffit .y

k
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Théoréme 6.6.2 (graphe sq-fermé, De Wilde) Tout opérateur linéaire a gra-
phe séquentiellement fermé d’un espace ultrabornologique dans un espace a réseau
est continu.

Preuve.  Soit T un opérateur linéaire a graphe séquentiellement fermé de F
ultrabornologique dans F' ayant le réseau { A,, . : k,n1,..., 1, € Np }.

a) Supposons d’abord que E est un espace de Fréchet.

Soit b une semi-boule de F' centrée en 0. On vérifie alors directement que les
ensembles

Al =nb, Vn € Ny,
A/ e (nlb) N Ang,...,nk7 Vk, ny, ..., € No, k Z 27

N1 yeees

constituent également un réseau de F: pour les conditions (R1) et (R2), c’est trivial.
Pour la condition (R3), on vérifie que si la suite (ry)gen, de |0, +00] convient pour
la suite (ng)ken,, alors la suite (r},)ren, définie par } > 0, . = ry_; pour tout k > 2
convient pour la suite (n})ken, OU n), = ng_y pour tout k > 2, pour autant que
Y ope 1. < 1, ce qui peut facilement étre réalisé: il suffit d’exiger que Y .o rj, < L.

Cela étant, le théoreme de localisation procure une semi-boule by de E et ng € Ny
tels que Thy C ngb, ce qui suffit.

b) Passons au cas général: E est ultrabornologique.

Pour tout disque de Banach B de E, E est un espace de Banach et T'|g, : Ep —
F est un opérateur linéaire dont le graphe est séquentiellement fermé car

enm — €9 dans Ep em — €o dans B B
Te,, — fo dans I’ } { Te,, — fo dans I’ }:>T60_f0

donc est continu vu a). Dés lors T'B est un borné de F'.

I s’ensuit que, pour tout g € cs(F), ¢(T-) est une semi-norme sur F qui est
bornée sur les disques de Banach de E. Comme E est ultrabornologique, ¢(7"-) est
donc une semi-norme continue sur F, ce qui suffit.g

Théoréeme 6.6.3 (opérateur ouvert) Toute surjection linéaire continue en-
tre espaces de Fréchet est ouverte.

En particulier toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un
1somorphisme.

Preuve.  Soit T: E — F une surjection linéaire continue entre deux espaces
de Fréchet. L’opérateur T™: E/ker(T') — F est alors une bijection linéaire con-
tinue entre deux espaces de Fréchet et il suffit d’appliquer le théoreme du graphe
séquentiellement fermé pour obtenir que T~~!: F' — E/ker(T) est continu, ce qui
suffit.g



Appendice A

L’axiome du choix et quelques
formes équivalentes

Un espace préordonné est un ensemble non vide A muni d'un préordre, c’est-a-
dire d'une relation interne < telle que

a < a,

(a<bb<c) = (a<c).

I est noté (A, <) ou méme tout simplement A si aucune confusion sur < n’est
possible.
Un espace ordonné est un ensemble non vide A muni d'un ordre, c’est-a-dire
d’un préordre < tel que
(a <bb<a)= (a=0b).

Un élément a de l'espace préordonné A est mazimal (resp. minimal) si
a<b=b<a (resp. b<a=—= a<b).

Une partie B de l'espace préordonné (A, <) est totalement ordonnée si, pour
tous a, b € B, I'une des deux majorations a < b, b < a a lieu.

Soit B une partie de l'espace préordonné (A, <). L’élément a de A est un majo-
rant (resp. un minorant) de B si on a b < a (resp. a < b) pour tout b € B.

Un espace bien ordonné est un espace ordonné ou toute partie non vide contient
un minorant.

Cela étant, on peut établir (cf. [5], pp 4-9) que les assertions suivantes sont
équivalentes:

(1) Axiome du choix: tout produit non vide d’ensembles non vides est non vide,
c’est-a-dire que, si J est un ensemble non vide et si, pour tout j € J, A; est un
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ensemble non vide, alors ’ensemble || jed A; est non vide,

(2) Théoréeme de maximalité de Hausdorff: tout espace préordonné contient
un sous-espace totalement ordonné mazimal,

(3) Lemme de Zorn: si toute partie totalement ordonnée de l’espace préordonné
A est majorée, alors A contient un élément mazximal,

(4) Théoréme du bon ordre de Zermelo: tout ensemble non vide peut étre
muni d’un bon ordre.



Appendice B

Espaces de Hilbert

Convention. Dans cet appendice, a partir du paragraphe B.2 et sauf mention
explicite du contraire, H désigne un espace de Hilbert.

B.1 Définition générale
Définition.  Un espace pré-hilbertien (L, (-,-)) — on écrit aussi L si aucune
confusion sur (-,-) n’est possible — est la donnée d’'un espace vectoriel L et d'un

produit scalaire (-,-) sur L, c’est-a-dire d'une application

<'7'>:LXL_>K (f7g)'_><fug>

qui jouit des cing propriétés suivantes:

o (/) =0
e ([.f)=0 = [f=
o (f+g,h)=(f,h)+ (gl
o (cf,g)=c(f,g), VceK
o (f.9)=1(9.])
Bien stir, pour tous J, K € Ny, tous ¢, ..., ¢y et dy, ..., dg € K et tous fi,
, fretgr, ..., gk € L, on a alors
J K
<chfj,2dkgk> chﬂdk (fis k) -
j=1 = j=1 k=1
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Théoreme B.1.1 Si (L, (-,-)) est un espace pré-hilbertien, ’application

est une norme sur L pour laquelle on a

a) la loi du parallélogramme

1 +gll* +11F = all* = 211 £1I* + 2 lgII",

b) la formule de polarisation

(9 = 0+l =17 - gl®) siK=R,
3

(F9) = | F il siK=c
j=0

c) l'inégalité de Schwarz

Preuve.  On obtient directement a) et b) en recourant partout a || f||* = (£, f).
De plus, il est clair que

{Wﬂinfzo
lefll =lel £l VeeK

Etablissons a présent I'inégalité de Schwarz. Pour tous ¢, d € K et f, g € L, il
vient

0< llef +dgll* = (cf+dg,cf +dg)
< e |I£I* + cd (f.q) +2d (g, f) + | |lg]?

donc, plus particulierement pour ¢ = ||g||* et d = — (f, ),

0 < llgl* (LFI* gll® = IKf. 9)P%),

ce qui permet de conclure aussitot.
Cela étant, I'inégalité de Minkowski

LF+ gl < II£IF+ llgll

résulte de ce que

If+gl> = (f+g.f+g) = IfIF+{f.9)+ (g f)+ gl
< A2+ 21(f. )| + llgl®
< NP2 gl + Ngl® = LA+ gl
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Remarque.  Vu l'inégalité de Schwarz, pour tout élément f d’un espace préhilbertien
L, (-, f) est une fonctionnelle linéaire continue sur l'espace normé L. Cette remarque sera
sensiblement améliorée au paragraphe B.6.0J

Proposition B.1.2 Si, dans l’espace normé (E, ||.||), la loi du parallélogramme

Lf +gll* +11F = gl = 20117 + gll"),  Vf.9 € E,

a lieu, alors E est un espace pré-hilbertien.
Plus précisément,

a) si K=R,
1
(F.9) =7 +9l* = 11f = gll)

est alors un produit scalaire sur E tel que ||f|| = \/{f, f) pour tout f € E.

b) si K=C,
3

(fog) =Y | f+ig|’

=0
est alors un produit scalaire sur E tel que ||f|| = \/{f, f) pour tout f € E.

Preuve.  Nous allons établir ce résultat dans le cas K = R. Le cas K = C
s’établit de maniere tout a fait analogue.
i) 11 est clair qu’on a

(f.f)y = 0, VfeE,
(f.f) = 0+ f=0,
(frg) € R donc (f,g)={(g,f), Vf,ge€E.

ii) Prouvons a présent que, pour tous f, g, h € F,
(F+ 0.0y = 3(1F + g+ bl — I+ AP
est égal a
(fh) +(g.h) = i(llf Rl = 1f = hlI*+ llg + hlI* = llg = hl").
Vu la loi du parallélogramme, il vient

If+g+hl> = 2(f+h>+2gl> = f +h—g|
2 2 2 2
If+g—nhl> = 2|If k> +2]|gll> = [If —h— gl



148 B. Espaces de Hilbert

donc

If+g+h)*=If+g—nh]
= 2| f+h)*=2|f —RlP = |If+h—g|*+If —h—g|*.

Une nouvelle application de la loi du parallélogramme donne

If+h—gl> = 2|h—gl>+2|f I = b —g— fI
If=h—gl> = 2|h+gl>+2|fIF = [lh+g+ fI]

donc

If+g+h)*=IIf +g— A
= 2||f +hlP =2\ f = h)*=2[h—g|*+2||h+g|
+f+g—nhlP=|If+g9+h]?,

ce qui suffit.
iii) Enfin établissons que, pour tous f, g € Fet r € R, on a

(rfig)=r{f.9)-

C’est trivial pour r = 0.

Remarquons que c’est aussi trivial pour » = 1. Vu ii), une récurrence directe
établit alors que 1'égalité a lieu pour tout » € Ny. On en déduit aussitot que 1'égalité
a aussi lieu pour tout r = p/q avec p, ¢ € Ny donc pour tout r € Q car si c’est vrai
pour r, c¢’est bien sur vrai pour —r. On conclut alors directement par continuité.g

Définition.  Un espace pré-hilbertien est donc un espace normé; c’est un es-
pace de Hilbert s’il est séquentiellement complet.
Tout espace de Hilbert est donc un espace de Banach.

Exemples. 1l est clair que les espaces R, C", (? et L*(F) munis de leurs
produits scalaires canoniques sont des espaces de Hilbert.[]

B.2 Suites orthogonales

Définition.  Deux éléments f et g de 'espace de Hilbert H sont orthogonaux
et on écrit f L g si (f,g) =0. Il est clair qu'on a alors g 1 f également.
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Proposition B.2.1 Dans un espace de Hilbert H,
a) toute combinaison linéaire d’éléments orthogonauz a f € H est aussi orthogonale
af.
b) si la suite (fm)men, de H converge dans H vers f et si chacun des f,, est ortho-
gonal a g € H, alors f est orthogonal a g4

Théoréme B.2.2 (Pythagore) Soit H un espace de Hilbert.

a) Pour tout nombre fini d’éléments f1, ..., f; de H orthogonaux deux a deur,
on a
J 2 J
2
Mol =011
=1 j=1

b) Si (fim)men, est une suite d’éléments de H qui sont orthogonauz deuzx a deut,
alors la série Y °_| fm converge dans H si et seulement si la série numérique réelle
i termes positifs S oo, || finll® converge, auquel cas on a

me SO
m=1 m=1

Preuve.  a) est immédiat vu que

J 2 J J
oGl = <ij’2fk>
Jj=1 j=1 k=1
J J J
= YD Unh) = DU anjn
j=1 k=1 j=1

b) Vu a), pour tous r, s € Ny tels que r < s, il vient

Do fml =Dl

c’est-a-dire que la série >~ f,, est de Cauchy dans H si et seulement si la série
numérique 3% || fm||® est de Cauchy. La conclusion est alors immédiate.y

B.3 Suites orthonormées

Définition.  Une suite (f;,)men, de Uespace de Hilbert H est orthonormée si
ses éléments sont normés et orthogonaux deux a deux, c’est-a-dire si et seulement
sion a (fj, fi) = 0;, pour tous j, k € Ny.
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Théoreme B.3.1 Soit (f)men, une suite orthonormée de l'espace de Hilbert
H.

a) Si (Cm)men, est une suite de K, alors la série Y~ ¢pfm converge dans H

. . ;. ;o 00 2 : ;
si et seulement si la série numérique Y >_, |cm|” converge, auquel cas il vient

o) 2 )
> emfm| =D leml.
m=1 m=1

b) Pour tout f € H, il existe une suite (¢;n)men, de K et g € H tels que
i) g L fi pour tout m € Ny,
.. ;. 00 2
ii) la série Y >, |cm|” converge,
i) f=> " [ Cnlm+ 9.
En fait, cette décomposition est unique et on a

Cm = <f7fm>7 V- m € Ny,

LA =D K)ol
m=1

Preuve.  a) est un cas particulier du théoréeme de Pythagore car les ¢,, f,,, sont
orthogonaux deux a deux et tels que ||¢,, fin|| = |¢m| pour tout m € Ny.

b) Si une telle décomposition existe, elle est unique et ¢, est égal a (f, f,,) pour
tout m € Ny car on a alors

00 J
<fa fm> = <chfj7fm> + (g, fm> = }LHC}OZCJ <f]vfm> = Cm-

J=1 J=1

Cela étant, pour tout M € Ny, posons

M
m=1

On vérifie de suite que, pour tout M € Ny, la fonction g); est orthogonale aux fi,
.o, far; cela implique 'égalité

M
AP =D 1 fod P+ llgml®, ¥ M € No.
m=1

1 s'ensuit qu'on a S0 [(f, fu)]* < ||f]|* pour tout M € Ny et ceci assure que la
série Y (f, fm) fm converge dans H. Des lors, la suite (gar)men, converge dans
H vers un élément g tel que

F=Yf fu) fm 0.

m=1
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Enfin, vu la continuité du produit scalaire, g est orthogonal a chacun des f,,. D’ou
la, conclusion.g

B.4 Suites orthonormées totales

Définition. La suite (f,,)men, de I'espace de Hilbert H est totale si 0 est le
seul élément de H qui soit orthogonal a chacun des f,,.

Théoréme B.4.1 Soit (f)men, une suite orthonormée totale de l’espace de
Hilbert H.

a) Développement en série de Fourier. On a

F=> (ffu)fm VfEH

m=1

b) Formules de Parseval. On a

AP =D Wf fadP, Y FEH,
m=1

et

o

(f.9) =D (f fm) (9. fm). Vf.g€H

m=1

Preuve.  a) et la premiere formule de Parseval résultent aussitot du paragraphe
précédent et du fait que la suite (f;,)men, est totale.

La deuxieme formule de Parseval est alors une conséquence immédiate de la
continuité du produit scalaire car on a successivement

7=1 k=1
M o0
= lim > (L ) (9 f) = D S fond (9 )
m=1 m=1

Critéere B.4.2 (Totalité) Une suite orthonormée (fm)men, de Uespace de Hil-
bert H est totale dans cet espace si et seulement si, pour tout f € H et tout € > 0,
il existe M € Ny et des nombres ¢y, ..., cyr € K tels que

M
Hf - Z Cmfm
m=1

<e.
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Preuve.  La nécessité de la condition résulte aussitot du théoreme précédent.
La condition est suffisante. Soit g un élément de H, orthogonal a chacun des f,,.

Par hypothese, pour tout € > 0, il existe M € Ny et des ¢y, ..., cyr € K tels que
M 2 M
2 2
9= cuful =lal?+ > Jenl < <2
m=1 m=1

donc tels que ||g]| < ¢, ce qui suffit pour conclure.y

B.5 Sous-espaces orthogonaux

Théoreme B.5.1 §i C' est une partie convexe et fermée de [’espace de Hilbert
H, alors la distance de tout f € H a C est réalisée en un point unique de C.

Preuve.  S0it (g )men, une suite de C telle que ||f — gm| — d(f,C). Une telle
suite est de Cauchy car, vu la loi du parallélogramme,

HgT_QSHQ = ||(.g7“_f)+(f_gs)||2
= 2|lgr — fI* +2llgs — fI* — 41l(gr + 9)/2 = fII
< 2|lgr — fIP +21lgs — fI* — 4d*(f, C)

ou le second membre tend vers 0. Cette suite converge donc; soit g sa limite — on
a alors gy € C et il est clair, vu la preuve que nous venons d’effectuer, que g¢ ne
dépend pas de la suite (gm)men, choisie et réalise d(f,C).a

Définition.  Soit H un espace de Hilbert. Le sous-espace orthogonal L+ d’un
sous-espace vectoriel L de H est défini selon

Lr={feH: (fl)=0vVleL}
Il s’agit bien siir d’un sous-espace vectoriel fermé de H tel que L+ = L.

Théoreme B.5.2 Tout sous-espace vectoriel fermé L d’un espace de Hilbert H
admet L comme complément topologique.

Tout f € H admet donc une décomposition unique f = ly + gy avec ly € L et
gy € L, ou en fait l; est I’élément unique de L réalisant la distance de f a L.

De plus, H/ L est isométriquement isomorphe a L+ donc est un espace de Hilbert.

Preuwve. On a LN L+ = {0} car ||f|| = 0 implique f = 0.
On a aussi L + L+ = H. De fait, vu le Théoreme B.5.1, nous savons que, pour
tout f € H, la distance de f a L est réalisée en un point unique Iy € L. Pour
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conclure, il suffit de prouver que g = f — Iy appartient & L*. Or, pour tous h € L
et c€ K, on a ||gf + ch| > ||gs|| donc

lgell® < llgsll* +{gs, h) + ¢ (b, gp) + e 2]
et, en particulier pour ¢ = —t (g, h) avec t > 0,
2 2
0 < tKgp, W™ (IR —2),

ce qui, si on fait tendre ¢ vers 0, exige (g, h) = 0.
Cela étant, le projecteur associé P: H — H est continu car on a

lgsll = [1f = sl = d(F, L) < [IfIl, Vf € H.

Il s’ensuit que P: H/L — L+ est une bijection continue et ouverte mais on a
mieux: c’est une isométrie vu que

1711, =i r 2 = 0 =1l = Nosll = [P, . 97 < Ha

Proposition B.5.3 Pour tout sous-espace vectoriel L d’un espace de Hilbert H,
onaltt=1".

Preuve. 11 est clair que L~ est inclus dans L**. Inversement, tout f € H
s’écrit de maniere unique f = Iy + gy avec [y € L™ et g; € L*. Cela étant, f € L+
implique f L L+ donc g; = 0 et ainsi f = [; appartient & L™ 4

Corollaire B.5.4 Un sous-espace vectoriel L d’un espace de Hilbert est dense
si et seulement si L+ = {0} 4
B.6 Fonctionnelles linéaires continues

La représentation des fonctionnelles linéaires continues sur un espace de Hilbert
est régie par le résultat suivant.

Théoréme B.6.1 (Riesz) Une fonctionnelle T sur un espace de Hilbert H est
linéaire et continue si et seulement s’il existe un élément f. de H tel que 7(.) =
(., f+), auquel cas cet élément f. est unique.

Preuve.  La suffisance de la condition résulte aussitot de la notion de produit
scalaire et de la formule de Schwarz. L’unicité de la représentation est claire.
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La condition est nécessaire. Si ker(7) = H, alors f, = 0 convient. Sinon, soit g
un élément non nul de ker(7)*. Pour tout f € H, on a bien sir

f— Mg € ker(r)

7(9)

donc, par produit scalaire avec g € ker(7)*,

gy =19 p)

7(9)
et ainsi
7(g)
fT = ( 59
gl
convient.y

Remarque.  Soit L un espace pré-hilbertien. En tant qu’espace normé, il a un
complété L. On vérifie alors de suite que L est un espace de Hilbert (L, (-,-)) tel que
<f, gy = (f,g) pour tous f, g € L. Ainsi L “apparait” comme étant un sous-espace
linéaire dense d’un espace de Hilbert. Des lors ’énoncé suivant couplé au théoreme de
Riesz regle en quelque sorte la représentation des fonctionnelles linéaires continues sur un

espace pré-hilbertien.

Proposition B.6.2 Soit L un sous-espace linéaire d’un espace de Hilbert H.
Alors L~ est un espace de Hilbert et toute fonctionnelle linéaire continue sur L
admet un prolongement linéaire continu unique sur L™, de méme norme.g

B.7 Convergence faible

Proposition B.7.1 De toute suite bornée d’un espace de Hilbert, on peut ex-
traire une sous-suite a-convergente.
En particulier, tout espace de Hilbert est a-sq-complet.

Preuve.  Soit (fim)men, une suite bornée d’un espace de Hilbert H. Pour tout
M € Ny, la suite ((far, fn))men, €st bornée. Par extraction diagonale, on peut
donc extraire une sous-suite (fi(m))men, de la suite (fn)men, telle que la suite
((far, frm)))men, converge pour tout M € Ny.

Etablissons qu’en fait, pour tout f € H, la suite ((f, fr(m)))men, converge. Cela
est clair pour tout élément f de L = span({ f,, : m € Ny }). Etablissons-le pour tout
f € L~. La suite (fin)men, €tant bornée, il existe C' > 0 tel que || f,]| < C pour
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tout m € Ny. Cela étant, pour tout € > 0, il existe [ € L tel que ||f — ]| <e/(3C)
et cela entraine

|, frtry = Fro))|

IN

\(F =1 fe)| + [ Fey = Fro)| + [0 = £ Freo))|
2
< ?E + (L frory = fus)) ]

ce qui permet de conclure. Enfin tout f € H admet une décomposition unique
f=1;+gsavecl; € L™ et gy € L*, ce qui suffit pour conclure.

Pour tout f € H, désignons par 7(f) la limite de la suite ((f, fem)))men,- 1l est
clair que 7 est une fonctionnelle linéaire sur H telle que |7(.)| < C'||.||. Le théoreme
de Riesz permet alors de conclure aussitot.g

A

Exercice.  Dans un espace de Hilbert, établir qu’une suite (fm)men, converge vers
f si et seulement si elle converge faiblement vers f et donne lieu a ||| — || f]]-

Suggestion. La nécessité de la condition est connue. La suffisance de la condition
résulte aussitot de ce que

Lfmll> =11 = FIP = NF1P = Fons fin) = Fon = fs fn — ) = (o )
= (fm—F )+ f fm—f).O

Théoréme B.7.2 (Banach, Saks) Sila suite (fm)men, d'un espace de Hilbert
converge faiblement vers f, alors il en existe une sous-suite (fim))men, telle que la
suite des moyennes % Z;nﬂ fr(m) converge en mnorme vers f.

Preuve.  Quitte a remplacer chaque f,, par f,, — f, il est clair qu’il suffit
d’établir le résultat dans le cas ou f = 0.
La suite (f)men, étant faiblement bornée est bornée; posons

C =sup{|fml :meNy}.

Cela étant, construisons une sous-suite (k(m))men, de proche en proche de la
maniere suivante. Nous posons k(1) = 1 puis, siles k(1), ..., k(m—1) sont obtenus,
nous prenons pour k(m) le premier entier > k(m — 1) tel que

1 .
| (Frtiys Fromy)| < — VjE€ {1,...,m—1}.

Dans ces conditions, il vient

2
1 & Ly
Esz(j) < ﬁZZKﬁ“(”’f’“(M
j=1 7j=1 [=1
1 (& 2 | e
< ﬁ(ZHf’“U)H +22 > [fir Frw >
=1 j=2 =1
2
< Lmeryom-1) < 2

m
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ce qui suffit pour conclure.g

B.8 Opérateurs linéaires continus

Rappel.  Si H et K sont des espaces de Hilbert, nous savons que l'espace L(H, K)
des opérateurs linéaires continus de H dans K muni de la norme

1T} = sup { T flig = (1 fller = 1} = sap {[(Th, k)| = [Pl g = NIkl =13

est un espace de Banach.

Définition. Si H et K sont des espaces de Hilbert, la notion d’opérateur
adjoint de T' € L(H, K) est plutét introduite comme suit. Pour tout k € K, (T, k)
est une fonctionnelle linéaire continue sur H. Vu le théoreme de Riesz, il existe donc
un élément unique T’k de H tel que (T, k) = (-, T'k). Cela étant, l’adjoint T' de T
est défini comme étant une application de K dans H.

On vérifie aussitot qu’il s’agit d'un opérateur linéaire continu de K dans H tel
que |77 = 7.

Exercice. Si K et H sont des espaces de Hilbert, établir qu’un opérateur linéaire
T: H— K est continu si et seulement s’il existe un opérateur linéaire R: K — H tel que
(T'f,g) = (f,Rg) pour tous f € H et g € K.

Suggestion. La nécessité de la condition vient d’étre établie.

Etablissons sa suffisance. Si T n’est pas continu, il existe une suite (f,)men, de H
telle que || fin|] = 1 et ||T fin]| = m pour tout m € Ny. Mais alors, de

(T fm> 9)| = [(fm: Rg)| < [[Rgll, Vg € K,

nous tirons que la suite (7' fy,)men, est faiblement bornée donc bornée. D’ott une contradic-
tion.O

Proposition B.8.1 Si H et K sont des espaces de Hilbert, [’application
"“"LH,K)—>LK,H) T—T
est antilinéaire, isométrique et telle que
T"=T et |T'T|=|T|"=|TT.
Preuve.  Avec des notations claires par elles-mémes, on vérifie directement que

(cTY =¢I', (T+R/ =T +R et |T||=|T].
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De plus, on a T"” =T vu que

(T"h, k) = (k, T"hy = (T'k, hy = (h, T'k) = (Th, k).

Ainsi 'application ’ est une isométrie antilinéaire. Pour conclure, il suffit alors de
noter, par exemple, que

IT|?> = sup |Th|*= sup (Th,Th)= sup (h,T'Th)

Il =1 Il =1 Il =1
2
< 7T < ANTITI = 1T 0

Rappel.  Si H est un espace de Hilbert, nous savons que I'espace L(H) des opérateurs
linéaires continus de H dans H muni de la norme

1T = sap {ITAI = 1A =1}
est une algebre de Banach.
Théoreme B.8.2 Si H est un espace de Hilbert, [’application
"“"LH)—-LH) T—T
est antilinéaire, isométrique et telle que
T =T, |T'T| =TI =TT et (TR =RTs

Voici deux résultats généraux; nous n’en utiliserons plus tard que des cas parti-
culiers qui s’étendent aux R-espaces de Hilbert (cf. Proposition B.9.5).

Proposition B.8.3 Si H est un C-espace de Hilbert et si T' € L(H) est tel que
(Tf, f) =0 pour tout f € H, alors T = 0.

Preuve. De

0=(T(f+9),f+a9) —(T(f—9),f—9) =2({Tf,g9) +(Ty,f))

et
0=(TGf+9g).if +9) —(T(if —g),if —g) =2(Tf,g9) — (g, ),
on tire aussitot (T'f, g) = 0 pour tous f, g € H, ce qui suffit.g

Proposition B.8.4 Si H est un C-espace de Hilbert et si T € L(H) et C > 0
sont tels que |(T'f, f)| < C||f|I* pour tout f € H, alors on a

(T f, o) +|(f, Tg)l <2C|fllllgll, Vf.g€H.
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Preuve.  Pour tous f, g € H, de
2((Tf,9) +(Tg. f) =(T(f+9),f+9 —(T(f—9)f —9),

on tire

< CUf+al” +1f =gl
< 200117 + gll”).

En remplacant f par re’ f et g par g/r avec r > 0 et o € R et en multipliant ensuite
par e ce qui figure entre les barres de module dans le premier membre, on obtient

€7 (Tf,g) + ¢ (Tg, )| < CE*IFI* +llgll* /)
pour tous v, w € R. Ceci donne aussitot lieu a
(T o)+ 1(Ta. )l < Cinf G211+ lol* /)
< 2C[f llgll

2[(T'f,g) + (Tyg, f)|

B.9 Opérateurs hermitiens

Définition.  Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur hermitien — on dit
aussi symétrique si K = R — de H dans H est un opérateur linéaire continu tel que
T=T".

Remarque.  Vu I'Exercice B.8, si H est un espace de Hilbert, un opérateur linéaire
T: H — H est hermitien si et seulement si on a (T'f, g) = (f,Tg) pour tous f, g € H.OO

Exemple. L’exemple fondamental des opérateurs hermitiens est donné par
rid pour tout r € R.

Définition.  Un projecteur linéaire P sur I’espace de Hilbert H est orthogonal
si im(P) L ker(P), c’est-a-dire si et seulement si (Pf, g — Pg) = 0 pour tous f,
ge H.

Proposition B.9.1 Un projecteur linéaire continu P sur un espace de Hilbert
H est orthogonal si et seulement s’il est hermaitien.

Preuve.  La condition est nécessaire vu que
(Pf.g) = (Pf,g—Pg+Pg)=(Pf Pg)
= (Pf—[f+f Pg)=(f Pg)

a alors lieu pour tous f, g € H.
La suffisance de la condition résulte aussitot de ce qu’alors

<vag_Pg>:<fan_P2.g>:07 vaQEH-I
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Proposition B.9.2 Si H est un espace de Hilbert, alors
{T € L(H) : T est hermitien }

est un sous-espace R-vectoriel fermé de L(H).

De plus, tout produit fini d’opérateurs hermitiens commutatifs de H dans H est
un opérateur hermitien.

En particulier, pour tout polynome P a coefficients réels sur R et tout opérateur
T € L(H) hermitien, P(T) est un opérateur hermitien de H dans lui-méme.y

Critere B.9.3 Si H est un C-espace de Hilbert, T' € L.(H) est hermitien si et
seulement si (T'f, f) est un nombre réel pour tout f € H.

Preuve.  La condition est nécessaire. Si T est hermitien, il vient
(Tf, 1) =T = (LT =(TF 1)

La condition est suffisante. De fait,
(L) =(Tf. ) =(LTf) =T} f)

implique ((T'—=T")f, f) = 0 pour tout f € H, donc T'=T" = 0, vu la Proposi-
tion B.8.3 3

Théoreme B.9.4 Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout T € L(H)
hermaitien, on a

17 = sup (T'f, f)].
IF1=1

Preuve. 1l est clair que I'inégalité “>” a lieu. Inversement, posons

C = sup (Tf f)l.
1Fl=1

Pour tous f, g € H, il vient
(T(fxg), fxg)={Tf ) £2R(Tf, g9) +(Tg,9)

donc 1
R(Tf.9) = (T(f+9). f+39) = (T(f = 9). f ~9))-
Des lors, si on a en plus || f|| = [|g]| =1 et si on pose ¢ = e®@&T19) ] vient
(Tf.g) = (Tficg) = R{Tf cg)
< SO +ealP 417 —colP)
< Seur-en < c

4
ce qui suffit.g
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Voici le résultat qui étend les Propositions B.8.3 et B.8.4 aux R-espaces de Hilbert
dans le cas des opérateurs hermitiens.

Proposition B.9.5 Soit H un R-espace de Hilbert.

a) Si T € L(H) est hermitien et tel que (Tf, f) = 0 pour tout f € H, alors
T=0.

b) Si T € L(H) est hermitien et s’il existe C' > 0 tel que [(T'f, f)| < C'||f|I> pour
tout f € H, alors on a |[(Tf,g)| < C|fll |lgl| pour tous f, g € H donc |T|| < C.

Preuve.  a) De fait, pour tous f, g € H, il vient

0=(T(f+9).f+g9 = TfLH+Tf.9)+ Ty, f)+({Tg.9)
(Tf,g)+(9,Tf) = 2(T'f,9).

b) Pour tous f, g € H, de

(T(f+g),f+g9)—T(f—9),f—9 =4(Tf,9),

on tire
2 2 2 2
AT, ) < CUIf +gll” + ILf = gll) < 2C([F17 + Nlgll”)
et, en remplagant f par rf et g par g/r, il vient

2/(Tf,9) < Cink (2 |71+ lgll* /) = 2€ |11 9]

B.10 Opérateurs hermitiens positifs

Définition.  Un opérateur hermitien 7' € L(H) est positif sion a (T'f, f) >0
pour tout f € H.

Si les opérateurs hermitiens 7', R € L(H) sont hermitiens et si T'— R est positif,
on écrit T' > R.

Exemples. a) Bien str, pour tout 7 > 0, rid est un opérateur hermitien et
positif.

b) Pour tout opérateur hermitien 7' € L(H), T? est un opérateur hermitien et
positif.

c) Si les opérateurs hermitiens 7', R € L(H) commutent et si T est positif, alors
TR? est un opérateur hermitien et positif. De fait, on a alors

(TR*f,f) =(RTRf, f)=(TRf,Rf) >0, Vf€H.



B.10. Opérateurs hermitiens positifs 161

Proposition B.10.1 Soient H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur
hermitien.

a) On a
T < T < 7] id.

b) Inversement, pour tout C' > 0 tel que —Cid < T < Cid, on a |T|| < C.

Preuve.  a) Pour tout f € H, (Tf, f) est un nombre réel tel que |[(T'f, f)| <

2
1T
b) est immédiat car, pour tout f € H tel que ||f|| =1, on a

Cid — T > 0 <= ((Cid = T)f, f) > 0 <= (Tf, f) < C

et
T+Cd>0<«= (T+Cid)f,f) >0« —C < (Tf, f)a

Lemme B.10.2 Si P est un polynome a coefficients réels sur R et a valeurs
> 0 sur lintervalle compact [r,s| de R, alors P s’écrit

P()=c| > QL0+ (=D Q5()+(s—) ) Q5()
0 ®) 0

ot les Q.. sont des polynomes a coefficients réels et ou ¢ > 0.

Preuve.  Mettons en évidence les zéros distincts aq, ..., a,, de P ainsi que leurs
multiplicités respectives aq, ..., a,,; P s’écrit donc
m
P(t) =a]J(t—a;>
j=1

ol a est le coefficient du terme de plus haut degré de P. Cela étant,
(a) sl a; n'est pas réel, nous savons que @, est aussi un zéro de P, de multiplicité
a; il vient alors

(t—a) (e =T = (7 = 2Rat + ;")
— (= Ry + (ol — (Ray)?).

(b) si a; € |r, s[, sa multiplicité est bien str paire.

(c) si a; € |—o0,r], remplacons ¢ — a; par (t —r) + (r —a;), ou 7 — a; > 0 est un
carré.

(d) si a; € [s,400[, remplagons t — a; par —((s —t)+ (a; —s)), o s —a; > 0 est un
carré.
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Dans ces conditions, en développant, P(t) s’écrit aussi sous la forme

e[ DR+ =D @t (s—)> @5+ (—r)(s—)> 01,0
() (k) 0) (m)

ou les Q.. sont des polynomes a coefficients réels et ou ¢ > 0. Pour conclure, il suffit
alors de remarquer que

(t—r)(s—1t) =

Le résultat suivant va jouer un role important dans la suite de cet appendice.

(s =)+ (=)=t

Théoréme B.10.3 Soient H un espace de Hilbert, T € L(H) un opérateur
hermitien et P un polynome sur R a coefficients réels.

a) L'opérateur P(T') appartient a L(H) et est hermitien.

b) Soient r, s € R tels que r < s et rid < T < sid (ce qui a toujours lieu pour
—r=s>|T]).

Si on a P(t) > 0 pour tout t € [r,s]|, alors P(T) est un opérateur hermitien
positif.

Dés lors, sia, b € R sont tels que a < P(t) < b pour tout t € [r,s|, alors on a
aid < P(T) < bid.

En particulier, si on pose C' = sup {|P(t)]:r <t <s}, alors on a —Cid <
P(T) < Cid donc |P(T)|| < C.

Preuve.  a) est connu.

b) résulte aussitot du lemme précédent et des exemples b) et c¢) d’opérateurs
hermitiens positifs car il est clair que toute combinaison linéaire a coefficients positifs
d’opérateurs hermitiens positifs est hermitienne et positive.

Le premier cas particulier s’obtient directement en considérant les polynomes
P—aetb—P.

Le second cas particulier s’en déduit en considérant —a = b = C' d’une part et
en appliquant la Proposition B.10.1.4

B.11 Représentation de I’algebre A

Nous connaissons déja le résultat suivant.
Théoréme B.11.1 Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T € L(H),
Ar ={P(T): P = polynome réel sur R}~

est une R-sous-algébre commutative de Banach de L(H ).y
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Dans le cas ou T est hermitien, tous les éléments de A7 sont hermitiens mais on
peut préciser tres finement ce résultat.

Construction.  Soient H un espace de Hilbert et 7' € L(H) un opérateur
hermitien non nul. Nous savons qu’il existe des nombres réels r, s tels que r < s
et rid < T < sid, a savoir —r = s = ||T']|. Cela étant, vu le théoreme de Stone-
Weierstrass, nous savons que toute fonction f € Cogr([r, s]) est limite uniforme sur
[r, s] d’'une suite (P, )men, de polynomes réels. Vu la partie b) du Théoreme B.10.3,
la suite (P,(T))men, est de Cauchy dans L(H) donc converge et il est clair que sa
limite est indépendante de la suite (P,,)men, choisie; notons-la f(T).

Cette construction permet de nombreux développements.
Commencons par mettre en évidence les propriétés de ’application qui a f associe

f(T).

Proposition B.11.2 Soient H un espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur
hermitien non nul.
Sir, s € R sont tels que r < s et rid < T < sid, alors

Trs: Cor([r,s]) — L(H)  f— f(T)

est un opérateur linéaire continu de norme < 1, a valeurs dans A(T) et tel que

Trs(f9) = Tos(f)7r.5(9)-

De plus, f(T') ne dépend pas du choiz de [r,s| au sens suivant:
a) sir', s € R sont tels que r’ < s et r'id < T < §id, alors on a [r,s] N[, s'] # 0
b) si, en outre, f' € Cor([r’,s']) vérifie f(t) = f'(t) en tout t € [r,s] N[, 5], alors
on a Tr,s(f) = Tr’,s’(f/)-

Preuve.  La premiere partie est connue — le fait que ||7,. 5| < 1 résulte directe-
ment du Théoreme B.10.3.

La partie a) de la seconde partie est claire.

Pour la partie b), on procéde comme suit: la fonction

_ ;o f(t) si tel]rs]
T N B S A7 S

est continue et réelle; il existe donc une suite (Py,)men, de polynomes réels sur R
qui converge uniformément sur l'intervalle compact [r, s]U [, s'] vers g et il s’ensuit

que la suite (P, (T"))men, converge vers g(7"). On conclut alors en remarquant qu’on
doit avoir f(T) = g(T) = f'(T)a
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Engrangeons ensuite les deux conséquences suivantes.

Proposition B.11.3 Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout opérateur
T € L(H) hermitien et positif, il exviste R € Ar hermitien et tel que R* =T.

Preuve. Si T = 0, c’est trivial. Si T" # 0, cela résulte aussitot de ce que
0<T<|[T[id et \/7 € Cor([0, [T]]])-n

Proposition B.11.4 Soit H un espace de Hilbert. Si T, R € L(H) sont her-
mitiens, positifs et commutatifs, alors TR appartient a L(H) et est hermitien et

positif.

Preuve.  Vu la proposition précédente, il existe en effet S € Ar hermitien et
tel que S? = R. Comme S est limite dans L(H) d’une suite de polynomes réels en
R, on vérifie de suite que T et S commutent. On conclut aussitot que TR = T'S?
est positif.g

D’autres conséquences sont bien plus importantes.

Définition.  En fait, nous avons donné un sens a ’'opérateur
TR : BC(LR(R) — .AT f — f(T)

car tout f € Cogr([r,s]) admet un prolongement réel, borné et continu sur R et
si g et h sont deux tels prolongements, on a glpq(T) = hlpq(7). De plus, il
s’agit clairement d’un opérateur linéaire continu, de norme < 1 qui vérifie I’égalité
Tr(fg) = T=(f)=(g) pour tous f, g € BCopr(R).

C’est cependant en “réduisant” R que la théorie devient plus intéressante.

Lemme B.11.5 Si K est un compact séparé non vide et si T est un idéal fermé
de Co(K), alors

o) =({f'0):fez}

est une partie compacte de K telle que

IT={feCo(K): f(a(T)) ={0}}.

De plus, on a
0(I) =0 <= T =Cy(K)

et
o(I) = K < T = {0}.
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Preuve. 1l est clair que ¢(Z) est une partie compacte de K et que Z est inclus
dans { f € Co(K) : f(o(Z)) = {0} }.

Etablissons 1’égalité relative a Z: prouvons que, si f € Co(K) vérifie f(o(Z)) =
{0}, alors f appartient a Z. Pour tout m € Ny, 2, = {x € K : |f(x)] <1/m} est
ouvert dans K; K \ Q,, est donc compact. De plus, pour tout z € K \ €2, on a
© & o(T) et il existe g, € T tel que gy(z) # 0. Comme |g,|° = Jzg. appartient
aussi a Z, nous pouvons supposer que g, est une fonction réelle positive. En fait, g,
differe de 0 sur un voisinage ouvert de x dans K. Cela étant, il existe des éléments
réels positifs gy, ..., g; de Z en nombre fini tels que

P =g?+ ... +¢2€T

soit a valeurs strictement positives sur K \ €,,. Il s’ensuit que

XK + nhm FAS

est une suite de Z qui converge uniformément sur K \ 2, vers f, alors que chacun
de ses éléments a son module < 1/m en tout x € Q,,. Il existe donc n(m) € Ny tel
que Hkm’n(m) — fHK < 2/m. Des lors f appartient a Z.

La conclusion est alors directe.g

Définition.  Soient H un espace de Hilbert et 7' € L(H) un opérateur hermi-
tien non nul.
Pour tous nombres réels r, s tels que r < s et rid < T < sid,

Lrs ={f € Cor(lr,s]) : f(T) =0}

est un idéal fermé de Cog([r, s]). Remarquons que o(Z,s) ne dépend pas du choix
des nombres r et s. D’une part, si T" est égal a aid avec a € R, on vérifie de suite
que o(Z, ) est égal a {a} quels que soient r et s. D’autre part, si T' n’est pas
multiple réel de 'opérateur identité, on procede comme suit. Remarquons d’abord
que f(.) = d(.,0(Z,s))|ps) appartient & Co([r, s]) et est tel que f~1(0) = o(Z,,).
Cela étant, si r’ et & € R sont aussi tels que ' < ¢ et rid < T < §'id, alors
f'(.) =d(.,0(Z,s))|,sn) appartient a Co([r', s']), coincide avec f sur [r,s]N[r', s'] et
differe de 0 en tout point de [17,s'] \ 0(Z,s). On a donc 0 = f(T') = f(T) et par
conséquent o(Z,» ») C 0(Z,5). La conclusion s’ensuit aussitot.

Il est donc légitime de définir le spectre o(T') associé a T comme étant égal a
I'un quelconque des ensembles o(Z,. ) donc a tous. Il s’agit clairement d’une partie
compacte de R qui, en plus, est non vide: de T # 0, on tire en effet que la fonction
f: x — z nappartient pas a Z, ;.
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Remarque.  Nous allons utiliser le fait suivant, généralisable aux compacts des espaces
completement réguliers et séparés: toute fonction réelle et continue f sur un compact non
vide K de R admet un prolongement réel, continu et borné g sur R tel que || f||x = ||9||g-
Ce cas particulier peut s’établir tres aisément comme suit: nous savons que R\ K est
un ouvert de R dont I’ensemble des composantes connexes est dénombrable et constitué
d’intervalles ouverts. 1l suffit alors de vérifier que la fonction g définie comme suit convient:
a) g(t) = f(t) en tout t € K,

b) g(t) = f(b) en tout point t de la composante connexe du type |—o0,b],

c) g(ra+ (1 —r)b) =rf(a)+ (1 —r)f(b) en tout point (1 —r)a + rb de toute composante
connexe du type |a, b| avec a, b € R,

d) g(t) = f(a) en tout point ¢t de la composante connexe du type ]a, oco[.0

Définition. Cela étant, si f appartient a Cor(c (7)), remarquons que, pour
tous prolongements continus g et h de f sur [r, s], on a g(T') = h(T); il est donc licite
d’introduire la notation f(7") pour désigner la valeur commune de ¢g(7") et A(T"). De
la sorte, nous avons mis en évidence un opérateur

7: Cor(o(T)) = Ar [ f(T)
fort particulier, comme l’établit le résultat suivant.

Théoreme B.11.6 Si H est un espace de Hilbert et si T € L(H) est hermitien
et non nul, alors l’opérateur

7: Cor(o(T)) = Ar  f— f(T)
est une isométrie entre les R-algébres de Banach Cor(o(T')) et Ar.

Preuve.  Nous savons déja que 7 est un opérateur linéaire tel que 7(fg) =
7(f)7(g) pour tous f, g € Cor(c(T)) et dont I'image est dense.

De plus, on a ||7.|| < |[|.]| car tout f € Cor(c(T)) admet un prolongement continu
sur [— |7, [|T||], de méme norme.
Pour conclure, il nous reste a établir qu’on a aussi ||.|| < ||7.]|. Procédons en

deux étapes.

Prouvons d’abord que, si f € Cor(c(7")) donne lieu a f(7') > 0, alors on a
f(t) > 0 pour tout t € o(T). De fait, s'il existe ty € o(T) tel que f(ty) < 0,
on choisit g € Cor([—||T||,||T]]]) tel que g > 0, g(ty) > 0 et g = 0 hors d'un
voisinage de ¢y ou f ne prend que des valeurs < 0. Cela étant, on a g(T") > 0 (car
7(9) = 7(/9)7(/9)) et g(T)f(T) > 0 (car g(T) et f(T') sont hermitiens, positifs
et commutatifs). Cependant —gf est une fonction positive sur [— ||T||, | 7||]; on a
donc aussi —¢g(T") f(T') > 0. Cela conduit a g(T)f(T) = 0 avec g(to)f(to) < 0, ce
qui est contradictoire.
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Cela étant, pour tout f € Cor(c(7T)), on a || f(T)|| £ f € Cor(c(T)) avec
|f(D)||id £ f(T) > 0. Vu ce qui précede, on a donc || f(T)| £ f(t) > 0 et par
conséquent || f(T)| > |f(t)| pour tout t € o(T), c’est-a-dire || f(T)|| > [|f]|-»

Théoreme B.11.7 Si H est un C-espace de Hilbert et T € L(H) un opérateur
hermitien non nul, alors 'opérateur

7: Co(o(T)) = Acr [ = RA(T) +4iSF(T)

est une isométrie entre les C-algebres de Banach Coc(o(T')) et Ac.r, ot Acr désigne
Uadhérence de { P(T) : P = polynéme sur R} dans L(H).

Preuve. 1l est clair que 7 est un isomorphisme entre C-algebres.
Pour conclure, il suffit alors de noter que, pour tout f € Cyc(c(T)), on a suc-
cessivement

Hf“i(T) = |Hf||’§(T) = H’f’(T)HQ
= S <\/ (RF)2 + (SF)(D)a, v/ (Rf)? + (%f)z(T)x>
e (R + (SN, x)
= s (f(D)a, f(T)x) = [IF(D)]

On peut aussi caractériser 'ensemble o(7") au moyen de la théorie spectrale.

Théoreme B.11.8 Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout opérateur
T € L(H) hermitien, on a

o(T)={ceK:T —cid n'a pas d’inverse linéaire continu } .
Preuve.  Posons
0 ={ceK:T —cid n’a pas d’inverse linéaire continu } .

a) L’ensemble o est fermé car K\ o est ouvert: de fait, si ¢y € K\ o, alors T'—¢pid
admet un inverse continu donc T' — cid aussi pour ¢ suffisamment proche de .

b) En fait o est un compact inclus dans { ¢ € K : |¢| < ||T|| } car, pour tout ¢ € K
tel que |c¢| > [|T]|, on a ||T/c|| < 1 et des lors id — T'/c admet un inverse continu et
bien str 7" — cid aussi.

c.1) On a o C o(T). Etablissons d’abord que ¢ C R. Si K = R, c’est trivial.
Sinon on procede comme suit: si ¢ € C n’est pas réel, la fonction g(.) = (. —¢)(. —¢)
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est continue sur R et telle que g(t) > 0 en tout t € (7). Dans ces conditions,
h =1/g appartient a Cor(c(T)) et (T — cid)(T — ¢id) admet un inverse continu R
tel que (R(T —@d))(T — cid) = id.

Cela étant, si ¢ € R\ o(T), .—c est une fonction continue sur R telle que t—c¢ # 0
en tout t € o(T'). Des lors T' — cid admet un inverse continu et ¢ n’appartient pas a
0.

c.2) On a o(T) C 0. Soit ¢ € o(T). Supposons que T — cid admet un inverse
continu. Pour tout n € Ny, définissons la fonction g, sur R par

=t st ft—c] >0t
gn(t) = { n si|t—cl <nl

on a donc [[(. — ¢)gn(.)||g < 1. Dela, on tire ||(T — cid)g,(T")|| < 1 et par conséquent
lgn(T)| = (T = cid) (T — cid)gn(T)|| < [[(T — cid)~"||

alors que [|gn(T)|| = [|gnlly(y = n, ce qui est contradictoire.y



Appendice C

Introduction aux espaces de suites

C.1 Espaces vectoriels de référence

Définition. Nous désignons par w I'espace KMo des suites de scalaires muni
des opérations

+iwxw—=w (Tm)meNg: YUm)meny) — (Tm + Ym)men,

S Kxw—=w (¢ (@m)meny, — (€Tm)men, -

On vérifie de suite que, muni de ces opérations, w est un espace vectoriel.
Certains de ses éléments méritent une notation particuliere, tels

em=(0,...,0,1,0,...), Vm € Ny.
~———

Nous allons, dans cet appendice, nous intéresser a quelques parties tres intéres-
santes de w.

Définition.  Un élément (z,,)men, de w est une suite finie s’il existe M € Ny
tel que z,, = 0 pour tout m > M. La dimension d'une telle suite est le plus petit
entier M € Ny qui jouit de cette propriété. Ainsi, pour tout m € Ny, €, est une
suite de dimension m. Le cas de la suite 0 est particulier: elle est finie et on dit que
sa dimension est égale a 0.

Définition.  L’espace ¢ est le sous-espace de w constitué des suites finies.
Il s’agit clairement de I’enveloppe linéaire de {¢,, : m € Ny }; c’est un sous-espace
vectoriel de w.

Définition.  L’espace (! est le sous-espace de w constitué des suites (2., )men,
telles que la série Y~ x,, soit absolument convergente. Il s’agit clairement d’un
sous-espace vectoriel de w contenant .
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Définition.  L’espace (* est le sous-espace de w constitué des suites (2., )men,
telles que la série > >°_| 22 soit absolument convergente. Il s’agit clairement d'un
sous-espace vectoriel de w car
a) il est clair que, pour tout ¢ € K et z € /2, on a cx € (2,

b) pour tous (T, )meng, (Ym)men, € €2 et tout M € Ny, on a

M 1/2 M 1/2 M 1/2
(zumw) s(2|xm|2> +(z|ym|2> |
m=1

m=1 m=1

De plus,on a évidemment ¢! C £2.

Définition.  L’espace ¢y est le sous-espace de w constitué des suites conver-
gentes vers 0. Il s’agit clairement d’un sous-espace vectoriel de w, qui contient ¢2.

Définition.  L’espace c est le sous-espace de w constitué des suites conver-
gentes. Il s’agit clairement d’un sous-espace vectoriel de w contenant cg.

Définition.  L’espace (> est le sous-espace de w constitué des suites bornées.
Il s’agit clairement d’un sous-espace vectoriel de w contenant c.

Nous avons donc
GpCl ClPCceyCecCl™Cuw,

tous ces espaces étant des sous-espaces vectoriels de w.

C.2 Espaces normés de référence

Notation.  Si les éléments = = (Zy)men, €6 Y = (Ym)men, de w sont tels que
la série " *°_| &Y, converge absolument, alors nous posons

(x,y) = Z i T
m=1

Proposition C.2.1 Soient x, y, z des éléments de w.

a) Si (z,x) existe, on a (x,r) >0, (xr,z) = 0 ayant lieu si et seulement si x = 0.

) Si (z,y) existe, alors, pour tout c € K, (cx,y) existe et est égal a c(z,y).

@]

o

b) Si (x,z) et (y,z) existent, alors (x +y, z) existe et est égal a (x, z) + (y, 2).
{

) Si (z,y) existe, alors (y,x) existe et est égal a (x,y)a
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Remarque.  Cependant (.,.) n’est pas un produit scalaire sur w: (z,y) n’existe pas
pour tous =, ¥y € w.

Proposition C.2.2 Pour tous x € (* et y € (>, (x,y) existe et on a

(2,90 <D el - sup [y 0

m=1 meNg

Théoréme C.2.3 Pour tous x, y € 2, (x,y) eiste.
Cela étant, (.,.) est un produit scalaire sur (> et ((*, {.,.)) est donc un espace
pré-hilbertien.

Preuve.  De fait, pour tout M € Ny, il vient

M M M 00 o)
S endl < 3 lenl Sl <3 el S Il
m=1 m=1 k=1 m=1 k=1

Théoreme C.2.4 Les applications

Iy : 68 = [0,00[ &= |zml,
m=1

o0

D Lol

m=1

Illy = € — [0,00[ @+

et

.o : € —[0,00[ x+— sﬁp |2 |
meENy

sont des normes.y

Définition. Les espaces normés (', 0%, ¢y, c et £>° sont en fait les espaces

), (), (sl o)y (e ll-lloe) et (2 11)-
Théoreme C.2.5 Les injections canoniques
0=y, P =y, co—cetec— 0™

sont linéaires et continues.

De plus, dans chaque cas, l'image de toute boule fermée est fermée dans [’espace
d’arrivée.

Enfin ¢ est un sous-espace vectoriel dense dans (1, 0% et cy; ¢y est un sous-espace
vectoriel fermé de c, lui-méme sous-espace vectoriel fermé de .
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Preuve.  La premiere partie est claire.

Pour la deuxie¢me partie, dans le cas ¢! — ¢y, on procéde comme suit. On se
ramene directement au cas de la boule b fermée, centrée en 0 et de rayon 1. Si la
suite (2, )men, de b converge dans ¢q vers z, alors, pour tout M € Ny, on a

M M M
Sl < 3fe-a+ 3

j=1 j=1

Z;

(m) ‘

M

1

<

M . :
pour tout m € No donc 3 ;7 |z;| <1, ce qui suffit. Dans les autres cas, on agit de
meme.

La troisieme partie est laissée en exercice.y

C.3 Espaces de Banach de référence

Définition.  Une suite (*)),cy, de w converge par composante si, pour tout
m € Ny, la suite (x,(fi))keNo converge.

PI‘O OSition C.3-1 DanS gl 62 & c et g lCL convergence entraine la conver-
» » L0, ’
gence pain COmpOSante.

Preuve.  Cela résulte aussitot de ce que, dans chacun de ces espaces, on a
|.m| < ||.|| pour tout m € N4

Remarque. Par contre, dans ¢!, (2, cg, ¢ et (>, la convergence par composante
n’entraine pas la convergence. (Trouver des contre-exemples.)Od

Proposition C.3.2 Dans (1, (2 et (*°, toute suite bornée qui converge par com-
posante est convergente vers la méme limite.

Preuve.  Supposons que la suite bornée (z(k))keNo de (%2 converge par com-
posante vers x. Sion a
k
sup Hx( )H =C,

keNy
il vient
M
(k) <C, VMeN
sup Ty €ml|| < O, € No,
keNp Z

m=1
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donc

M
E Tm€m

m=1

< C, VM € No,

ce qui suffit pour conclure (on obtient d’abord que x appartient a £1%° et ensuite
que %) — )

Théoréeme C.3.3 Les espaces (*, (2, ¢y, ¢ et > sont de Banach.
Plus spécialement, espace (? est de Hilbert.

Preuve.  Dans (%% toute suite de Cauchy est bien siir bornée et convergente
par composante, donc converge.

Pour ¢ et ¢, il suffit de noter qu’il s’agit de sous-espaces vectoriels fermés de £>° 4

C.4 Séparabilité

Théoréme C.4.1 a) L’ensemble { €, : m € Ny} est total dans (*, (* et .
b) L’espace ¢ est séparable.

c) L’espace £ n’est pas séparable.

Preuve.  a) De fait, pour tout = € 1, (2 ou ¢y, la suite (320, Zmém)aren,
converge vers .

b) En fait, si on désigne par 1 la suite constante (1,, = 1),,en,, on établit directe-
ment que 'ensemble {¢€,, : m € Ny} U {1} est total dans ¢: si la suite numérique
(Tm)men, converge vers z, alors la suite (2,,)men, — 1 converge vers 0.

c¢) L’ensemble A = {z € (* : x,, € {0,1},Vm € Ny } est non dénombrable et tel
que ||z —y|| = 1 pour tous x, y € A distincts.y

C.5 Parties compactes

Proposition C.5.1 Une partie B de cy, ¢ ou £*° est bornée si et seulement
s’il existe x € £ tel que l'inégalité sup{ |ym|:y € B} < |zn| ait liew pour tout
m € Ny

Proposition C.5.2 a) Dans (', (%, ¢y, c et >, toute partie K telle que

sup |zp,| < oo, Vm € Ny,
zeK
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et
M
sup x—g Tm€ml|l — 0 st M — 00
rzeK m—1

est précompacte.
La réciproque a liew dans (1, (? et cy.

Preuve.  a) Pour tout € > 0, il existe d’abord M € Ny tel que

M
sup x—meem <e/2.
zeK J—

Cela étant,

M
KM:{meem::ceK}

m=1
est un borné de ¢, /2, ¢y, ¢ ou £ suivant le cas et est de dimension finie donc est
précompact: il existe donc des points (1, ..., ) € Kj; en nombre fini tels que

Ky  {zW, . 2W™Y £ b(e/2),

ce qui suffit pour conclure.
b) D’une part, tout précompact est borné. Par conséquent, on a méme

sup{||z|| :z € K} < 0.

D’autre part, pour tout € > 0, il existe des points z(V, ..., (™) € K en nombre fini

tels que
K c{zW, . z0D} £ p(e/3).

Il existe ensuite N € Ny tel que

N
B -3 2,
m=1

De la, pour tout z € K, il existe k < M tel que ||ac — 2 H < £/3 et par conséquent

<e/3, Vk< M.

N
T — meem
m=1
N
< ||x—x( H—i— Za:(kem Z —xm <eg,
= m=1

ce qui suffit.g
Théoréme C.5.3 Pour toute partie de (*, (%, co, ¢ ou £, on a

compact < extractable < (précompact et complet) .y
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C.6 Fonctionnelles linéaires continues

Théoreme C.6.1 Une fonctionnelles T sur co est linéaire et continue si et
seulement s’il existe y € (* tel que 7(.) = (.,y), auquel cas y est unique et tel

quel| 7|l = llyll.

Preuve.  La condition est nécessaire et donne lieu a la majoration ||y|| < ||7]|.
M g
Comme on a » me1 Tm€m — T pour tout z € ¢y, il vient

T(z) = Z TmT(€m), Y € co.
m=1

Cela étant, pour tout M € Ny,

M
ZE(M) — Z e—iarg(T(Em))Em

m=1

appartient a ¢y et donne lieu a

Do Irlen) = [r @) < 175

on a donc 7(.) = (., y) pour y = (7(€m))men, € ¢ ainsi que ||y|| < ||7]].
La suffisance de la condition ainsi que la majoration ||7|| < |ly|| sont connues (cf.
Proposition C.2.2).y

Théoréme C.6.2 Une fonctionnelle T sur {* est linéaire et continue si et seule-
ment s’il existe y € € tel que 7(.) = (.,y), auquel cas y est unique et tel que

Il = 1yl

Preuve.  La condition est nécessaire et donne lieu a la majoration ||y|| < ||7]|.
M g
Comme on a Y., &€, — x pour tout z € £, il vient

() = am(em), Yzl
m=1

Cela étant, il suffit de noter que |7(€,,)| < ||7|| pour tout m € Ny, ce qui procure
AUSSItOt § = ((en))meriy et ]l < 7]

La suffisance de la condition ainsi que la majoration ||7|| < ||y|| sont connues (cf.
Proposition C.2.2).y



176 C. Introduction aux espaces de suites

Proposition C.6.3 Une fonctionnelle T sur > est linéaire, continue et telle
que

M
T(z — meem) —0 s M— oo, Vrel>®
m=1
si et seulement s’il existe y € (' tel que 7(.) = (., y), auquel cas ||7]| = ||y]|-

De plus, cet élément y est unique.

Preuve.  La condition est nécessaire et donne lieu a la majoration [|y| < ||7]|.
Par hypothese, on a

De plus, pour tout M € N, on a

> e

m=1

e —darg( T(em) )

M:

< |l

m:l

ce qui permet de conclure aussitot.
La suffisance de la condition et la majoration ||7|| < ||y| sont immédiates.
L’unicité de y est immédiate.y

Théoréme C.6.4 Une fonctionnelle T sur (% est linéaire et continue si et seule-
ment s’il existe y € €% tel que 7(.) = (., y), auquel cas ||T]| = ||y||.
De plus, cet élément y est unique.

Preuve.  Comme £? est un espace de Hilbert, cela résulte aussitot du théoreme
de Riesz.g

Théoréme C.6.5 On a

(coly =€, (E)y =02 et (C)y =104

C.7 Un espace de Fréchet de référence

Définition. L’espace localement convexe séparé w est 'espace KV de toutes
les suites de scalaires, muni du systeme { p,, : m € N} des semi-normes p,,, définies
par

Pm: w — [0,+00[ x> sup |z,|.
k<m
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Théoreme C.7.1 a) L’espace w est de Fréchet.

b) Dans w, une suite converge vers x (resp. est de Cauchy) si et seulement si
elle converge par composante (resp. est de Cauchy par composante).

c) Une partie B de w est bornée si et seulement si

sup |z,| < oo, Vm e N.
zeB

d) Une partie K de w est précompacte si et seulement si elle est bornée.

e) Pour une partie de w, on a

compact <= extractable <=  précompact et sq-complet

<= borné et sq-complet

f) Une fonctionnnelle T sur w est linéaire et continue si et seulement s’il existe
y € o tel que 7(.) = (., y).
g) Onaw=w,n

Remarque.  L’espace w n’est pas un espace de Banach.

C.8 Un espace de référence

Définition. L’espace localement convexe séparé ¢ est 'espace vectoriel ¢
muni du systéme {p, : a € A} des semi-normes p, définies par

Pa: & = [0,400] @ Y ap [Tl
m=1

ouA={acw:a,>0YmeN;}.

Théoréme C.8.1 a) Sur ¢, toute semi-norme est continue.

b) Une partie B de ¢ est bornée si et seulement s’il existe C' > 0 et M € Ny tels
que

Bc{zxep:x,=0Ym>M;|z,|<C,¥Vm<M}.
Tout borné de ¢ est donc de dimension finie et précompact.

c¢) Dans ¢, une suite converge (resp. est de Cauchy) si et seulement si elle est de
dimension finie et converge par composante (resp. est de Cauchy par composante).
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d) Pour une partie de ¢, on a

compact <> extractable <=  précompact et sq-complet
<= borné et sqg-complet

e) On aw; = ¢ et ¢ = w.
f) Une partie F' de ¢ est fermée si et seulement si elle est sq-fermée, c’est-a-dire

si et seulement si pour tout m € No, FN{x € ¢ :dim(z) <m} est fermé.

g) Tout sous-espace vectoriel de ¢ est fermé.

Preuve.  a) De fait, pour toute semi-norme p sur ¢, il vient

p(x) < plem) [tml . Va € o,
m=1

b), ¢) et d) sont immédiats.

e) Nous savons déja que 'égalité des espaces vectoriels w* et ¢ a lieu. L’égalité
topologique w; = ¢ résulte directement de la caractérisation des bornés de w.

L’égalité algébrique entre les espaces ¢ et w découle aussitot de a) qui implique
que toute fonctionnelle linéaire sur ¢ est continue. L’égalité topologique résulte
directement de la caractérisation des bornés de ¢.

g) La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Soient F' une partie sq-fermée de ¢ et x un élément
de ¢\ F. 1l existe assurément b; > 0 tel que

vy €K |y <by=x+yeg € F.

Si, pour m € Ny, aq, ..., a, > 0 tels que

yla--'aymeKawl‘Sbl?“‘?‘ym‘:}x_‘_zyjeng’

j=1
sont obtenus, alors il existe a,,+1 > 0 tel que
m+41
Yo Ymr € Ko lyn] <biyooo [Yma] =>33+Zyj€j ¢ F.
j=1

Cela étant, nous avons mis en évidence un point (a, = 1/by)men, de w & com-
posantes toutes strictement positives, tel que by, (z;1) N F = (.

h) découle aussitot de g): en effet, si L est un sous-espace vectoriel de ¢, alors
Ln{z e ¢:dim(z) < m} est un sous-espace vectoriel de dimension finie de ¢ donc
un fermé de ¢4
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C.9 Espaces affaiblis

Théoréme C.9.1 (Banach-Schur) a) Dans (!, une suite converge si et seule-
ment si elle est a-convergente.

b) Dans (', une suite est de Cauchy si et seulement si elle est a-de Cauchy.
En particulier, lespace (' est a-complet.

Preuve.  a) La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. I suffit bien siir d’établir que si la suite (z());cy, de
¢ est a-convergente vers 0, alors elle converge vers 0. Si ce n’est pas le cas, il existe
e > 0 et une sous-suite, que nous rebaptisons (z\9);cy, telle que Hx(j)H > ¢ pour
tout j € Np.

Déterminons deux suites strictement croissantes (k(j));jen, €t (1(j))jen, de No
par la récurrence suivante. Posons k(1) = 1 et choisissons pour [(1) le premier

entier tel que
oo

5 o)<
)
m=l(1)+1
Connaissant k(1), ..., k(j — 1) et I(1), ..., I(j — 1), prenons pour k(j) le premier
entier > k(j — 1) tel que
j—1
‘xfrgj)| < <
m=1 5
et pour [(j) le premier entier > [(j — 1) tel que
> <t
. 5
m=I(j)+1

Cela étant, la suite y € w définie par

Y = @)1 1) < m < 1))

appartient bien stir & ¢°°, représente donc une fonctionnelle linéaire continue sur ¢!
et donne lieu a

(256D )|
1) s

1(j-1)
S N Pl R U N PG Ol [ N P e
m=1

m=l(j—1)+1 m=Il(j)+1

o0

1(j-1)
”x(k:(j))H _9 JZ: \xﬁ,’j(j))] + Z ‘ffgi(j))’ > f)
m=1 m=I(j)+1 g

v



180 C. Introduction aux espaces de suites

ce qui est en contradiction avec le fait que la suite (z*0)) jen, a-converge vers 0.

b) La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite (z9));cy, a-de
Cauchy et non de Cauchy. Il existe alors € > 0 et des suites strictement croissantes
(k(j))jeno €t (1(5))jen, de Ny telles que ||z*0) — 2@ > ¢ pour tout j € Ny. D’olt
une contradiction car la suite (x*0) — 20 )))jENO a-converge vers 0 donc converge
vers 0.

(N.B.: Ce raisonnement est général: il est valable dans tout espace localement
convexe ol toute suite a-convergente est convergente.)y

Proposition C.9.2 Pour une partie de (*, on a
compact <= extractable <= a-compact <= a-extractable.

Preuve.  L’équivalence (compact < extractable) est connue. L’équivalence (ex-
tractable < a-extractable) résulte aussitot du théoreme de Banach-Schur. L’impli-
cation (compact = a-compact) est bien connue et I'implication inverse résulte de ce
que le dual de ¢! est s-séparable.y

Proposition C.9.3 a) Une partie de (* est a-compacte si et seulement si elle
est a-extractable.

b) Sur tout borné de (2, la topologie induite par w est équivalente a la a-topologie.

¢ Dans (2, une suite a-converge si et seulement si elle est bornée et converge par
composante.

d) Dans (2, une suite est a-de Cauchy si et seulement si elle est bornée et de
Cauchy par composante.

Preuve.  a) a lieu dans tout espace de Hilbert séparable.

b) D’une part, la topologie induite par w dans £? est plus faible que la a-topologie
car, pour tout m € Ny, €, appartient & £2. D’autre part, toute boule 3 de centre 0
étant absolument convexe et bornée, pour tout € > 0 et tout y € ¢2, il existe M > 0

tel que
. 1/2
S( > |ym|2> suplle] <
TEe

m=M-+1

sup
zef

M
<LE, y> - Z xmy_m
m=1

DN ™

et il vient alors
x e l? M e
sup |z,| <e/(2C) } = [(z,y)| < Z || Y| + B <e¢
m<M

pour C' = Zn]\le [ Y] -
c) et d) sont conséquences immédiates de b).

m=1
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Proposition C.9.4 Dans toute boule de ¢y, la a-topologie est équivalente a la
topologie induite par w.

En particulier, dans cy,
a) une suite a-converge si et seulement si elle est bornée et convergente par com-

posante.
b) une suite est a-de Cauchy si et seulement si elle est bornée et de Cauchy par

composante.

Preuve.  La premiere partie s’établit comme dans ¢2.
a) et b) sont immédiats.y
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