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Introduction

Depuis longtemps je souhaite donner un cours sur cette matiere que j’ai abordée
avec Manuel Valdivia (Université de Valencia) a partir de 1990.

Probleme de base

Etant donné des nombres complexes cp, ..., ¢, en nombre fini, il est aisé de
donner une fonction f € CP(R) telle que

f(0) =co,...,DPf(0) = c,.

On peut par exemple prendre pour f le polynome

P
Cm m
P(z) = Z L

m=0

mais ce n’est évidemment pas la seule possibilité.
Comment généraliser ce probleme? Différentes possibilités s’offrent:

a) pourquoi se limiter & un nombre fini de nombres complexes cy, ..., ¢,?
b) pourquoi se limiter a R et ne pas considérer R"?

¢) pourquoi se limiter a {0}, c’est-a-dire aux valeurs imposées aux dérivées de f au
seul point 07

La réponse aux deux premieres questions est claire: il n’y a pas de raison et la
réponse est donnée par le théoreme de Borel et ses généralisations et améliorations,
en particulier son amélioration due a Ritt.

La réponse a la troisieme question amene a formuler a priori quelques restrictions.
Etant donné une partie non vide A de R™ et une fonction f € C*°(R") par exemple,
on peut évidemment créer la donnée (D*f|a)acnz. Pour tout o € Ni, Df[4 est
alors une fonction continue sur A. Il est clair que ces fonctions sont liées entre elles:
il suffit de penser a la formule limitée de Taylor. Inversement si ¢ = (¢a)acny st
une famille de fonctions continues sur A qui provient d’une fonction f € C*(R™),
c’est-a-dire telle que

0o = D%fla, Va e Ng,
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il est clair que chaque ¢, admet un prolongement continu sur I’adhérence de A. Cela
étant, nous ne considérerons le probleme posé que pour A = F avec F un fermé de
R", éventuellement un compact de R™, et des données ¢, € C°(F). Ici la réponse
est donnée par le théoreme de Whitney.

La ne s’arréte pas la recherche: Whitney lui-méme a tracé la voie a une extension
de ce probleme de base, extension qui donne lieu aujourd’hui encore a de nombreux
développements.

Extension du probleme

Etant donné un fermé F' de R"™, le probleme de base consiste dans la carac-
térisation des p-jets ¢ = (¢a)jaj<p sur F avec p € NoU {00} (c’est-a-dire les familles
de fonctions ¢, continues sur F' indicées par les @ € Ny vérifiant |a| < p) qui
proviennent d’une fonction f € CP(R™).

Whitney a dépassé ce cadre en considérant leur ensemble, noté

EP(F).

Il s’agit bien stir d’'un espace vectoriel et Whitney a envisagé les questions suivantes:

a) 'espace EP(F') peut-il étre muni d’une “belle” topologie localement convexe pour
laquelle 'opérateur linéaire et surjectif de restriction

Rp: CP(R") = EP(F); [ = ((DS)F)a<p

est continu?

b) si c’est le cas, quand cet opérateur admet-il un inverse linéaire continu a droite?
(appelé extension linéaire continue de EP(F) dans CP(R™)).

¢) peut-on remplacer C*°(R™) par un de ses “beaux” sous-espaces?

Whitney a muni l'espace EP(F') d’une structure d’espace de Fréchet. Cela étant,
il a établi d'une part que la réponse a la premiere question est positive et d’autre
part que, pour p € Ny, la réponse a la deuxieme question est positive également
mais a laissé le cas p = oo ouvert.

En fait dans le cas p = 00, la réponse a cette deuxieme question est beaucoup plus
délicate. Mityagin a établi qu’elle dépend de la nature de la frontiere de F' ou de la
structure localement convexe de 'espace £°°(F'). Depuis lors, de nombreux auteurs
ont recherché des conditions portant sur la frontiere de F' assurant l’existence ou
la non-existence d’'un tel opérateur d’extension. Tidten de son coté a donné une
caractérisation localement convexe des espaces £°(F') pour lesquels il existe un tel
opérateur d’extension.

Quant a la troisieme question, elle fait référence au fait que le théoreme de
Whitney assure que tout élément de £%°(F') provient d'une fonction C* sur R™ qui
est analytique sur R"\ F' car admettant un prolongement holomorphe sur un certain
voisinage de R™ \ F' dans C". Ici les réponses ne sont apparues qu’apres 1990.



Essayer de présenter ces recherches est le but de ces notes.

Cas ultradifférentiable

Mais ... la encore une fois ne s’arréte pas la recherche. Ce serait oublier tout
ce qui est fait dans la considération des espaces de fonctions ultradifférentiables.
Cependant il convient de rester raisonnable: on ne peut tout voir dans un cours
de 30 heures. Ce dernier aspect de la recherche ne sera donc pas abordé dans cet
exposé.

Signalons quand méme de quoi il s’agit dans le cas ou la définition repose sur
une suite M, laissant de coté celui ou elle repose sur un poids.

Dans ce cas M est une suite (M, )nen, de nombres réels
(a) normalisée, c’est-a-dire telle que My = 1 et M,, > 1 pour tout m € N;
(b) logarithmiquement conveze, c’est-a-dire telle que M? < M, M, pour tout
n € N.

Deux types d’espaces peuvent alors étre introduits.

Espaces du type Beurling
Dans le cas Borel, on introduit l’espace de Fréchet Apg. C’est le sous-espace

vectoriel
Np Pl |cal
ceCh:e|,:= sup < 0o

aeNg e

de C"%, muni du systeme de semi-normes {|-|,: p € N}; cet espace de Fréchet
remplace Iespace CYo. Dans le cas Whitney, pour tout fermé propre F de R™, on
introduit l’espace de Fréchet Enp(F) des (M )-jets de Whitney sur F.

De plus, pour tout ouvert non vide © de R", l’espace de Fréchet (1) est le
sous-espace vectoriel

lal || Do
{feC"O(Q):|f|p:: SupM<oo}

a€eNgy M|oz\

de C*>(£2), muni du systéme de semi-normes {|-|, : p € N} ot { K, : p € N} est un
recouvrement compact régulier et fondamental de €. Cet espace de Fréchet remplace
I'espace C*(12).

Tout est alors en place pour considérer la généralisation des questions posées
précédemment.

Espaces du type Roumieu
Dans le cas Borel, pour tout p € N, on introduit l’espace de Banach Ay ary. 11
s’agit du sous-espace vectoriel

. ol
oeem e = o i <
0
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de C"0, muni du systéme de semi-normes {|-|, : p € N}. Cela étant, Apsy est la
limite inductive des espaces A, (ary; cet espace (LB) remplace I'espace CNo. Dans
le cas Whitney, pour tout fermé propre F, on introduit les espaces &, (an (F) et
Enn (F); si F est compact, il s’agit d’espaces de Banach et (LB) respectivement; si
F' est fermé et non compact, d’espaces de Fréchet et (LF) respectivement.

En procédant de la méme maniere, on peut introduire les espaces &, (ar;(£2) et
Enny () pour tout ouvert non vide de R™. Cet espace gy (£2) remplace alors
I'espace C>(12).

De la sorte, tout est en place pour considérer la généralisation des questions
posées précédemment.

Revenons a présent a I'objet de ce cours.

Plutot que de décrire succinctement le contenu de ce cours dans cette intro-
duction, nous allons consacrer le premier chapitre a une description élaborée et
historique des résultats établis par la suite.

Maintenant, au travail!

J. Schmets
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Notations

Dans ces notes, nous allons recourir aux notations suivantes:
N={1,2,3,...};
No ={0,1,2,...}.
Travaillant dans ’espace euclidien R" de dimension n € N, nous sommes amenés a
considérer des multi-indices

a=(a1,...,00),0=(0,...,0,) € N§

donnant lieu aux notations
al=aq!. .. ap!

la| = oy + - - - + o, appelé longueur de o
0 < «a signifie que 6y < aq, ..., B, < a,
a+fB=(+ b, .., a0+ G)
a—0F=(a;—01,...,an — 0y) si f <«

Cf = (g) —Ch O = (gl)@) si B <a
1 n

x® =" ... a0 pour tout x € R”
af %1 «@
Def=Dgl...Dgnf.
Avec ces notations, pour tous z € C" et p € Ny, nous avons

(07

1 n n
HZ...ZZM---%: Z%

k1=1 kp=1 la|=p

Des lors, le théoreme du développement limité de Taylor s’écrit tres simplement
comme suit.

Théoreme 0.0.1 (Formule de Taylor) Si Q) est un ouvert non vide de R™ et
si f € CP(Q) est réel avec p € N, alors, pour tous points x, h € R"™ tels que le
segment {x +rh:r € [0,1]} soit inclus dans 2, il existe 6 €]0, 1] tel que
hO{

al

fath = 3 Dy + S0 Sl

o <p—1 loe|=p
Pour tout ouvert propre €2 de R™, nous posons

={r+iyeC':z,yec Rz € Uy <d(z,R"\ Q) }.






Chapitre 1

Apercu de la théorie

1.1 Le théoreme de Borel
et ses premieres améliorations

Le plus souvent, dans la littérature récente, le théoreme de Borel est énoncé de la
maniere suivante.

Théoréme 1.1.1 (Borel, 1895, [7]) Pour toute famille (ca)aeny de nombres
complezes, il existe une fonction f € C®(R"™) telle que D*f(0) = ¢, pour tout
o€ Ng.

Historiquement parlant, le résultat original de Borel fut établi pour n = 1 seule-
ment, au moyen dune solution 27-périodique: f est obtenu comme limite d'une
série de Fourier. A présent c¢’est plutot la preuve directe et élégante mise au point
par Mirkil (1956, [17]) qui est utilisée. Elle recourt a un élément de D>*°(R") et a la
convergence uniforme; a ce titre, elle omet cependant une amélioration considérable
des propriétés que la fonction f peut avoir.

La premiere amélioration du théoreme de Borel a été obtenue par Bernstein et
mentionne déja cette propriété supplémentaire.

Théoréme 1.1.2 (Bernstein, 1913, [1]) Pour toute suite (Cp)men, de nom-
bres complexes, il existe une fonction f € C>(] — %, %[) analytique hors de l'origine
et telle que D™ f(0) = ¢, pour tout m € Ny 4

Remarquons que, comme l’existence d’une fonction f est annoncée pour toute
suite de nombres complexes, un théoreme de Cauchy assure 'impossibilité en général
d’obtenir I'analyticité de f sur un voisinage de 'origine.
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Peu de temps apres, Ritt a obtenu une nette généralisation de ce résultat de
Bernstein. En fait, Ritt étudiait le comportement asymptotique des fonctions holo-
morphes au sommet d’un secteur ouvert du plan complexe et sa contribution résulte
d’un corollaire de son théoreme principal. Dans le paragraphe suivant, nous verrons
ceci avec plus de détails. Ici, limitons-nous a ce corollaire, connu depuis lors comme
étant le théoreme de Borel-Ritt.

Théoréme 1.1.3 (Ritt, 1916, [21]) Pour toute suite (¢;,)men, de C, il existe
une fonction f € C*(R) analytique sur R\ {0} et telle que D™ f(0) = ¢, pour tout
m € Np.

En fait, pour tout € €]0,7/2[, il existe une telle fonction f ayant une extension
holomorphe sur le secteur {pew p>0,—e<fO<m+e }..

L’étape suivante dans cette suite d’améliorations du théoreme de Borel est due
a Besikowitsch. Pour la premiere fois, ce n’est plus le fermé {0} qui est concerné,
meéeme si I’extension est plutot “modeste”.

Théoréme 1.1.4 (Besikowitsch, 1923, [2]) Pour tout intervalle |a,b] com-
pact de R et toutes suites (am)men, €t (bm)men, de nombres complexes, il existe une
fonction f € C*®([a,b]) analytique sur lintervalle |a,b[ et telle que D™ f(a) = a,, et
D™ f(b) = by, pour tout m € Ny.q

Ensuite arrive une généralisation transcendante: le travail de Whitney. Cepen-
dant, comme annoncé plus haut et afin de respecter plus ou moins ’ordre chronolo-
gique, traitons d’abord dans le paragraphe suivant les résultats relatifs au com-
portement asymptotique des fonctions holomorphes; il s’agit 1a d’un sujet qui refera
surface plus tard.

1.2 Sur le comportement asymptotique
des fonctions holomorphes

En premiere lecture, ce paragraphe peut étre omis.

Définition.  Une fonction f holomorphe sur un domaine propre U de C a un
comportement asymptotique en un point zy de la frontiere OU de U si les limites
suivantes

L 72) = do
Z—20
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et, pour tout m € N,

i L) — o di(z — 20)"

zeU (Z - Zo)m

zZ—20

existent et sont finies. On écrit alors

f(z) ~ Z dm(z — 29)™ en zo sur U

m=0

et o
Z A (z — 20)™
m=0

est appelé développement asymptotique de f en zy sur U.
Cela étant, le résultat principal de Ritt s’énonce comme suit.

Théoréeme 1.2.1 (Ritt, 1916, [21]) Pour toute suite (d,,)men, de C et tout
secteur
Sa75:{pew:p>0,0<9<ﬁ—a},

avec 0 < B — a < 2m, il existe une fonction g holomorphe sur S,p et ayant
Yoo dm2™ pour développement asymptotique en 0 sur S, g4

Afin d’en déduire le théoreme de Borel-Ritt 1.1.3, il suffit de poser d,,, = ¢,,/m!
pour tout m € Ny, a = —c et § = n+4¢ avec € €]0, 7/2[ et de vérifier directement que
la fonction f définie sur {0} U S, g par f(z) = g(z) pour tout z € S, et f(0) = co
est une solution.

La définition précédente peut étre généralisée de la maniere suivante.

Définition. Etant donné un domaine propre U de C, une partie D de QU est
régulierement asymptotique pour U si, pour toute famille (¢4m)aep men, de nombres
complexes, il existe une fonction f holomorphe sur U et telle que

f(z) ~ Z Cam(z—d)™ endsur U, Vde D.

m=0

Il est clair qu’un tel ensemble D ne peut pas contenir de point isolé de QU ni avoir
un point d’accumulation; en particulier, un tel ensemble D doit étre dénombrable.
Dans ce contexte, plusieurs résultats sont parus en 1926.
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Théoréme 1.2.2 (Carleman, 1926, [9]) a) Une partie finie de la frontiére
d’un domaine convexe et borné U de C est toujours réguliecrement asymptotique
pour U.

b) Pour tout rayon R > 0, {0} est régulierement asymptotique pour

U={zeC:|lz|<R}I\{ze€C:2>0}4
Dans une autre direction, on trouve également des résultats du type suivant.

Théoréme 1.2.3 (Franklin, 1926, [10]) Pour tout entier k € N, soit §; une
demi-droite fermée de C ayant dy, pour extrémité. Si ces demi-droites sont disjointes
deuz o deux et si l’ensemble D = {dy : k € N} n’a pas de point d’accumulation, alors
D est régulierement asymptotique pour C\ U264

Ensuite, jusqu’en 1994, cela semble étre le calme plat sur ce sujet dans la
littérature. A ce moment, avec Valdivia, j’ai obtenu le résultat suivant qui con-
tient tous les cas précédents.

Corollaire 1.2.4 (Schmets-Valdivia, 1994, [27]) Soit U un domaine propre
de C et soit D une partie dénombrable de OU et n’ayant pas de point d’accumulation.

Si, pour tout d € D, la composante connexe de d dans OU differe de {d}, alors
D est régulierement asymptotique pour U 4

1.3 La théorie de Whitney

Revenons a présent au théoreme de Borel-Ritt et ses généralisations.

L’amélioration suivante est considérable: c’est la théorie de Whitney (cf. [40]
et [41]). Cette fois, il n’est pas possible d’énoncer directement les résultats: il est
nécessaire de spécifier le contexte.

Définitions. A partir de maintenant et sauf mention explicite du contraire,
F' désigne un fermé propre de R™.
Cela étant, un jet ¢ sur F' est tout simplement une famille ordonnée

© = (Pa)acrn avec @, € C(F), Va € N,

de fonctions continues sur F', indicée par les multi-indices.

Cette notion de jet est tres générale, trop générale en fait pour notre propos.
En fait les jets qui vont nous intéresser sont ceux qui wviennent d’une fonction C*>
sur R™, c’est-a-dire ceux pour lesquels il existe une fonction f € C*(R") telle que
Yo = (D*f)|F pour tout a € Nj.
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Ces jets sont nécessairement spéciaux car les dérivées de f sont liées les unes aux
autres. Une voie intéressante pour décrire ce fait consiste a recourir a la formule
limitée de Taylor. Par exemple, si f € C®(R") est réel, alors, pour tous entier
m € Ny, multi-indice o € N vérifiant |a] := a3 + -+ + a,, < m et éléments z,
y € R", le reste de Taylor

D0 f(x)

T(y —3?)[3

(R faly) :=DF(y) =

|Bl<m~|a]
peut s’écrire sous la forme

DB f(x +0(y — x)) — DB f(x
3 [z +0(y — 1)) f(z)

3 (y —z)’

|Bl=m—|a]

pour un certain 6 €0, 1[. Des lors, en recourant a la continuité uniforme des dérivées
de f sur toute partie compacte K de R™, nous devons avoir

(R f)a(y)]

e al —0sit— 0"

zyeK |y — x|
0<|z—y|<t

pour tous m € Ny et v € N tels que |a] < m.

Tout ce que nous venons de faire peut étre adapté aux éléments du jet ¢, a
I’exception de l'utilisation de 6. Explicitement, ceci conduit aux considérations
suivantes.

Notation. Si ¢ est un jet sur F', nous posons

(R @)aly) = aly) — “”Tﬂ,”@ )

|8]<m—|al
pour tous m € Ny, a € Ny tels que |a] <metx,y € F.

Définition. Un jet de Whitney sur F' est un jet ¢ sur F' tel que, pour toute
partie compacte K de F' et tous m € Ny et a € N} vérifiant |a| < m,

R™p),, i
sup —’( rP) Ey>|’ —0sit—0".
z,ye K |y — SL’|m @
0<|z—y|<t

La contribution remarquable de Whitney a cette théorie est qu’il a établi que
cette condition est suffisante pour assurer qu’'un jet vienne d’une fonction appar-
tenant a C*°(R"). En particulier, il a prouvé le résultat suivant.
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Théoréme 1.3.1 (Whitney, 1934, [40]) Un jet sur un fermé propre F' de R"
vient d’une fonction f € C*°(R™) si et seulement si c¢’est un jet de Whitney.

De plus, dans un tel cas, on peut supposer que la fonction f est analytique sur
R™\ F, en fait holomorphe sur

(R"\F)*={z€C":2€R"\ F,|y| < d(z,F)} 4

Insistons sur le fait que cette derniere partie relative a 'analyticité et a 1’holo-
morphie est délicate a obtenir.

1.4 Intervention de I’analyse fonctionnelle

L’analyse fonctionnelle donne de ces deux résultats, c’est-a-dire les théoremes de
Borel et de Whitney, une interprétation fort intéressante et débouchant sur de nom-
breuses questions.

Théoréme 1.4.1 (Borel) L’opérateur linéaire continu de restriction
. 100 n Ng, o
R: C*(R") — C™o; f»—>(D f(O))aeNg
est surjectifa

Afin de donner une interprétation analogue du théoreme de Whitney, nous devons
munir ’espace vectoriel £(F) des jets de Whitney sur le fermé propre F' de R™, d'une
“bonne” topologie localement convexe séparée. Dans ce contexte, le mot “bonne”
doit etre compris au sens suivant: il se rapporte aux propriétés localement convexes
de lespace E£(F); il ne se rapporte pas a l’écriture des semi-normes de cet espace
qui s’écrivent explicitement sous la forme

|(R'®)a(y)]

—lel

el i == sup HsoaHKJrsup sup sup
la|<m mo}=k 2K ly —z|™

avec m € N et ou K est une partie compacte quelconque de F.

Il est aisé d’établir que £ (F') est un espace de Fréchet. En fait, il a de nombreuses
autres propriétés; ceci sera mentionné plus tard (cf. Théoreme 1.5.6). A cet endroit,
c’est plutot 'énoncé du théoreme de Whitney mis au gotit de ’analyse fonctionnelle
qui a sa place.

Théoréme 1.4.2 (Whitney) L opérateur linéaire continu de restriction
Rp: C*(R") = E(F); [ (Daf’F>a€Ng

est surjectifa
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A la lecture de tels énoncés, un analyste fonctionnel se pose immédiatement la
question suivante: quand cette surjection linéaire continue admet-elle un inverse
linéaire continu a droite? ou, de maniere équivalente: quand existe-t-il un opérateur
linéaire continu d’extension de £(F') dans C*°(R")?

En fait, ces questions ont déja été traitées par Whitney en 1934 mais il dut les
laisser comme problemes ouverts. Signalons cependant des maintenant qu’il résolut
positivement cette question dans le cas des jets d’ordre fini, c¢’est-a-dire pour les jets
qui viennent de fonctions appartenant a C?(R™) avec p € Ny.

1.5 Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension douce

Voici tout d’abord un résultat qui n’est guere attribué a un mathématicien particulier
tout en étant revendiqué par plusieurs.

Théoreme 1.5.1 [l n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension de w
dans C*(R).x

En d’autres termes, dans le cas du théoreme de Borel, la réponse est négative.
Ceci est di au fait que son existence entrainerait celle d'un opérateur linéaire continu
d’extension de w dans D>°([—1,1]), ce qui est impossible car w n’a pas de norme
continue. Mityagin le mentionne dans son article [18], fondamental pour la théorie
des espaces nucléaires. Il y prouve également le résultat suivant dont la publication
provoqua une énorme surprise.

Théoréme 1.5.2 (Mityagin, 1961, [18]) I existe un opérateur linéaire con-
tinu d’extension de E([—1,1]) dans C*(R).y

Cette fois la démonstration est autrement solide: elle fait appel au fait que
I'espace €([—1,1]) est un espace nucléaire d’un type spécial.

Cette situation, a savoir que ’existence d’un opérateur linéaire continu d’exten-
sion de £(F) dans C*(R) dépend de la nature du fermé F, a créé un champ de
recherche privilégié pour 'analyse fonctionnelle. A partir de ce moment, la chasse
aux exemples positifs ou négatifs était ouverte, de méme que celle pour déterminer
des conditions nécessaires ou suffisantes d’existence de tels opérateurs.

En guise d’exemples, le seul ayant une démonstration courte et directement ac-
cessible s’énonce comme suit.
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Théoréme 1.5.3 (Seeley, 1964, [30]) Si F' est un demi-espace fermé de R",
il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F') dans C*(R™) .y

D’autres exemples ou contre-exemples sont dus & Bierstone, seul (1978, [3]) ou
avec Milman (1977, [4]) ou Schwarz (1983, [5]), Goncharov (1996, [14]), Plesniak,
seul (1990, [20]) ou avec Pawtucki (1988, [19]), Stein (1970, [31]), Tidten (cf. ci-
dessous) ... Dans son Habilitationsschrift (2001, [11]), Frerick donne notamment
une excellente synthese de cette théorie. Il convenait de citer des noms, la crainte est
d’en oublier beaucoup. Les preuves sont de nature élaborée, les résultats également.
Voici quelques résultats typiques, choisis parmi ceux aisés a formuler.

Théoreme 1.5.4 (Tidten, 1979, [32]) Si K est le compact
K:{(a:,y)ERQ:OS:ESl,OSySe_l/I},
il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension de E(K) dans C*(R?) 4

Théoréme 1.5.5 (Tidten, 1983, [33]) Si K est le compact de Cantor, il ex-
iste un opérateur linéaire continu d’extension de £(K) dans C*(R).y

Par ailleurs, en recourant a des techniques relevant de I’analyse fonctionnelle,
Tidten a aussi établi le résultat suivant contenant une condition nécessaire et suffi-
sante. Son travail recourt fortement au théoreme de scission de Vogt et Wagner.

Théoréme 1.5.6 (Tidten, 1979, [32]) Si K est un compact non vide de R",
alors E(K) est un espace de Fréchet nucléaire ayant la propriété (QU) et les conditions
suivantes sont équivalentes:

(a) l'espace E(K) est isomorphe a un sous-espace de s;
(b) lespace £(K) a la propriété (DN);
(c) il existe un opérateur linéaire continu d’extension de £(K) dans C*°(R"™).y

1.6 Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension analytique

Dans les deux paragraphes précédents, 'amélioration du théoreme de Borel due a
Ritt ainsi que la deuxieme partie du théoreme de Whitney ont été ignorées. Dans
les années 1990, M. Valdivia, seul tout d’abord puis avec moi, s’est intéressé a cet
aspect des choses: obtenir des opérateurs linéaires continus d’extension avec images
analytiques sur R" \ F' ou mieux, admettant un prolongement holomorphe sur un
ouvert de C" d’intersection avec R™ égale a R™ \ F'. Afin d’introduire les résultats
auxquels nous sommes arrivés, la notion suivante doit étre introduite.
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Notation.  Soit 2 un ouvert non vide de R". L’espace de Fréchet BC™(£2) est
I'espace vectoriel des fonctions f € C*(£2) qui sont bornées ainsi que toutes leurs
dérivées sur €2, muni de la topologie localement convexe de la convergence uniforme,
c’est-a-dire muni des semi-normes

pm(f) = sup [D*fllg, (m € No).

la|<m
Cela étant le résultat suivant est I’élément clef pour obtenir les propriétés.

Théoréme 1.6.1 (Schmets-Valdivia, 1997, [28]) Pour tout ouvert non vide
Q de R™, il existe un opérateur linéaire continu

To: BC®(Q) — BC®(Q)

tel que
(a) pour tout f € BC™(Q), Tof a une extension holomorphe sur l’ouvert

O ={zr+iy:zeQ|yl <d(z,00}

de C";
(b) pour tous f € BC™®(Q2), m € Ny et e > 0, il existe une partie compacte K de )
telle que

sup D — DT gy < e

|a|<m

Voici le premier résultat affirmant 'existence d’opérateurs linéaires continus
d’extension analytique.

Théoréme 1.6.2 (Schmets-Valdivia, 1997, [28]) Soit K un compact non vi-
de de R™.

(a) Tout jet de Whitney sur K wvient d’une fonction appartenant a BC™(R™) et
de restriction analytique sur R™ \ K.

(b) S’il existe un opérateur linéaire continu de E(K) dans C*(R"), alors il en
eziste également un de E(K) dans BC®(R™) avec images analytiques sur R™ \ K

Remarque.  Ce résultat appelle deux commentaires :
(a) par apres, Langenbruch a établi ce résultat par une autre méthode qui s’étend directe-
ment au cas des espaces de jets et fonctions ultradifferentiables (1999, [15]).
(b) un tel résultat améliore les théoremes d’extension obtenus précédemment, il ne les
remplace pas.
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Le point de départ de la recherche ultérieure sur ce sujet est une question ouverte
posée dans [28]. Elle demande tout naturellement ce qui se passe si le compact K
est remplacé par un fermé non compact.

La réponse, annoncée en automne 1999, est due a Frerick et Vogt. Leur argument
est basé sur une utilisation simple et élégante de propriétés d’analyticité et met en
évidence la condition suivante.

Définition.  Un fermé propre F' de R™ vérifie la condition (FV) si, pour toute
boule B de R", la frontiere de la réunion des composantes connexes de R"™ \ F
rencontrant B est compacte.

Théoréme 1.6.3 (Frerick-Vogt, 2002, [12]) Si F' est un fermé propre de R"
et s’il existe un opérateur linéaire continu de E(F) dans C*(R™), les assertions
sutvantes sont équivalentes:

(a) il existe également un tel opérateur avec images analytiques sur R™ \ F';

(b) il existe également un tel opérateur avec images admettant un prolongement
holomorphe sur (R™\ F)*;

(c) F vérifie la condition (FV).y

Ensuite deux voies de recherche se sont développées.

1.7 L’influence de Frerick

La premiere voie de recherche suivie est due principalement a Frerick.

Tout d’abord Frerick a défendu un “Habilitationsschrift” remarquable sur le sujet
(2001, [11]). Dans cette these, il présente une analyse personnelle de la littérature, de
nombreuses améliorations et des compléments substantiels. Il termine son travail en
donnant des applications liées a 'existence d’opérateurs linéaires continus inverses
a droite pour des opérateurs aux dérivées partielles sur des espaces de distributions.

Ensuite, au début de I'année 2002, Briick et Frerick ont obtenus des propriétés
tres intéressantes dans le cas n = 1.

Théoréme 1.7.1 (Briick-Frerick, 2003, [8]) Soit K un compact non vide de
R.

(a) Tout jet de Whitney sur K wvient d’une fonction appartenant a [’espace
BC*(R)NO(K*) ou K* = (R\ K) x iR.

(b) S’il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(K) dans C*(R),
alors il en existe également un de E(K) dans BC™(R) N O(K*).y
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Théoréme 1.7.2 (Briick-Frerick, 2003, [8]) Soit F' un fermé propre de R.

(a) Tout jet de Whitney sur F vient d’un élément de C*°(R) N O(F™).

(b) S7il eziste un opérateur linéaire continu d’extension de E(F) dans C*(R),
alors il en existe également un de E(F) dans C*(R) N O(F*)

Ils ont aussi obtenu les résultats étonnants suivants.

Théoréme 1.7.3 (Briick-Frerick, 2003, [8]) (a) Pour tout ¢ € w, il existe
fecC>R)nN O(@ \ {0}) tel que D™ f(0) = ¢, pour tout m € Ny.

(b) Pour tout intervalle compact I de R, il existe un opérateur linéaire continu
de E(I) dans C*(R) N O(C\ I)4

Leur méthode consiste en le remplacement du noyau exp(—z2) utilisé par Whit-
ney par un autre mieux adapté a leur probleme. A la lecture de ces résultats,
on ne peut s’empécher de penser au théoreme de Ritt et aux résultats relatifs au
développement asymptotique des fonctions holomorphes et notamment a la propo-
sition B.10.3. A ce moment, la partie (a) reste étonnante tandis que la partie (b)
suscite 1'idée qu’une extension est possible. Voici la réponse apportée par Boonen
et Frerick a ce propos.

Théoréme 1.7.4 (Boonen-Frerick, 2003, [6]) Soit K un compact non vide
de R. S7il existe un opérateur linéaire continu d’extension de £(K) dans C*(R),
alors, pour tout k € No, il existe aussi un opérateur linéaire continu d’extension £

de E(K) dans C*(R)NO(C\ K) tel que, pour toute partie compacte H C C\ K, il
existe C' > 1 tel que

sup  sup | DI(B)(@)| + sup | (Bp)(2)| < Cliellese, Voo € E(K)a
0<j<k d(;}e{ﬂ)&q 2€H

Théoréeme 1.7.5 (Boonen-Frerick, 2003, [6]) Soit F' un fermé propre de R.
S’il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F') dans C*(R), alors il en
existe aussi un de E(F) dans C*(R)NO(C\ F) si et seulement si OF est compact.y

1.8 Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension holomorphe

La deuxieme voie a été développée par Schmets et Valdivia. Notre idée a toujours
été d’accéder a la convergence uniforme; ceci est particulierement clair si on pense a
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I'espace BC™(Q2). Des le départ nous avons réalisé que ceci condamnait la possibilité
d’obtenir un prolongement holomorphe sur (R™\ F))* et que nous devions mettre en
évidence pour tout ouvert 2 de R™ un ouvert plus petit de C™, noté Dq, tel que en
particulier,

Do CQ, DoNR"=Q et (x+iy € D=z €Q).

Sa construction est assez technique; elle conduit a la généralisation suivante du
théoreme clef 1.6.1.

Théoréme 1.8.1 (Schmets-Valdivia, 2001, [29]) Pour tout ouvert propre )
de R", il existe un opérateur linéaire continu T de BC™(Q) dans O (Dq) tel que,
pour tous f € BC™®(Q), s € N et € > 0, il existe une partie compacte K de ) telle
que

ID*f(z) — D*(Taf)(z +iy)| < e

pour tous x + iy € Dq et a € Ny tels que x € Q\ K et |a| < m.y

Afin de réaliser la signification de ce résultat, I'espace de Fréchet O, (Dgq) doit
étre défini. Ses éléments sont les fonctions holomorphes sur Dg, qui sont bornées ainsi
que toutes leurs dérivées. Sa topologie est alors bien str déterminée par 1’ensemble
des semi-normes

£l == |S\Lip IDfllp,, (meN).

Une fois ce résultat clef obtenu, les théoremes d’extension sont disponibles. En
voici déja un; le cas d'un fermé quelconque de R™ peut aussi étre traité.

Théoréme 1.8.2 (Schmets-Valdivia, 2001, [29]) Si F' est un compact non
vide ou un fermé de R™ ayant un complément borné, alors l’existence d’un opérateur

linéaire continu d’extension de E(F) dans C*(R™) implique celle d’un opérateur
linéaire continu de E(F) dans C*(R"™) N O (Drr\r)



Chapitre 2

Le théoreme de Borel
et ses premieres améliorations

2.1 Le théoreme de Borel

Originellement le théoreme et la preuve de Borel se présentent comme suit.

Théoreme 2.1.1 (Borel, 1895, [7]) Pour toute suite ¢ = (¢p)men, de nom-
bres complexes, il existe une fonction f € C®(R) périodique de période 2w et telle
que

D™ f(0) = ¢, Vm € Ng.

Preuve.  Quitte a rechercher f sous la forme f = Rf + iSf, il est clair qu’il
suffit d’établir le résultat pour toute suite ¢ de nombres réels.

Etant donné une suite ¢ = (¢ )men, de nombres réels, nous allons rechercher en
deux temps une telle fonction f au moyen de son développement en série de Fourier.

a) Etablissons tout d’abord qu'’il existe une fonction g € C*°(R) périodique de
période 27 et de développement en série de Fourier

(0] oo
g ) cos(kx) + g sy sin(kx)
k=1 k=1
dont les dérivées s’obtiennent en dérivant la série terme a terme et telle que

2
ID™g(0) —cm| <1+ %, vm € N.
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Formellement, tout revient a trouver une solution “approchée” du systeme

(=™ Zrkkzm = Com, Vm € Ny,
k=1

(—H)™ Z sik*™ T = comin, Vm € Ny,
k=1

ces séries convergeant absolument. Si nous remarquons en outre que le deuxieme
systeme peut s’écrire

o
G Z(k’sk)k%‘ = Comt1, Vm € Ny,
k=1
tout revient a trouver une solution “approchée” d’un systeme du type

> k™™ =d,, Vm e N, (2.1)
k=1

ol (dy)men, est une suite de nombres réels.

a.1) Construction d'une solution “approchée” de ce systeme.
Procédons par récurrence.
Nous déterminons tout d’abord le premier entier ky € N tel que |kg — |dp|| < 1

et posons

L ..
ty = WSlgn(do) pour k=1,..., ko.

Ensuite nous posons
ko
dy=dy =Y k™,
k=1
nous déterminons le premier entier k; strictement supérieur a ky et tel que
(k1 — ko) — |di]] < 1,

nous posons
1

Sign(d}) pour k =ko+1,...,k

et continuons de la sorte: si k; et t, pour k = k;_1 +1, ..., k; sont déterminés, nous
posons

ky
11 = dig1 — Z kY
k=1
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nous déterminons le premier entier k;; strictement supérieur a k; et tel que
(ki = k) = [dpa|| <1

et nous posons

1

ty = L2-(1+1)

————Sign(d;,,) pour k =k +1,... k1.

a.2) Vérification.
La série Y ;7 ¢ converge absolument car

2

Z|tk\<k0+ Z ko+%.

k= k0+1

De plus nous avons

do| < do

+Z -

k= ko—‘rl

La série >, txk* converge absolument car

2

0 ko k1 )
Sk <SR+ Y 1+ Y Sk k) +
k=1 k=1

k=ko+1 k=k1+1

et donne lieu a

k2 —dy| < k2 —dy| + Z |tk\k2<1+—

k=k1+1

En continuant de la sorte, nous obtenons pour tout m € Nj la convergence
absolue de la série o | txk*™ et la majoration

2

K2 g §1+%.

D’ou la conclusion de cette partie a) en recourant au théoreme 3.8.4 de [25].

b) Cela étant, prouvons en deux temps le résultat annoncé.

b.1) Posons
¢, =D"g(0) —cn, Vm e Ny,
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et considérons la série
h(z) = E c—.
k=0

De |c,| <1+ 7%/6 pour tout k € Ny, on tire de suite que h appartient & C*(R)
et vérifie D™Rh(0) = ¢, pour tout m € Ny. Des lors, h — g appartient a C*(R) et est
tel que D™ (g — h)(0) = ¢, pour tout m € Ny.

b.2) Si ¢ est un élément de D>*°(R) a support inclus dans [—m, 7] et identique a 1
sur un voisinage de 0, on vérifie alors directement que

fiR=R; x> (9—h)(a+2kr) - ¢z + 2kn)

2€EZ

convient.g

Remarque.  La partie b.2) de la preuve précédente differe de celle de Borel. Notons
qu’elle établit clairement que la propriété “de périodicité 27” n’a en fait pas d’intérét
particulier dans I’énoncé du théoreme de Borel; aussi nous ne la considérerons plus.O

Remarque.  L’énoncé de Borel apparait comme suit, a la fin d’un paragraphe termi-
nant la preuve:

on peut trouver une fonction périodique d’une variable x admettant des déri-
vées de tout ordre, ces dérivées ayant des valeurs quelconques données pour
=0

et figure page 44 dans [7].0

2.2 Le théoreme de Bernstein

Apparemment la premiére (semi-)amélioration du théoreme de Borel est due a Bern-
stein. Elle s’énonce comme suit.

Théoréme 2.2.1 (Bernstein, 1913, [1]) Pour toute suite ¢ = (¢p)men, de

nombres complezes, il existe une fonction f € C*(] — 3, 3[) analytique sur l'ensem-

ble | — £,0[U]0, 3[ et telle que D™ f(0) = ¢, pour tout m € Ny

Une fonction f est analytique sur un ouvert €2 de R"™ si, pour tout xy € €2, il
existe r > 0 tel qu'un développement de Taylor

Z %(w — xp)”

aeNg
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converge absolument vers f(x) pour tout x € R™ tel que |x — x| < 7. Vu le théoreme
d’Abel, il revient au méme de dire que f admet un prolongement g holomorphe sur
un ouvert U de C” tel que U NR™ = (). Une telle fonction f est bien évidemment
C>® sur Q et donne lieu a ¢, = D®f(xq) pour tout o € Nj. Rappelons que si une
fonctions g est holomorphe sur un ouvert U de C", un théoreme de Cauchy impose,
en tout zy € U, des conditions de bornation sur ses dérivées en z;. Comme le
théoreme de Bernstein est valable pour toutes les suites ¢ de nombres complexes,
I'analyticité de f ne peut étre exigée sur | — %, %[

Le théoreme de Bernstein est en retrait par rapport a celui de Borel quant a
Pouvert ott la fonction f est C* car on passe de R a | — 1, 2[ mais offre 'analyticité
en plus.

Remarque.  Ici est peut-étre I'endroit le plus approprié pour formuler un propos de
Borel. Siune fonction f est analytique sur un intervalle ouvert de R contenant 0, la donnée
de la suite (D™ f(0))men, caractérise f. Cela étant, le théoreme de Borel conjugué par
exemple avec la fonction de Cauchy

e/ siz>0
w(f”)_{o siz <0

(qui appartient & C>(R) et est telle que D™ (0) = 0 pour tout m € Ny) établit qu’il n’en

est pas de méme pour les fonctions C*°: pour toute suite ¢ de nombres complexes, il existe
méme une infinité de solutions f € C*(R).O

Nous n’allons pas développer la preuve de Bernstein car ce résultat fut largement
généralisé par Ritt. Cela fait 'objet du paragraphe suivant.

2.3 La contribution de Ritt

Nota Bene. Dans ce paragraphe, nous nous limitons strictement a ’obtention de
la généralisation du théoreme de Borel obtenue par Ritt. Pour la théorie du com-
portement asymptotique et les généralisations du théoreme de Ritt, nous renvoyons
a I’Appendice B.

Définition.  Un secteur de C est un ensemble du type
{pew:p>0,a<9<ﬁ}

avec «, 3 € R tels que 0 < f — a < 2m. Plus précisément, ce secteur est noté S, g.
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Définitions.  Une fonction holomorphe f sur le secteur S, 3 de C a un com-
portement asymptotique en 0 dans S, g si les limites suivantes

dy = hH(l) f(2)
€8s

et, successivement pour tout m € N,

4, = lim L (:) = Z0% di#!

z2—0 zm
ZESa,@

existent et sont finies.
On écrit alors

f(z) ~ Z dnz™ en 0 dans S, g

m=0

et on dit que Y 7 d,, 2™ est le développement asymptotique de f en 0 dans S g.

Proposition 2.3.1 Si la fonction f holomorphe sur le secteur S, g de C admet
un prolongement holomorphe g sur S, g Ub ot b est une boule ouverte de centre 0,
alors f a un comportement asymptotique en 0.

En fait dans un tel cas, on a méme d,, = D™g(0)/m! pour tout m € Ny et
le développement asymptotique de f en 0 dans S, p coincide donc avec la série de
Taylor de g en 0.

Preuve. 11 est clair qu'on doit avoir dy = ¢g(0) car g est continu en 0. De plus,
pour tout m € N, il vient

m—1 D¥g(0 m—1 D¥g(0
lim f(z) - k:o lf!( Lok T f(z) —g(2) + Q(Z)m_ k=0 lg!( o
pmr z s z
o Dg(0) 4, D™g(0)
=lim Y ==
2€S8 k=m

Remarque.  Cette preuve établit clairement le résultat plus général suivant.

Si la fonction f holomorphe sur le domaine U de C admet un prolongement holomorphe
g sur UUDb ou b est une boule ouverte de centre ug € OU, alors f a un comportement
asymptotique en ug.

En fait dans un tel cas, on a méme dn, = D™g(up)/m! pour tout m € Ny et le

développement asymptotique de f en ug dans U coincide donc avec la série de Taylor
de g en ugp.0
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Remarque.  Soit f une fonction holomorphe sur le secteur S 5. St f a un comporte-
ment asymptotique en 0 dans S, g, ce comportement asymptotique ne caractérise pas f
sur Sq,3. Pour établir ce fait, il suffit de prouver que la fonction e~ Y% holomorphe sur
S_w.a pour a €]0,7/2[ est telle que e™1/* ~ 3°°°_0.2™ en 0 dans S_, 4. De fait, on a
bien str dy = 0 et, pour tout m € N, d,,, = 0 car on a les majorations suivantes

.z _ cos2(a)
e~/ e 22442 e 7
‘m S mm b VZ e S—OA,CM’

AL I P

ol la majorante tend vers 0 si z — 0.0

Lemme 2.3.2 Pour tout z € C tel que Rz >0, on a |1 —e ?| < |2].

Preuve.  De .

e F—1l=e")= —/ ze ¥ dt,
0
on tire aussitot )
o 1] < |Z|/ o] dt
0

avec e | = 7™ < 1 sur ]0,1[. La conclusion s’ensuit aussitot.g

Lemme 2.3.3 Pour tout b > 0, la fonction h(z) := 1 — e V> est holomorphe
sur C\] — o0, 0].
De plus, pour tout 8 €0, 7| et si on pose S = S_;1g9_p, il vient

(a) [2(2)] < 7= Ifl

pour tout z € S;

1—h(z
(b) hII(l) 1=hz) = 0 pour tout m € N.
z— zm
zeS

Preuve.  Les théoremes de génération des fonctions holomorphes assurent 1’ho-
lomorphie de cette fonction h sur C\| — 0o, 0]. De plus, tout z € S s’écrit de fagon
unique z = |z]e’® avec —1 + 60 < ¢ < m — 0 et cest bien sir la détermination
Vz = |z|ei¢/ 2 qui est choisie. Cela étant,

()\/—\/—

cos(¢/2) est > 0 et le lemme précédent donne

h(z)| = ‘1 e

z| < b .
Vel

(b) il vient successivement

b b .
1— h |e_b/‘[} mcos(qS/Z) efmsm(9/2)
m m m < m
z 2| || ||

ou la majorante tend vers 0 si z — O
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Théoréme 2.3.4 (Ritt, 1916, [21]) Pour toute suite d = (dp,)men, de nom-
bres complexes et tout secteur S, g, il existe une fonction holomorphe g sur S, telle
que

g(z) ~ Z dmnz™ en 0 dans S, 3.

m=0

Preuve.  Etablissons d’abord qu’il suffit d’établir ce résultat dans le cas d’'un
secteur du type S_gg avec 0 €]0,7w[. De fait, si nous posons v = —(a + ()/2, la

rotation ‘
R:C—-C; 2z ze”

est telle que RS, 3 = S_pg avec § = (5 — «)/2. Cela étant, s'’il existe une fonction
h holomorphe sur S_g 4 telle que

h(Z) ~ Z(dmef’imy)zm en 0 dans 579’9’

m=0

la fonction g définie sur S, 5 par g(z) = h(e”2) est bien sir holomorphe sur S, 5 et
telle que

g(z) ~ Z d,,2™ en 0 dans S, 3.
m=0

Supposons donc avoir S, g = S_g4 avec 6 €0, 7].
Pour tout m € Ny, posons

1
—— s§id, #0
b= Taumt Sdm 7
0 sinon
et introduisons les fonctions
gm(z) =1- e—bm/ﬁ7

holomorphes sur C\] — 00, 0]. Cela étant, considérons la série formelle
g(Z) = Z dmgm(z)zma Vz € 5—9,0~
m=0

Vu la partie (a) du lemme précédent, il vient

m bm m ™ —-1/2
g (2)27] < V| = |21 < | 2]

VI
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pour tout m € Ny. Des lors, la série g(z) converge uniformément sur tout compact
de S_pp et définit donc une fonction holomorphe sur le secteur S_gg.
Pour tout m € Ny, considérons ensuite la décomposition

9(x) - Trtd o N -
= = Y (1= ()P T g2+ Y digi ()2

j7=0 j=m+1

Vu la partie (b) du lemme précédent, chacun des termes de la premiere somme du
second membre tend vers 0 si z — 0 dans S_p g et il en est donc de méme pour cette
somme. Bien str, nous avons d,,,gm(2) — dp, si z — 0 dans S_g . Enfin, pour tout
z € S_gp tel que |z] < 1,1l vient

o0 . (o] Zj_m _1/2
IRVICERED e [
j=m+1 Jj=m+1
< 1 i ’ ‘j—m |Z|
A =
BRVIEIE 1—|z]
j=m+1

avec y/|z|/(1 — |z]) — 0si z — 0 dans S_gp.
D’ou la conclusion.g

Le théoreme de Ritt donne lieu a la généralisation suivante du théoreme de Borel.

Théoréme 2.3.5 (Ritt, 1916, [21]) Pour toute suite ¢ = (¢p)men, de nom-
bres complezes, il existe une fonction f € C°(R) analytique sur | — oo, 0[U]0, oo et
telle que D™ f(0) = ¢, pour tout m € Ny.

Preuve.  Posons d,, = ¢,,/m! pour tout m € Ny et choisissons 6 €]0,7/2[.
Vu le théoreme de Ritt, il existe une fonction g holomorphe sur S_y 14 telle que
g(z) ~ > % _,dnz™ en 0 dans S_g 1. Pour conclure, nous allons prouver que la
fonction f définie sur R selon

(o) :{ g(z) siz#0

cg sixz=0

convient.

Il est clair que f est une fonction analytique sur Ry, continue sur R et méme
qu’elle est dérivable sur R et telle que D f(0) = d; = ¢;. Pour les autres dérivées en
0, procédons par récurrence. Supposons avoir établi que f est p fois dérivable en 0
et tel que DPf(0) = ¢,. Vu la forme du secteur, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
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x € Ry, laboule { z : |z — x| <t|x|} est incluse dans ce secteur (il suffit de prendre
t €]0,sin (6)[). Cela étant, il vient successivement

1 i
D f(x)=c, / 9() = YL )it
T P p2im |o—a|=t]a] (z — x)pt!
_ P / g(z) =Yg dzd o2 "
T2 )| gt 2P t2 (z — x)ptt

vu la formule de représentation de Cauchy des dérivées des fonctions holomorphes.
Cela étant, pour conclure, il suffit de remarquer que le module de cette derniere
expression est majoré par

g(z) = Y0, d;

(1 + t)p+2 |x|p+2
o+t g [PH

p!
27t |x|  sup
2m |z| 1< (148) ]

Y

majorante qui tend vers 0 si z — 0.y

2.4 Le théoreme de Besikowitsch

De son coté, Besikowitsch fut le premier a envisager des données portant sur un
ensemble différent de F' = {0}.

Théoréme 2.4.1 (Besikowitsch, 1923, [2]) Pour tout intervalle [a,b] com-
pact de R et toutes suites (ap)nen, €t (bn)nen, de nombres complexes, il existe une
fonction f € C*([a,b]), analytique sur |a,b| et telle que D" f(a) = a,, et D" f(b) = b,
pour tout n € Noy.a

Remarque.  Une fois connu le théreme de Ritt (ce qui n’était pas le cas de Besiko-
witsch), il est aisé d’établir ce résultat.

En effet, a partir de la fonction de Cauchy, il est aisé de déterminer des fonctions g,
g € C*°(R), analytiques sur R \ {a} et R\ {b} respectivement et telles que D"gq(b) =
D"gy(a) = 0 et D"g,(a)D"gy(b) # 0 pour tout n € Ny. Cela étant, le théoreme de
Ritt assure l'existence de fonctions fq, f, € C*°(R), analytiques sur R\ {a} et R\ {b}
respectivement et telles que f = f,gp + fpga soit une solution.O

L’étape suivante est la généralisation due a Whitney; il s’agit d’une évolution
transcendante de la question, qui fait I'objet du chapitre suivant.



Chapitre 3

Les résultats de Whitney, [40]

3.1 Quelques espaces classiques fondamentaux

Rappelons la définition de quelques espaces localement convexes (abréviation adop-
tée en lieu et place de “espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés”
ou espaces a semi-normes pour “espaces vectoriels topologiques a semi-normes sé-
parés”) fondamentaux.

D’autres espaces, plus spécifiques, seront introduits au fur et a mesure..

Nous utilisons systématiquement la notation suivante: si f est une fonction
bornée sur I'ensemble A, nous posons

[f[]4 := sup | f ()]
€A

FEspace C°(K)

Pour tout compact K de R, C°(K) est l’espace de Banach obtenu en munissant
I'espace vectoriel des fonctions continues sur K de la norme |||, de la convergence
uniforme.

Espace C°(F)

Pour tout fermé non compact F de R", CO(F) est l'espace de Fréchet obtenu
en munissant 'espace vectoriel des fonctions continues sur F' de la convergence
compacte, c’est-a-dire que ¢s(C°(F)) est équivalent a { ||-||x : K compact, K C F }.
En fait on choisit une suite fondamentale (K,,)men de compacts de F (c’est-a-dire
que cette suite est croissante et telle que tout compact de F' est inclus dans un des
K,,) et on munit C°(F) du systéme dénombrable de semi-normes { |-l :m € N }.

FEspace CP(2) pour p € Ny
Pour tout ouvert non vide €2 de R™ et tout p € Ny, CP(QQ) est l’espace de Fréchet
obtenu en munissant 1’espace vectoriel des fonctions p-fois continiment dérivables



24 3. Résultats de Whitney

sur  (continues si p = 0) de la convergence compacte, c’est-a-dire que cs(CP(€2))
est équivalent a { ||D*||; : K compact, K C Q,|a| <p}.

En fait, on choisit une suite fondamentale (Ky;)men de compacts réquliers dans )
(c’est-a-dire telle que K7 # 0, K,, = K2~ C K41 pour tout m € N et UX_, K,,, =
Q) et on munit CP(2) du systeme dénombrable de semi-normes {|-||, 5 :m € N}

ou ||'||p7Km = SUPjq|<p ||Da'||Km‘

Espace C*(S)

Pour tout ouvert non vide 2 de R™, C*(2) est l'espace de Fréchet obtenu en
munissant 1’espace vectoriel des fonctions infiniment contintiment dérivables sur {2
de la convergence compacte, c¢’est-a-dire que cs(C*(£2)) est équivalent a ’ensemble
de semi-normes { [|D*||,; : K compact, K C Q,a € Nj }.

En fait, on choisit une suite fondamentale (K,,)nen de compacts réguliers dans
Q et on munit C**(Q2) du systéme dénombrable de semi-normes {||-||,,, . : m € N}.
Espace DP(K) pour p € Ny

Pour tout compact non vide K de R", DP(K) est l’espace de Banach obtenu en
munissant ’espace vectoriel des fonctions p-fois continiment dérivables (continues
si p=0) sur R" et a support inclus dans K de la convergence uniforme, c’est-a-dire
de la norme |||, &

Espace D*(K)

Pour tout compact non vide K de R™, D*(K) est l’espace de Fréchet obtenu
en munissant l'espace vectoriel des fonctions infiniment continiment dérivables sur
R" et a support inclus dans K de la convergence uniforme, c’est-a-dire du systeme
dénombrable de semi-normes {||-[|,, 5 : m € N}.

Espace DP(2) pour p € Ny

Pour tout ouvert non vide Q2 de R", DP(Q) est l’espace (LB) séparé obtenu en
considérant ’espace vectoriel des fonctions p-fois continiment dérivables sur R™ et
a support compact inclus dans €2 comme étant la limite inductive hyperstricte de la

suite DP(K,,) ot (K,;)men est une suite fondamentale de compacts réguliers dans
Q.

FEspace D®(2)

Pour tout ouvert non vide Q de R, D>*(Q) est l'espace (LF) séparé obtenu en
considérant ’espace vectoriel des fonctions infiniment contintiment dérivables sur
R™ et a support compact inclus dans {2 comme étant la limite inductive hyperstricte

de la suite D>®(K,,) ou (K,,)men est une suite fondamentale de compacts réguliers
dans (2.
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3.2 Jets de Whitney

Définition. Etant donné un fermé propre F de R",

(a) et p € Ny, un p-jet sur F est une famille ordonnée ¢ = (¢a)a|<p de fonctions
continues sur [

(b) un oco-jet sur F, ou plus simplement un jet sur F, est une famille ordonnée
® = (Pa)acny de fonctions continues sur F.

Question.  Etant donné un fermé propre F' de R" et p € NjU{oo}, la question
fondamentale étudiée par H. Whitney est la suivante: quels sont les p-jets sur F' qui
proviennent d’un élément de CP(R™)? c’est-a-dire quels sont les p-jets ¢ sur F' pour
lesquels il existe une fonction f € CP(R") telle que ¢, = (D*f)|r pour tout o € Njj
tel que || < p?

Du point de vue de 'analyse fonctionnelle, ce probleme peut étre exposé de la
maniere suivante.

Pour tout fermé propre F' de R™ et tout p € Nj U {co}, 'opérateur restriction

Rpp: CP(R™) — [ C°(F);  f+ ((D*f)lr)

|| <p

la|<p

est bien str un opérateur linéaire continu. Si on le considere, le probleme revient a
demander une caractérisation des éléments de 'image de cet opérateur R, ou, ce
qui revient au méme, & demander une description des éléments de CP(R") /ker(Rp,).

En recourant a la formule limitée de Taylor, il est aisé d’établir des conditions
nécessaires.

Etant donné p € Ny, f € CP(R") et # € R", on a bien siir D*f € CP~l*/(R") pour
tout @ € Ny tel que |a| < p et le développement de Taylor de D®f en z est donnée
par

Dots
O S

181<p—|a
et le reste par

(R2f) (y) = D°f(y) — TP (D" f)(y).

Cela étant, pour g = Rf et pour g = Sf, la formule limitée de Taylor affirme
I'existence de 6 €]0, 1] tel que

a+B T — 7)) — a+B T
(rrg) )= Y, D AEIm I =By

18|=p—lal
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De la sorte, en recourant a la continuité uniforme des dérivées d’ordre p de g sur
tout compact de R™, nous obtenons que, pour tout compact K de R",

[(R2f), ()|

eyek |y —azf7°
0<|y—=|<t

—0 s1 t—0.

Remarquons alors que, si le p-jet ¢ sur F provient de cette fonction f, nous avons
0o = (D*f)|F pour tout o € Njj tel que || < p et ainsi tout peut se transposer aux
éléments ¢, de @ sauf D Pg(z + 0(y — z)).

Cela étant, introduisons les notations suivantes.

Notations. FEtant donné un ¢-jet ¢ sur le fermé propre F' de R" avec q €
No U {0}, p € Ny tel que p < ¢, a € Ny tel que |a| < p, z € F et y € R", nous
posons

(mre), = 3 Lol
|8]<p—|| p
et

(Rie) () = ¢a(y) — (T20)aly)-

Proposition 3.2.1 Pour tout q-jet @ sur le fermé propre F de R™ avec q €
No U {oc}, p € Ny tel que p < q, a € Ny tel que |a| < p et x € R, (TPp), est un
polynome de degré p — |a| sur R™ tel que

Dy (T2¢),,(y) = (T2#),,, 5(v)

pour tout B € N tel que |B| <p— |a].
De plus, pour tous x, z € F' ety € R", on a

Rip) . @
(Tre) () — (TPe) () = > %(y —z)’.

1B|<p—|al

Preuve.  D’une part, nous avons successivement

DY (TPe)(y) = > M@—fﬂ)”’"

_ |
e (7 0
By
— Do T
=Y wd—f()(y —a)’ = (T0¢) . 5(v)
161 <p—lo—15]

(en (), nous avons recouru a 6 =y — f3).
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D’autre part, notons tout d’abord que

o), = 3 el iy
6] <p—|e]
90a+5 25 (x —2)"
! (6 —p)!
|5|SP |ev] B<é
= (y — x)ﬁ Patpy(2 y
ST U 5 e,
181<p—|e ' [vI<p—|al—|B] .
(en (x), nous avons développé; en (kk), nous avons permuté les sommes en posant
v =06 —f3). Cela étant, il vient
D _ Patp(T) _N\B
(Tre) ()= S )
1B1<p—|a
5 3 U (1), 0+ (), @)
(*) 5| ¥ a+f =¥ a+p
181<p—|e
- (y —x)° Poctf++(2)
=Y T > %(m —2)" + (RLy) (@)
1B1<p—|a] [v|<p—|al—|8]
(Rzep), . 5(2)
o (TP) )+ > ——(y—z)f
3!
1B1<p—|a

(en (x), nous recourons a la définition de (REp)  (z); en (sx), nous explicitons

a+p3
(TP¢)ats(x); en (% *), nous recourons & la formule précédente).y

Définition.  Soit K un compact non vide de R"™.
Si p € Ny, un p-jet de Whitney sur K est un p-jet ¢ = (q)|a|<p sur K tel que

|(R2p),(v)]

— 0 s1 t—0.
|p—|a\

||(P p, Kt := sup sup

lal<p zyeK |y — X
0<|z—y|<t

Il est clair que leur ensemble est un espace vectoriel sur lequel

12l = sup flpallc +sup [ll, s

|| <p

est une norme pour laquelle on vérifie directement qu’il est complet. Nous avons
ainsi défini l’espace de Banach EP(K) des p-jets de Whitney sur K.
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Etablissons quelques propriétés élémentaires relatives a ces espaces EP(K) et a
leurs éléments.

Proposition 3.2.2 Pour tout compact non vide K de R™ et tout p € Ny,
l'opérateur linéaire de restriction

Ri: CP(R") — EP(K);  f ((D°f)|x)

la|<p

est continu.

Preuve.  Pour tout f € C?(R™), nous avons en fait

[(B2f)a(y)]

||RKprK = sup HDafHK + sup sup _ ;L"p_|a| :

|| <p la|<p z, yiK !y

Cela étant, si I est un intervalle compact contenant K, les considérations suivant la
définition des p-jets donnent aussitot

Dath f
R fll, ¢ < sup [[D*f|l 5 + 2 sup Z M

!
fel<r ol<p 550 P

et ainsi, il existe une constante C' > 0 indépendante de f donnant lieu a la majoration
IRk fll, x < Clfll,; Dol la conclusion g

Proposition 3.2.3 Pour tout compact non vide K de R", tout p € N et tout
p € EP(K), on a ¢y € CP(K°) et D%y = o sur K° pour tout o € Nf tel que
o] <p.

Preuve.  D’une part, nous avons trivialement ¢, € C°(K°) pour tout a € N
tel que |a] < p. D’autre part, pour tout o € Ny tel que |a| < p, ¢, est une fonction
dérivable sur K° et telle que, pour tout j € {1,...,n}, D90 = Pate;: pour tout
x € K° et tout h € Ry tel que {y: |z —y| <|h|} C K°, nous avons en effet

alr 4 hej) — 0a(T) = hpaye; (T) _ ‘(RL&Hl‘P)a(ZU + he;)

h

_ pllal+1=lal
|z + he; — x|

alors que le second membre de cette égalité tend vers 0 si h € Ry converge vers 0.g

Proposition 3.2.4 Pour tout compact non vide K de R", tout p, r € Ny tels
que r < p et tout o« € Ny tel que |a| <,

a) pour tout @ = (pg)g<p € EP(K), le (r — |al)-jet ¥ = (Vg = Pa+rs)|8/<r—|a| Sur K
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est en fait un (r — |a|)-jet de Whitney sur K;

b) Uopérateur linéaire

L: E7(K) — E7UK); @ = (9p)pisp = ¥ = (Y5 = Pars)pl<r—la

est continu.
Preuve.  Cela résulte aussitot des deux lemmes suivants.g

Lemme 3.2.5 Pour tout compact non vide K de R", tout p € Ny et tout o € Njj
tel que |a| < p,

a) pour tout @ = (¢g)|g<p € EP(K), le (p — |a|)-jet ¥ = (Vg = Pat8)|81<p—|a| Sur K
est en fait un (p — |a|)-jet de Whitney sur K ;

b) Uopérateur linéaire

1:EP(K) — &7 NK); o= (08)ip1<p = ¥ = (¥ = Pats)8l<plal

est continu.

Preuve.  a) résulte aussitot de ce que, pour tout 5 € Ny tel que |B] < p — |¢]
et tous z, y € K distincts, on a

(B 9)50)|  |(Rr)ass(y)

m|p—|a|—\5| o x|p—|a+ﬁ\ )

ly — ly —

b) est alors immédiat.y

Lemme 3.2.6 Pour tout compact non vide K de R™ et tous p, r € Ny tels que
r<p,

a) pour tout @ = (Ya)jaj<p € EP(K), le r-jet P = (Yo = @a)jaj<r sur K est en fail
un r-jet de Whitney sur K;

b) l'opérateur linéaire

J: EV(K) = E'(K); @ = (¢a)aj<p = ¥ = (Yo = Pa)al<r

est continu.

Preuve.  a) Pour tout a € Nj} tel que |a| < r et tous z, y € K distincts, on a

(Bo)a(y) = (Botp)aly) — (Rip)aly) + (B2p)a(y)
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avec
(R)a(y) — (Rp)aly) = Parpl@) (8
ﬁl
r—|al<|B|<p—|al )
donc
RT @ - Rp o]
sy [FE1ol0) = ()t
la|<r  xyeK |y—l‘|r @
0<|z—y|<t
<sup sup v el gy
la|<r  xyeK lal<|8]< 5'
0<[z—y|<t "~ ll<IBI<p—le]

On conclut aussitot.
b) De fait, avec les notations de ’énoncé et la preuve de a), ||9||, ; est majoré
par

sup ||@allx + sup sup Z I ;'ﬂHK ly — 2| + sup ( xso)r@a)||
jol<r ol<r 2y €K oS a<ptal alsr ly = ]

et il existe une constante positive C indépendante de ¢ telle que [|9|], ;- < C'||p]],, z-n
Cela étant, nous sommes préts pour introduire les définitions suivantes.

Définition. a) Un oco-jet de Whitney sur K, on dit aussi plus simplement
un jet de Whitney sur K, est un oo-jet ¢ = (¢a)acny tel que, pour tout p € Ny,
(Pa)jal<p €st un p-jet de Whitney sur K.

Il est clair que leur ensemble est un espace vectoriel sur lequel {|-| b PE No}
induit une structure d’espace de Fréchet. Nous avons ainsi introduit [’espace de
Fréchet £*(K), bien souvent noté £(K) tout simplement.

On a bien str

E(K) = proj,&(K).

Définitions.  Soit F' un fermé propre non compact de R".

a) Si p € Ny, un p-jet de Whitney sur F est un p-jet ¢ = (¢a)acny sur F tel que
el € EP(K) pour tout compact K C F.

Leur ensemble est un espace vectoriel sur lequel {||-||, x :m € N} induit une
structure d’espace de Fréchet ((K,,)men étant bien sir une suite fondamentale de
compacts dans F'). Nous avons ainsi introduit I’espace de Fréchet EP(F'). On a bien
sur

EV(F) = proj,, &7 (Kom).
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b) Un oco-jet de Whitney sur I, on dit aussi plus simplement un jet de Whitney
sur F', est un oco-jet ¢ = (Pa)acnn sur F tel que | € E(K) pour tout compact
K CF.

Il est clair que leur ensemble est un espace vectoriel sur lequel {{|-[|,, ;. :m € N}
induit une structure d’espace de Fréchet. Nous avons ainsi introduit [’espace de
Fréchet £°(F), bien souvent noté £(F') tout simplement.

On a bien str

S(F) = pI'OJmS(Km) = prijgp(F)‘

Les Propositions 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 conduisent alors aussitot aux propriétés
élémentaires suivantes qui les généralisent.

Théoréme 3.2.7 Pour tout fermé propre F' de R™ et tout p € Ny U {o0},

a) lopérateur linéaire de restriction
Rp: CP(R™) — EX(F); [ ((Daf)]F)|a|§p

est continu.

b) pour tout ¢ € EP(F), po appartient a CP(F°) et est tel que Dy = @, sur F°
pour tout v € N tel que || < p.

c) pour tout r € Ng U {oo} tel que r < p et tout a € Nf tel que |a| <,

c.i) pour tout ¢ = (pg)ipi<p € EP(F), le (r — |al)-jet = (V5 = ats)isi<ria) SUT
F est en fait un (r — |a|)-jet de Whitney sur F;

c.il) Uopérateur linéaire

L: EP(F) — E71UF); o = (pp)ipip = % = (U = ©ats)si<r—|al

est continu.g

3.3 Le théoréme de Whitney (cas fini), [40]

La preuve du théoreme de Whitney dans le cas fini repose sur une construction
élaborée d’une partition D> et localement finie de I'unité sur R™ \ F'; F' étant un
fermé propre de R™.

Construction.  Soit F' un fermé propre de R".
a) Obtention de la partition { L, ; : m > mp,1 < j < J(m)} de R\ F.
Pour tout m € N, posons

Fn={yeR":dy F)<27?"}.
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Ces ensembles F},, sont bien str des fermés d’intersection égale a F'.

Comme F est un fermé propre de R", il existe un premier entier mg tel que
le réseau d’équidistance 272(m0+2) /\ /n contienne au moins une maille d’adhérence
disjointe de F),,,. Ces mailles étant dénombrables, numérotons-les: nous obtenons
les semi-cubes I, ; avec 1 < j < J(myg), J(my) étant éventuellement égal a oo.
Remarquons que nous avons évidemment

2—2m0 S d(Imo,j7 F)7 VJ S J(m0>

Cela étant, nous obtenons les I,,, ; au moyen de la récurrence suivante. Si les
mailles [, ; sont obtenues pour tout k € {myg,...,m — 1} et tout j € N tel que
j < J(k), alors les mailles I,,; correspondent & une numérotation des mailles du
réseau d’équidistance 272m+2) /, /n, d’adhérence disjointe de F' et non incluses dans
une des mailles retenues auparavant. Nous avons donc bien évidemment

27 < d(I,,;, F), Vj<J(m),

mais aussi bien davantage.

Ainsi, tout point yo de 'ensemble {y : d(y, F) > 27%™0 } n’appartenant pas a
U221 Imy,; appartient & un des In,,11,; car la boule { y : [y — yo| < 2720 — 2-2(mot1 4
est alors incluse dans R™\ F},,+1 et contient 'adhérence de toute maille I du réseau
d’équidistance 272(moF1+2) /. /p contenant yo: en effet, pour une telle maille I, on
aalors I C {y:|y—yo| <272m™3) } avec 276 < 1 — 272 En conséquence, nous
avons obtenu I'inclusion

mo+1 J(m)

U U Ly {y:dy.F) =27} SR\ F,,

k=mo j=1

ainsi que le fait que tout point y d'un des I,,,, ; ne peut appartenir qu’a la frontiere
de mailles retenues des types I,,,; ou L4140
De maniere analogue, on obtient

m+1 J(m)

U U Lo {y:dy.F) 22"} SR\ F,, Vm>my

k=mgo j=1

ainsi que le fait que tout point y d'un des I,,, ; avec m > my ne peut appartenir qu’a
la fronticre de mailles retenues des types I,,—1, Im; ou Ippyry.
Des lors, pour tout m < mq et tout j < J(m), nous avons

92(m+2)

o

d(]m]a F) < 2—2(m—1) + 2—2(m—1+2) o
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b) Définition des points ¢y, ; et des cubes compacts L,
Pour tous entiers m > myg et j < J(m), désignons par ¢, ; le centre de la maille
I, ;. Nous avons bien str

272m < d(emj, F),  Ym > mg, V5 < J(m),
malis aussi
d<cm,j7 F) S 272(7”71) + 272(m+1)’ Vm > mo,Vj S J(m)

Pour tous entiers m > myg et j < J(m), désignons par I}, ; le cube compact de
centre ¢y, ; et de coté 122720m+2) /\/n. Nous avons donc I, ; C I, .° et il est clair
que tout point de R™\ F est le centre d’une boule ne rencontrant que 2™ de ces cubes
I}, ;- De plus, nous obtenons aisément que

2—2(m+2)
- <
N

c) Définition des fonctions 1, ; et 1.
Pour tous entiers m > myg et j < J(m), la fonction

2—2m

dly, F) <272m%3 Wy eI . Ym >mg,Vj < J(m).

m]’

19— 2(m+2)
64 n

appartient a D®(R"), a son support inclus dans I, ; et est identique a 1 sur I, ;.
De plus, pour tout a € N, il existe une constante C?, > 0, indépendante de m et
de 7, telle que

Yimg = X6 % Ps OUO =

< C,
R — (2 2m— 10/\/_)|a\’

D% 51

VYm > mg,Vj < J(m).

Des lors,
o0 J m)

=2 D Ynsly

m=mgo j=1

est une fonction appartenant a C*(R"™ \ F) telle que
1<$() <2, WeR\F,

et
2"0’
(2 2(m+1) 10/\/—)\ al’

d) Définition des fonctions v, ;.

Ll

Vo € Ni,Vm > mg,Vj < J(m).
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Pour tous entiers m > mq et j < J(m), posons enfin

_ wm,j
’me - w .

Ces fonctions 7, ; constituent clairement une partition D> et localement finie de
I'unité sur R™\ F'.
En plus, établissons que, pour tout a € Ny, il existe une constante C, > 0 telle
que
D ()] - !y, F) < Co, Wy € R\ F¥m > mo, Vj < J(m).

Pour a = 0, c’est trivial. Pour o € Nf différent de 0, nous devons d’abord
remarquer que D%y, ;(y) s’écrit sous la forme

1
W *Oam,i (V)

avec ¢ > 1 sur R" \ F, O,,,; étant une somme finie de termes du type suivant:
chaque terme est un produit fini de |a| + 1 facteurs du type D%y ou DP4,, ; avec
B < «, la somme des ordres de dérivation étant égal a |«|. Pour conclure, il suffit
alors de noter que les puissances de 27™ s’auto-détruisent.

Au total, nous sommes arrivés au résultat suivant.

Proposition 3.3.1 Pour tout fermé propre F' de R", il existe une partition D>
et localement finie de l'unité sur R™ \ F, du type

{Ym; m>me, 1 <5< J(m)}

ot mg, m et j sont des entiers strictement positifs et ou J(m) est un entier stricte-
ment positif ou oo, telle que

a) Ym;(y) # 0 = 2™ < d(y,F) < 272™%3: en particulier, si la suite (y;)ien de
R™\ F' converge vers xy € F et si on a Y (1),5(0) (y1) # 0 pour tout I € N, alors on a
m(l) — oo,

b) Y (y) - Y jr(y) # 0 = [m —m'| < 1;
c) pour tout o € N, il existe une constante C, > 0 telle que

DY ()| - N (y, F) < C,

pour tous y € R\ F, m > myg et 7 < J(m).y
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Théoréme 3.3.2 (Whitney, cas fini, 1934, [40]) Pour tout p € N et tout
fermé propre F' de R™, il existe un opérateur linéaire continu d’extension

Ep,: EP(F) — CP(R")
dont les images sont C*> sur R™ \ F.

Preuve.  Nous allons utiliser les notations de la construction précédente ainsi
que, bien str, la proposition précédente.

Pour tous entiers m > mg et j < J(m), soit x,,; un point de F' réalisant la
distance de supp(ym ;) a F.

Cela étant, nous allons établir que 'application Ep,, définie sur EP(F) selon

wo(x), Ve e F

0o J(m)

(Erpp)(z) = Z Z (Tfm,j(to)o(x) Amj(x), Vo R\ F,

m=mo j=1

convient.

a) Etablissons tout d’abord que, pour tout ¢ € EP(F), la fonction Ep,p est définie
sur R"™, appartient a CP(R"™) et est C* sur R™\ F.
a.1) La fonction Epyp est définie sur R™.

Sur F, sa définition est triviale et, sur R™ \ F elle résulte aussitot du fait que
les fonctions 7, ; constituent une partition localement finie de 'unité sur R™ \ F'.

a.2) La fonction Epyp est C*° sur R™\ F.

Sur R"\ F', Ep,p est en fait une série localement finie de fonctions appartenant
a D>®(R"™\ F). Cela étant, remarquons que ses dérivées sur R™ \ F' s’obtiennent en
considérant la série des dérivées terme a terme correspondante.

a.3) La fonction Epyp est CP sur F° et on a

D*(Erpp)|re = @alro

pour tout o € N tel que || < p.

Cela résulte des deux considérations suivantes. D’une part, il est clair que @, |po

est une fonction continue sur F° pour tout o € Ny tel que |a| < p. D’autre part,

pour tout o € Nj} tel que |a| < p, tout = € F°, tout k € {1,...,n} et tout h € R,

tel que |h| < d(z,R™\ F), le 1-jet ¥ = (g = Pa+ts)|8<1 sur K est de Whitney donc
tel que

[(Batp)o(@ + hew)| _ | @al(x + her) — pa(2)

|l h

converge vers 0 sir A — 0.

— Pathey ([L’)
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a.4) Pour tout o € NJ} tel que |a] < p, la fonction

[ DY(Eppp)(z), Yr e R"\ F,
go) = { Va(T), Vx € F.

est continue sur R™.

Vu ce qui précede, nous savons déja que ces fonctions g, sont continues sur F et
sur R™ \ F. Il nous reste donc a établir qu’elles sont continues en tout point de la
frontiere de F' par rapport a R™\ F°. Considérons donc un multi-indice a tel que
|a| < p et un point xy de OF. Pour conclure ce point, nous allons établir que, pour
toute suite (y;)eny de R™\ F' convergente vers g, nous avons g, (1) — ga(xo). A cet
effet, pour tout [ € N, soit z; un point de F' réalisant la distance de y; a F'.

Nous procédons en deux temps.

Cas oo = 0. Comme nous avons

(7% @) () = (1 — 20)” — o)

si [ — oo, il suffit de prouver que

golur) — (T2 szx 2o = (T2,0)0(u) Yons ()

m=mg j=1

converge vers 0 si [ — oo. Vu une formule établie a la Proposition 3.2.1, le module
de goy) — (T2,)(y) est majoré par

oo J(m)

Z Z Z ’ RxO‘P xw)l }(yl —xm,j)ﬁhm,j(yz)-

m=mo j=1 |B|<p

Vu la présence des v, j(y;) et de ZI A1<p dans cette expression, cette série comporte
au plus 2"(p + 1)" termes non nuls. On conclut alors aussitot au moyen des con-
sidérations suivantes:

(i) comme la suite (y;)en converge vers xo, il existe une partie compacte K de F' a
laquelle z appartient ainsi que tous les points z,, ; pour lesquels les v, ;(y;) different
de 0.

(ii) nous avons d(y;, F') — 0 si | — oo. Des lors, si on a vma)0)(y) 7# 0 pour tout
[ € N, on a nécessairement m(l) — oo.

(iii) si Vim,jo) (u) differe de 0, nous avons

|.1'm )30 — LL'O} < d ylaF) + d(yl,l’o) < 272m(l)+3 + d(yl,xo).
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(iv) st Ym@),j0 (1) €t Yoy, (y) different de 0, |m(1) —m/(1)| est majoré par 1.
(v) nous avons
swp | (2 @)s(x)| — 0
reK
0<|zg—z|<t
sit— 0%,
Cas 0 < |a| < p. Remarquons tout d’abord que

(Tt = 3 £osalt) 2y
<p—la

converge vers ¢, (o) si | — 0o car on a z; — xg si | — o0.
Cela étant, pour tout [ € N, notons que nous avons

oo J(m)

D™ (Erye)w) = Y. DD ((T2, )y s ) ()

m=mg j=1

oo J(m)

=D D> CUTL, ), o) D ym(u)

m=mg j=1 <«

donc

DQ(EFpQO)(yz) — (T7) ()

Z chﬁ( xm]QO a— B<yl) (T (P)a 5(yl)>Dﬁ7m,j(yl)

m=mg j=1 B<a

car, pour tout 3 € Nj tel que § < « et différent de 0, > " Z;]i”f) DP,,..(y1) est
égal a 0. De la, nous tirons

ID(Brpe) (1) — (T2 ) alyr)|

Y YYa Y

mmmo 121 B<ec  ri<p—tal+g VA~
ot = @ [P (g — )] D% ()] -

(B2, @)apia(2)
g [P TP

Or si on a D%y, ;(y) # 0, on doit avoir y; € I}, ; donc
|21 — T g| < |21 — yi| 4+ diam(7}, ;) +d(1}, ;, F)

m,j)

avec bien sir d(1}, ;, F') < |z — | ainsi que
17 2—2(m+2)

d. _[/ N — _2—2(m+2) < 2—2m - < d I/ F

iam(I}, ;) T < 3 > (L g F)
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donc |z — T j| < 3|z — yi|. Deés lors nous avons

20— @ g [P (g — 20)7] D ()]
< gty — 2 — 7 D ()| < 87y — "

On conclut alors comme dans le cas o = 0.

a.5) Pour tout o € Ni tel que || < p, la fonction g, € C°(R™) est dérivable et, pour
tout k € {1,...,n}, on a Dyga = gare, € C°(R™). Au total, nous avons gy € CP(R™)
et D*go = go pour tout o € N tel que |a] < p. En fait, vu ce qui précede, il nous
reste tout simplement a établir que, pour tout o € N tel que |a| < p, tout zy € OF
et tout k € {1,...,n},

ga (0 + hey) — galwo)
h

Dkga (ZL’()) = }1111%
heRg

a un sens et vaut goe, (7o)
Deux cas peuvent se prsenter.
(i) Cas xo + hey € F. Dans ce cas, nous avons

Jo(xo + heg) — gol(x o(To + her) — v (z
(Do L) Zl00) o ) = BRI ID Z a0

_ (BRI @)a(wo + hey)
: .

(b) Cas x¢ + hey € F. Si, par exemple, nous avons h > 0, désignons par h' le point
de [0, h[ tel que zg+h'e, € F et xg+h"ex & F pour tout h” €|h’, h]. Pour les parties
réelle et imaginaire de g, et de ¢, rebaptisées g, et p, respectivement, le théoreme
des accroissements finis procure 6 €)0, 1| tel que

ga($o + hek) - ga<x0)

h - SDOerek (‘T’.O)
oo + hex) = galwo + 1V oo + Wer) — q
_ Yoo + hey) - go(wo + Wey) L ¢ (o (Zc) Palo) e (o
il W (R @) o (w0 + e
(%) n (ga-‘rek (1'0 + h’ek + e(h — h/)ek) — Jotey, ($0)> + E( 0 90) h(/ 0 k)

Pour obtenir le second terme de 1’égalité (x), nous avons explicité

valTo + Mex) = (R ) (w0 + Bex) + (T ) a (a0 + Hey,)
= (R @)a(m0 + Wex) + alw0) + B arte, (10)
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et obtenons

OalTo+ hew) — po(x n 1, i
= ff) o) o Pater(T0) = E(Riﬁolﬂso)a(xo + hley).

Cela étant, la conclusion de ce point est immédiate.
b) L’opérateur Ep,, est linéaire.
C’est évident.
c) Lopérateur linéaire Ep, de EP(F) dans CP(R") est continu.
Il suffit pour cela de démontrer que, pour tout R > 0, il existe un compact
K C F et une constante C' > 0 tels que

1Eep Pl wiai<ry < Clellp . Vo € EP(F).
Comme nous avons (D*(Er,@))|r = ¢a pour tout a € Ny vérifiant |o| < p, nous
avons déja la majoration
HEEPLPHE{;U:\MSR}QF < H‘P“p,{m:p:\SR}ﬂF’ VQO S €p<F)

Considérons a présent 'ensemble A = (R* \ F)N{z:|z| < R}. Il existe un
compact K de F' contenant pour tout y € A, un point z(y) réalisant la distance
de y & F ainsi que les points x,,; correspondants aux couples d’indices (m, j) pour
lesquels y € supp(7y,m,;). Cela étant, pour tout y € A et tout a € Nj tel que |a| < p,
nous avons

D () () = (Th)@)aly) + (D (Brp0)(y) = (Ty@)alv))

avec d'une part

‘(Tf(y)SO)a(y)‘S >, sl )]

|

1B1<p—]al ol
<(p+1)"C” sup ol < (p+1)"CP [l 1

YISP

car ZIBKP-\@I comporte moins de (p + 1)" termes, C désignant une constante
supérieure a 1 + sup{ |y — 2(y)| : y € A}, et, d’autre part, en utilisant une ma-
joration obtenue au point a.4),

‘D“(EF,pSO)@) - (Tf(y)¢)a(y)‘

0o J(m) (RE, ¢)a +7( (y)) .
Yy ya ¥ By )P0y
m=mo j+1 f<a  |y|<p—|a|+|B|

M

1
< 3rerc —2lelon qup sup
Z ol o1<p 2 2CK |z — P~V

lvI<p
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si on pose C!, =sup{Cs: 3 < a}.
D’ou la conclusion.y

3.4 Le théoréme de Whitney (cas infini), [40]

La démonstration du théoreme de Whitney dans le cas infini recourt au théoreme
suivant qui a son intérét propre et au cas fini par I'intermédiaire d’'une méthode “a
la Mittag-Leffler”. Chemin faisant, nous allons établir la surjectivité de 'opérateur
restriction et perdre l'existence d'un opérateur linéaire continu d’extension. Ce
dernier point n’est pas di a une défaillance de la preuve mais bien a une non-
existence en général.

Définition. Si F' est un fermé propre de R", alors
(a) pour tout p € Ny, Z% désigne le sous-espace de Fréchet de CP(R") constitué des
fonctions f telles que D f(x) = 0 pour tout x € F' et tout a € N} tel que |a| < p;
(b) Zr est le sous-espace de Fréchet de C*(R™) constitué des fonctions f telles que
D f(x) = 0 pour tout x € F et tout o € Nj.

Théoreme 3.4.1 (densité) Si F' est un fermé propre de R", alors, pour tout
p € Ng, D®(R"™\ F) est un sous-espace dense dans Ih..
En particulier, Tr est un sous-espace dense dans I% quel que soit p € Ny.

Preuve.  Pour tout entier m € N, rappelons que la fonction régularisée

wm = XR"\FQ/m * P1/m
a les propriétés suivantes

Um € C*(R),

0 S wm S XR7,

U = 1sur R™\ Fypp,,
Uy = 0 sur Fiyp,

et que, pour tout a € Nf, il existe une constante C, > 0 (indépendante de F

d’ailleurs) telle que
||Da77bmHRn S Camw.

Etablissons tout d’abord que, pour tout f € Z%., la suite ( f¢,)men, converge vers
f dans CP(R™). Quitte a considérer Rf et S f séparément, nous pouvons nous limiter
a établir cette propriété pour une fonction f réelle. Les semi-normes naturelles de
CP(R™) sont du type
I, 5 = sup Dl

|| <p
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ol B est une boule compacte de R™ centrée en 0; nous pouvons d’ailleurs nous
limiter aux boules B telles que BN F # 0 et By, = B\ (FU (R"\ F3/,,,)) # 0, ce
qui nous conduit a la situation

If = f¥mll, 5 = sup sup [D*f(x) = D(febm)(2)].

‘CX|Sp meBm

Cela étant, remarquons que, pour tout x € B,, et tout a € N tel que || < p, nous
avons

D% f(2) = D*(fth)(2)| = |D*f(2) = Y CaD’ f(z) - D hya()
B<La
<D f(@)] - (1= (@) + Y CL D’ f(w)] Cog ml717.

B<a

D’une part, le premier terme de cette majorante est majoré par ||[Df||5 et I'ap-
partenance de f a Zp donne ||[D*f||; ~— 0. D’autre part, considérons le deuxieme
terme de cette majorante. Il existe zg € F tel que |z — x| = d(z, BN F) donc tel
que

{@og+0(x —x0) : 0 €[0,1]} C Fypp, N (B +b(3/m)).

Comme f € Z7 est réel, la formule limitée de Taylor affirme pour tout f < «
'existence de 6 €]0, 1| (en fait # dépend de x, x¢, p et ) tel que

(x — x0)”

Dﬁf(.ilj) _ Z Dﬁ—i_’yf(l’() + G(x — $0))
!
[v1=p—18I

(NB: on a D?f(z) = 0 pour tout § € N? tel que |d| < p) donc tel que

Zcﬂ‘Dﬁf {C’ 5m|a| 18|

B<a

1
< D? b > CoCa 3P Y
< EE; H fHFg/m N(B+b(3 ~ -5 e A

ceci conduit a une majoration du type

sup sup Zcﬁ Dﬁf ‘C’ ﬁm|a| sl < ¢ sup

D f
s sy 3 L R
ou C' > 0 est une constante et ou

Sup HD6f||F3/m A(Btb(z) U sim — 00
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car f appartient & Z%. D’ou la conclusion de cette partie de la preuve.
Etant donné f € I, [|-[|, p et € > 0, il existe donc m € N tel que

3

||f f¢m”p,B = 5

Si p € D>®(R™) est identique a 1 sur un voisinage de B, nous avons fi,,¢ € C?(R")
et |[f — fmell,p < /2. Cela étant, considérons la suite ((fYmp) * p1/k)rsm: il
s’agit d’une suite de D*(R") et méme de D>®°(R" \ F') car fi,,p est identiquement
nul sur £, et car nous avons pris soin de ne considérer que les entiers k > m. Cela
étant, les propriétés du produit de convolution permettent d’affirmer que cette suite

converge dans CP(R™) vers fi,,,p donc qu’il existe k € N tel que

[ foms = (fome) * i, 5 < /2,

ce qui suffit pour conclure.g

Théoréme 3.4.2 (Whitney, cas infini, 1934, [40]) Tout jet de Whitney sur
un fermé propre F' de R™ provient d’un élément de C*°(R").

En d’autres termes, pour tout fermé propre F de R™, l"opérateur linéaire continu
de restriction Rp de C*°(R"™) dans E(F') est surjectif.

Preuve.  Soit ¢ un jet de Whitney sur F.

Pour tout m € N, o™ = (¢,)|jaj<m est alors un jet de Whitney d’ordre m sur
F. Des lors, pour tout m € N, EF7m¢(m) — Ep’m_lcp(mfl) appartient a I}ff‘l et, vu
le théoreme de densité précédent, il existe g,,_1 € Zr tel que

(m) _ (m-1) <gm

EF,mflﬁp — gmf1Hm_1’Km71 ~

sup ||EF,mLP

|| <m—1

Cela étant, considérons la suite (fas)aren définie selon
M
far = Epop® + Z Erm@™ — Epp 1™ — Gm—1)

M
= Epn ™ =) gmo1.
m=1

Nous avons fy; € CM(R") pour tout M € N et le choix des g, ; assure que la
suite (farir)ren converge dans CM(R™) vers une fonction f qui, tout compte fait,
appartient des lors & C*°(R™) et donne lieu a D®f(z) = ¢, (x) pour tout x € F et
tout o € Nij.p
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Du théoreme de Whitney cas infini, on déduit aisément le résultat suivant, connu
sous le nom de théoreme de Borel. 1l s’agit plutot d’une généralisation du théoreme
de Borel due a Whitney.

Théoréme 3.4.3 (Borel) Pour toute famille (co)acnn de nombres compleves,
il existe f € C(R™) tel que D*f(0) = ¢, pour tout o € N.

Preuve. 11 s’agit d'un corollaire direct du théoreme précédent car (Ca)aeNg est
bien siir un jet de Whitney sur le fermé F' = {0} 4

Remarque.  Le résultat précédent admet une preuve directe fort simple due a Mirkil
(cf. [17] ou [25], p. 110).

3.5 Théoréeme de Whitney
d’extension analytique, [40]

Proposition 3.5.1 ([23], pp. 161-162) Soient m € NoU{oo} et Q un ouvert
propre de R™.

Si f € C™(Q) est tel que D f(x,,) — 0 pour toute suite (x,)men de Q convergente
vers un point de la frontiere de ) et tout multi-indice « tel que |a| < m, alors la
fonction

o f@) sizeQ
F:R"— C, CL’I—){O siz R\ O
appartient a C™(R™).
Preuve.  Pour tout multi-indice « tel que || < m, il est clair que la fonction

Df(x) sixeQ

F,:R" — C; a:»—>{0 sizeR\Q

est continue sur R”.
Pour conclure, il suffit des lors d’établir que, pour tout multi-indice « tel que
la| < m, la fonction F,, est dérivable sur R” et telle que D, F,, = F, ., sur R" pour

tout £ =1, ..., n. Une récurrence immédiate établit d’ailleurs qu’il suffit de prouver
que, sim =1, on a D, F' = F,, pour tout k € {1,...,n}.
Supposons donc avoir m = 1 et k € {1,...,n}. Il est clair que F' est dérivable

sur QU (R™\ ©)° et que, sur cet ouvert, nous avons D, F' = F,, . Pour conclure, nous
devons donc établir que F est dérivable par rapport a z; en tout point xg € 02 et
que D, F(zg) = 0, c’est-a-dire que

lim F(xzo + hey) — F(xp)

h—0 h
heRg

=0.
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Etant donné h € Ry, deux cas peuvent se présenter:

a) xo + he, € R™\ Q, auquel cas (F(xg + hey) — F(x0))/h = 0;

b) zo + her € Q. Si, par exemple, nous avons h > 0, désignons par h' le point de
0, h[ tel que zg+h'e, € R™\ Q et zg+ h"e; € Q pour tout h” €]h’, h]. Cela étant, si
g représente RF ou SF, g(xg+ tex) est une fonction réelle et continue sur [/, hl, et
dérivable sur 'ouvert |h', h[. Vu le théoréme des accroissements finis, il existe alors
0 €]0, 1] tel que

9(xo + hex) — g(zo) _ glwo + her) — g(xo + Mey)
h h
h—h
h [Dkg]$0+h'€k+9(h—h’)ek

avec |h'ey + 0(h — h')ey| < |h|. La conclusion est alors immédiate.y

Remarque.  Le résultat précédent donne lieu a la construction suivante.

Soient m € NgU {0}, f € C™(R"™) et Q un ouvert propre de R™. Si g € C™(Q) est tel
que [D*(g — f)la,, — 0 pour toute suite (Tpy)men de 2 convergente vers un point de OS2
et tout multi-indice « tel que || < m, alors la fonction

b o o[ 1@ siweRM\Q
' ’ g(z) size

appartient a C™(R™).
De fait, d’une part, la proposition précédente assure que la fonction

0 sizeR"\Q
a:r—>{ g(x) — f(x) siz e

appartient a C™(R"™) et, d’autre part, nous avons h = f + F.O

F:R" — C;

Lemme 3.5.2 (Whitney, Lemma 5, 1934, [40]) Soit m € Ny U {oc}.
Pour tout ¢ € D™(R") et tout k € N, la fonction définie sur C" par

n

Julz) =772 / ply)e M Xt wi iy vaeC,

est holomorphe sur C™ et on a D®fi, =rn D% pour tout o € Ny tel que |a| < m.
En particulier, on a fi, — ¢ dans C"™(R").

Preuve.  D’une part, en posant z = u + iv avec u, v € R" pour tout z € C”,
nous avons

fil(z) = 7r_"/2kn/ o(y) o k2 51 (uy—y;)? —vi+2iv; (u;—y;)) dy, VzeC"

n
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Cela étant, une application directe du théoreme de dérivation des intégrales para-
métriques établit aussitot que cette fonction appartient & C1(R?") et est telle que
(Do, +1Dy,) fie = 0 sur R?*" pour tout j € {1,...,n} donc est holomorphe sur C".
D’autre part, hy(z) = 7~1/2e=12l” ot une fonction A valeurs positives et intégrable
sur R telle que ||| gny = 1, vu la formule de Poisson. Comme ¢ appartient a
D™ (R™), alors, pour tout o € Nii tel que |a| < m, D*p est une fonction bornée et

uniformément continue sur R™ ce qui implique D® fi, =rn D%py

Voici a présent une importante propriété d’approximation au bord des éléments
de C™(Q2), propriété qui sera améliorée dans la suite.

Proposition 3.5.3 (Whitney, Lemma 6, [40]) Soient
(a) Q un ouvert non vide de R";
(b) (2 )ren, une suite d’ouverts bornés de R™ tels que Qo = 0, Q0 C Qp41 pour tout
keN et U2, Qp=Q;
(¢) (ek)ken une suite décroissante de |0, 400];
(d) m un élément de Ny U {oo0}.
Cela étant, pour tout p € N, posons N, =m si m € Ny et N, =p si m = oo.
Pour tout f € C™(2), il existe alors une fonction g holomorphe sur Q* telle que

sup ||[D*f — DagHQ\Qp <eg,, VpeN.
|| <Np

Preuve.  Introduisons tout d’abord une suite (u,),en de D>®(R™). Si pg est le
premier entier p tel que €, # ), nous posons uy = ... = uy,—1 = 0 et choisissons
uy, € D®(R") identique a 1 sur un voisinage de Hy, := €, ., et a support inclus dans
,,+2. Ensuite, pour tout entier p > pg, nous choisissons u, € D>*(R") identique
a 1 sur un voisinage du compact H, = Q \ ©, et a support inclus dans I'ouvert
Qpi2 \ Q4.

Ensuite, nous posons My = ... = M,,_; = 0 puis, pour tout entier p > py,

M, := sup HDaupHRn§
|a| <Np

nous avons donc M, > 1 pour tout p > py.
Enfin introduisons la suite (G, ),en, de O(C") au moyen de la récurrence suivante.

Comme point de départ, nous posons Gy = ... = Gp,—1 = 0 et, comme regle de
récurrence pour p > pg, nous adoptons

p—

Gp(z) == 7T_”/2k;‘ /R" up(y) (f(y) — Z Gs(y)> ek Xjm () gy

1
s=0
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oll, ayant posé v, = u,(f — };é Gs), k, > 0 est choisi suffisamment grand pour

que
—2

2R ol €797 mes(Qp40) < 277

et

Ep+i Ep
sup ||D*v, — D*G < P <
o] <Np1 1D, plos,, 2p+3(N +1+ 1)'Mp+1 243

en recourant a la proposition précédente pour obtenir cette deuxieme majoration:
nous avons en effet v, € D™(R™).

Cela étant, établissons que, pour tout entier p > pg, nous avons

Ep
= 9p+1’

sup [|DG|lg; <

|| <Np

Comme u,_; prend la valeur 1 sur un voisinage V,,_; du compact H,_;, nous avons

p—1
Vpo1 — Gpo1 = f — E Gssur V,_;
s=0

donc

p—1
Def = DQZG < sup D%yt = DGyl

sup
|o| <Np

Hp_1
< “p
= 202(N, + 1)!M,

et, par conséquent,

sup ||ID* UPHH < |SUP Zcﬁ HDﬁuP“Rn

Def G
|a|<Np Np B<a <f Z )

8 €p Ep
S sup ZCa2p+2(Np_|_ 1)! < op+2°

Hy 1

(ona Y ,2° = 2lel et 2Mv < (N, + 1)!). Comme u, est identique & 0 sur un

voisinage de €2, ces inégalités s’étendent sur €2,_;. Au total, nous obtenons

p—1»
€
D _p_
\jg%pu velloy < 353
donc
€
sup DGy, < sup DG, — Dyl + sup D%l < 505

|| <Np || <Np la|<Np
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Pour conclure, nous allons établir que la série g := Z;il G, convient.

D’une part, considérons la restriction de cette série a 2. Pour tout compact
K C €, il existe un entier p > p, tel que K C 2,. Cela étant, pour tout a € Nfj tel
que |a] < N, il vient

00 p—1 e

o & €s
E IID GsHQg < E D GJ'HQ; +Z 9s+1 < 00.
s=1 s=1 S=p

Il s’ensuit déja que g appartient a C*(2) et donne lieu & D%g = Z;o:l D*G,. Des
lors, nous obtenons de suite

ID*f = Dll,, < [D*f =D*(Gi+ -+ Glly, + > ID*Gslly, <&y

s=p+1

pour tout entier p > py et tout o € Ny tel que || < N,41. Les inégalités annoncées
dans I'énoncé ont donc lieu.
D’autre part, considérons la restriction de cette série g a Q2*. Comme les fonctions
G, sont holomorphes sur C", il suffit, pour conclure définitivement cette preuve,
d’établir que la série g converge uniformément sur tout compact H de Q*.
Etablissons d’abord, par contradiction, qu’il existe un entier p; € N tel que

52 ::inf{Z((uj—yj)z—v?) cu,v,y € R u+iv € Hyy € Q) } > 0.

j=1

En effet, si ce n’est pas le cas, il existe des suites u,, v, et y, de R™ telles que
us + v, € H, ys & Qs et 337 (usj — ys5)° — v2;) — 0. Quitte a recourir a des
sous-suites, nous pouvons supposer avoir u, + ivs — ug + vy € H et ys — yo € 052.
Ceci conduit a la contradiction

‘00‘2 = |ug — yo‘2 > d*(ug, 00).

Cela étant, pour tout entier p > sup{p;,1/0} et tout point z = u + v € H tel
que u, v € R™, nous avons

1Gy(2)]| < W_”/ng |Vp |l gn / e~ Ho jma (5 —v3)* =) gy
Q;-o-z\ﬂpfl

<7 (g e

mes(§),,,) <277,
ce qui suffit pour conclure.g

Nous sommes a présent en mesure de prouver le résultat fondamental suivant de
Whitney.
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Théoréme 3.5.4 (Whitney, cas analytique, 1934, [40]) Soit p € NgU{oo}.
Tout p-jet de Whitney sur un fermé propre F de R™ provient d’une fonction
appartenant a CP(R™) admettant un prolongement holomorphe sur (R™\ F)*.

Preuve.  Vu les théoremes de prolongement de Whitney 3.3.2 et 3.4.2, nous
savons déja que tout p-jet de Whitney ¢ sur F' provient d’une fonction g € C?(R")
qui est C* sur R\ F.

Vu la proposition précédente appliquée a l'ouvert Q2 = R" \ F, aux ouverts
Qe ={x:|z| <k,dz,F)>1/k}, aux gy = 1/k et & m = o0, il existe une fonction
h holomorphe sur * telle que

sup [[D%g — D*h|[g\q, <€, VpEN.

la|<p

Pour conclure, il suffit de prouver que la fonction

Cmon . f(x)=g(x) sizeF
[ R =G xH{f(x):gL(x) siz e

appartient a CP(R™). Cela résulte aussitot de la proposition 3.5.1 et de la remarque
qui la suit.y



Chapitre 4

Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension douce

4.1 Position du probleme

Nous venons d’établir que, pour tout fermé propre F' de R™, I'opérateur linéaire
continu de restriction

Rp:C*(R") = E(F);  fr— (D*f|r)acny

est surjectif, les espaces C*°(R") et £(F') étant de Fréchet.

Se pose alors tout naturellement la question de savoir si Rr admet un inverse
linéaire continu a droite, encore appelé “opérateur linéaire continu d’extension” et
noté

Ep: E(F) — C™(R").

4.2 Premiere réponse négative

Proposition 4.2.1 [] n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension de
E({0}) dans C*(R"), c’est-a-dire que, dans le cas de Borel, la réponse est négative.

Preuve.  Procédons par ’absurde. Supposons qu’il existe un opérateur linéaire
continu d’extension E de £({0}) dans C>*(R"). Choisissons alors une fonction
¢ € D>*(R™) identique a 1 sur un voisinage de 0 et a support inclus dans b =
{z e R": |z| < 1}. Il est alors aisé de vérifier que

E,: £({0}) = D*(b); c+ ¢-Ec
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est une injection linéaire et continue alors que
Ryoy: EAE({0}) — €({0})

est aussi un opérateur linéaire continu. Il s’ensuit que les espaces CNo = £({0}) et
E,E({0}) sont isomorphes. Ceci est absurde car E1E({0}) a une norme continue,
|||, par exemple, alors que Co n’en n’a pas.,

En fait, la preuve précédente peut étre géneralisée et donner lieu au résultat
suivant.

Théoreme 4.2.2 Quel que soit le compact non vide K inclus dans un hyperplan
de R", il n’existe pas d’opérateur linéaire continu d’extension de E(K) dans C*(R").

Preuve.  Quitte a effectuer une translation et une rotation, nous pouvons sup-
poser avoir K C {x : x; = 0}. Soit de plus ¥ un élément de D>°(R") identique a 1
sur b={x:d(x,K) <1/2} et a support inclus dans H = {z : d(z, K) <1}.

Si F est un opérateur linéaire continu d’extension de £(K) dans C*°(R"), il est
aisé de vérifier que

E,: E(K)—D>*(H); ¢—1-Ep

est un isomorphisme entre £(K) et son image.
Comme E;E(K) est inclus dans D*°(H), il a une norme continue, a savoir ||| -
Comme FE; est un opérateur linéaire continu, il existe alors p € Ny et C' > 0 tels que

1Evlly < Cliellk,, Vee(K).

Ceci implique que |[|-[| -, est une norme continue sur £(K). Or le jet

P = ((Da$]1)+1) |K)a€N3

appartient assurément a &(K), differe de 0 et vérifie |[¢||,, = 0. D’olt une contra-
diction.y

4.3 Premieres réponses positives

Théoréme 4.3.1 (Mityagin, 1961, [18]) I existe un opérateur linéaire con-
tinu d’extension de E([—1,1]) dans C*(R) 4

Pour la preuve de ce résultat, nous référons a [18]. Cette preuve sort du cadre
de ce cours; elle recourt aux notions d’espace nucléaire et d’espace de Fréchet ayant
la propriété (€2) ou la propriété (DN).

Par contre voici une réponse positive avec preuve: il s’agit d’un rare cas ou
I’existence ne requiert pas une “artillerie” trop lourde.
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Lemme 4.3.2 [] existe des suites (am)men, €t (bm)men, de nombres réels tels
que

(a) by, < 0 et by, — —00;
(b) >, |am| b |" < 00 pour tout k € Ny;
(c) Do = 1 pour tout k € Ny.

Preuve.  Posons b,, = —2™ pour tout m € Ny; la condition (a) de I’énoncé est
assurément vérifiée.
Pour tout p € Ny, considérons le systeme

P
benxm,pzlpourk‘:(),...,p

m=0

Il s’agit clairement d’un systeme de p+ 1 équations linéaires a coefficients constants.
De plus, la matrice des coefficients est de Vandermonde et a pour déterminant

p

D, = (-1 V2 T] (5 - 1),
i,j=0
i<j
c’est-a-dire un nombre non nul. Cela étant, les solutions a,,, avec m = 0, ..., p sont
données par la formule de Cramer sous la forme a,,, = N, /D, avec (en utilisant

une nouvelle fois la méthode de Vandermonde)

4 m—1 4
Ny = (1@ T i =b)(-0)™ [T =) T -0,
2,J=0 k=0 I=m+1

i<giEmg£Em

c’est-a-dire
T —bk L1y

kobk O s O — b1
ou encore @y, , = Ay, By, avec
mol oy ok
AozletAm:gﬂpourm—l P

et

P l
1+2
B, p = || 2l_2mpourm:O,...,p—lethvp:L
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Cela étant, d'une part, vis-a-vis de la suite (A,,)men,, NOUS avons

m—1

k m—1 5k41

2m—1
k=0

pour tout m € N donc |A,,| < 2(8m—m?)/2 pour tout m € Ny. D’autre part, pour

tout m € Ny, remarquons que (B,,,)p>m+1 €st une suite croissante et majorée par

e* car nous avons

1+2m 142
Z 1n<1+ _2m>— Z ol _ om

l=m+1 l=m+1
p 2 . 2m p
< _— <2 gmtl=l < 4.
— Z 2m<21—m _ 1) — Z - 7
l=m+1 l=m+1

cela étant cette suite converge vers un nombre B,, < e?.
Cela étant, établissons que les nombres a,, = A,,B,, conviennent.
D’une part, la condition (b) est vérifiée car nous avons

> ] [b]* <D et2EmmmD29km < o0 Wk € Ny,
= m=0

D’autre part, établissons que la condition (c) est aussi vérifiée. Posons a,, =
0 pour tous entiers m, p € Ny tels que m > p. 1l est clair que nous avons
> ampbt, = 1 pour tout k = 0, , p. Si nous fixons k£ € Ny, alors, pour
tout p € Ny, la suite (amvpbfn)meNO est un élément de ¢! et nous avons
(a) @ pbk, — apnbl, si p — 00;
D) |am b | < [am] |bm|*, 1a suite (|an| |05 [)men, appartenant & ¢1.
Des lors, le théoreme de la convergence majorée donne > °_, a,,b% = 1.

D’ou la conclusion.g

Théoreme 4.3.3 (Seeley, 1964, [30]) Pour tout demi-espace fermé F de R",
il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F') dans C*(R™).

Preuve.  Nous allons établir ce résultat dans le cas n > 2; la preuve du cas
n = 1 s’en déduit aisément tout en se simplifiant considérablement.
Il est clair que nous pouvons supposer avoir

F={(z,t)eR"!'xR:t>0}.
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Soit ¢ un élément de D°(R) identique a 1 sur [—1/2,1/2] et a support inclus
dans [—1,1]. Soient de plus (@m)men, €t (bm)men, les deux suites dont nous avons
établi I'existence dans le lemme précédent. Nous allons établir que

QD()((L',t) si ¢ Z 0
E:E(F)—-C*R"); ¢ Z At (bt) o (2, bypt) sit <0
m=0

est un opérateur adéquat.

Il est clair que E¢ appartient a C*°(F°) et vérifie D2Df(E@) = p(ax) sur F°
pour tout (a, k) € Nj.

De plus, pour tout r < 0, la série > °_; amt)(bpnt)po(z, byt) est finie sur I'en-
semble R""'x] — oo, r|; il s’ensuit que E¢ appartient & C*°(R™\ F) et que nous
avons

[e%s) k
DD (Ep)(x.t) = > ambl, > CL DIy, [DID; 0] (26,00)
m=0 j=0

sur R™\ F' quel que soit (o, k) € Nj.
Cela étant, établissons tout d’abord que, pour tous a € Ni™! et & € Ny, la
fonction

O(ak) (T, 1) sit>0
00 k
aky: R — C; ,t it k] .
Jlawy: BE = € @0 = 0 5™ b 5™ 0 D7l 2D 0]y 51 £ < 0
m=0 j=0

est continue sur R". A priori elle est continue sur F' et sur R” \ F'. Pour conclure
ce point, il nous suffit donc de prouver que, pour toute suite (z;,t;);eny de R™ \ F
convergente vers un point du type (x¢,0), nous avons fix)(21,t) — @k (Z0,0).
A cet effet, remarquons tout d’abord que, la suite ([Dgw]bmtl)leN converge vers 1 si
7 =0cet vers 0 si 7 > 0 alors que

[Dng_jSOO](xl,bmtl) = Q(ak—j) (@1, bnl) = ak—j)(0,0).

Pour tout m € Ny, nous avons donc

C5, (D7)t DEDE ™ 0] ey pmts) — Plasky (@0, 0)

M-

Jj=0

si [ — oo ainsi que

k
Z C?c [Diw]bmtl [Dngij (po](ll,bmtl)

J=0
i ,
=2 osgggk ”DW)H[—L” osglg)k [ HKX[O’”
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ou K est le compact {x,, :m € Ny}. Nous pouvons alors conclure au moyen du
théoreme de la convergence majorée.

Des lors, pour établir que Er¢ appartient a C*°(R™), il suffit de prouver que,
pour tout (o, k) € Nij, la fonction f,x) est dérivable et telle que D; fax) = flak)+e;
pour tout j € {1,...,n}. Nous savons déja que c’est le cas sur F°U(R™\ F'). Il nous
reste donc a établir que f(qx) est dérivable en (z,0) quel que soit z € R ! et que
ses dérivées d’ordre 1 sont données par ces formules. Pour les dérivées par rapport
axy, ..., Tn_1, cela résulte de ce que, en recourant a la définition des dérivées,

(Rﬁig)k“w(a,k)((x, 0) + he;)

[D; fiok))@0) = fronkyte, (%, 0) = lim

r€Rop

est égal a 0 car ¢ est un jet de Whitney. Pour la dérivation par rapport a ¢,
procédons en deux temps. D’une part, nous avons bien sur

|| +k+1
flapy (@, h) = fiam(®,0) = hfarin(x,0) (R(x,ﬂ) ‘P)(a,k)(x’ h)

lim = lim =0.
h—0 h h—0 h
h>0 h>0

D’autre part, calculons

lim f(oz,k) (-1'7 h) - f(a,k) (:Ea O) — lim ambk ¢(bmh)@(a,k) (-1'7 bmh) — P(a,k) (1'7 O)
h—0 h h—0 m h
h<0 h<0 m=0

h—0
h<0 m=0

) k
) 1 T
1im S anbh S CUD i i (k)
j=1
D’une part, pour tout m € N, nous avons

o1
}IL{% g (¢<bmh)90(a,k)(xv bmh) — Plask) (.T, 0)) = bmgp(mk-&-l)(x? 0)
h<0

ainsi que
k

.1 Ty
}ILEI%) E C}]{: [Djw]bmh gp(a’k_j) ('x7 bmh‘) = O
h<0 = j=1

D’autre part, en posant K = {z} x [0, 1], nous obtenons pour tout h < 0
|90 (b)) (T, bmh) — P(ap) (,0)]

< [(W(bmh) — 1(0)) a2, bnh) | + [D(am) (@ bmh) = G(am) (2, 0)]
< A bl DYl || 20w || ¢ + 171 1ol || Ltais1) ||
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ainsi que

k k
> C D Elonn [0 (2, bmh)| < -] o] D CLID Wl [ ot

j=1 j=1

Par application du théoréme de la convergence majorée dans ¢!, nous obtenons que
la limite cherchée est égale a fi, x+1)(2,0) et nous pouvons conclure cette étape de
la preuve.

Cela étant, il est clair que E est un opérateur linéaire de £(F') dans C*°(R"). Pour
conclure, il nous reste a établir sa continuité. Cela résulte aussitot des considérations
suivantes. Soient K un compact de R" et p € Ny. Posons K1 = KNF et Ky = K\ F.
Il est clair que K5 est un compact inclus dans F'. De plus, nous obtenons directement

sup  sup  [DIDf(E)(x, )]
|a|+k<p (z,t)EK2

<3 fanl Bl sp D]y sup e

||
m=0 0<l<p

K'x[0,1]

ot K’ est le compact projection de K sur R"'. Au total, il vient

sup [DEDiE)||ye < sup[[onlli, +C sup o]
ol +k<p o+ oz

K'x[0,1]
pour une constante C' > 0.5

4.4 Critere local

Définitions. Etant donné des fermés propres F' et M et un compact non vide
K de R", introduisons deux sous-espaces de 'espace localement convexe & (F'):
(a) Tu(F) :={p € E(F) : ¢a|lpnr = 0,YVa € Nj } est en fait un idéal de E(F);
(b) D(K,F) :={p € &(F) :supp(p) C KNF,Ya e Ny }.

Il est clair que D(K, F) = Jp\ ) (F).

Proposition 4.4.1 Si F' est un fermé propre et si K et H sont deur compacts
non vides de R™ tels que H C F et K C H°Y, alors les systémes de semi-normes de
E(F) et de E(H) sont équivalents sur D(K, F').

Preuve. 1l est clair que la topologie de D(K, F'), héritée de E(F'), est plus fine
que celle induite par £(H).



56 4. Opérateurs d’extension douce

Inversement, soit |||, ; une semi-norme canonique de £(F'). Bien sir, nous
pouvons supposer avoir L D H. Cela étant, il est clair d'une part que

sup | all, = sup [|-ally
|ao| <m || <m

a lieu sur D(K, F'). D’autre part, établissons que, pour tout a € Nf tel que |a| < m,
il existe C' > 0 tel que

(Rr@)a)] _

m—|a] —

sup
JWyEL —
muS) ly — o

A cet effet, remarquons d’abord qu’il existe r > 0 tel que (K +b(r)) N (F\ H) = 0.
Cela étant, pour conclure, il suffit de noter que
(a) siz € L\ H et y € K, nous avons |[(R"@)a(y)| = pa(y) avec |y — x| > r donc

(B)aly)| 1 ,
—|al S Tp_‘al H90aHK7

ly — ™

(b)siz € K et ye€ L\ H, nous avons

(RT@)aly)] = (T70)aly) = Pats®) (o

avec |y — x| > r donc

R™p), atsll g P (K, L\ H
(R7'p) E?fglélﬂz:'!w 8l € (K, L\ H)

< C" sup |l |l

ly — =™ s re-lel fr1<m

(c¢)siz,ye€ L\ K, nous avons |[(R"@).(y)| = 0.

Critere 4.4.2 51 F' est un fermé propre de R™, les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F') dans C*(R™);

(b) pour tout fermé propre M de R™, il existe un opérateur linéaire continu d’exten-

sion de Iy (F') dans C*(R™);

(¢) pour tout x € OF, il existe ¢ > 0 et un opérateur linéaire continu d’extension de
D(b(z;¢e), F) dans C*(R™);

(d) pour tout x € OF, il existe € €0, 1] et un opérateur linéaire continu d’extension

de D(b(z;¢e), F N b(x;2¢)) dans C°(R™).
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Preuve.  (a) = (b) a lieu car Jy/(F) est un sous-espace de E(F).
(b) = (c) a lieu car D(b(x;¢€), F') est égal a J(p\p(wie))- (F)-
(¢) = (d) a lieu car

T:D(b(z;¢), FNb(z;2)) — D(b(x;¢), F)

défini par T = 1 avec 1, = @, sur F N b(x;2¢e) et 0 sur F'\ b(z;2¢e) pour tout
a € Njj est évidemment linéaire et continu.

(d) = (a). Pour tout x € JF, il existe donc &, €]0, 1] et un opérateur linéaire
continu d’extension de D (b(x;e,), F' N b(x;2¢,)) dans C(R™).

Il existe un premier entier m; tel que OF N b(0;my) # (). Cela étant, du recou-
vrement ouvert

{b(x;< e,/2) : x € OF Nb(0;my) }

du compact OF N b(0;my), nous pouvons extraire un recouvrement fini; soient w1,
.., Tj) les centres retenus. Ensuite

{b(z;<€,/2) :x € OF Nb(0;my + 1)\ b(0;mq) }
est un recouvrement ouvert du compact
OF N b(0;my + 1)\ UNb(25; < &,,/2)

et nous pouvons en extraire un recouvrement fini; soient x;(1y41, ..., () les centres
retenus. Continuons de la sorte.

Pour tout centre z; retenu, désignons par g; une fonction appartenant a C>°(R")
telle que 0 < g; < xrn, g5 = 1 sur b(x;;6,,/2) et supp(g;) C b(zj; < &4,). Cela
étant, considérons les fonctions f; = ¢y et f; = (1 —¢1)...(1 — gj_1)g; pour tout
entier j > 2. Il est clair que, pour tout j € N, f; appartient a D> (b(z;; < €,,)). De
plus, pour tout 5 € N, établissons par récurrence que nous avons

fik e i =1= (1= g) - (1-gy)

Pour 5 = 1, c’est trivial; de plus, si cette égalité a lieu pour j = 1, ..., k, elle a
également lieu pour k + 1 car

fit ot =10 =g)- (L —g) + (L —g1) - (1 = g)gr+1-

Enfin, pour tout J € N, nous avons

J
ij(x) =1, Vz¢e U}I:lb(xj;sxjﬂ),
=1
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les fonctions fi > J s’annulant identiquement sur U7_, b(x;; €5, /2).

Enfin, pour tout j € N, soit h; un élément de D> (b(x;; 2¢,,)) identique a 1 sur
b(xj; €, ).

Cela étant, établissons que 'opérateur

E: £(F) — C®(R")

défini par
wo(z) Ve € F

v Z hi(2) E;(fiel prva;ee. ) (@) Vo € R"\ F
=1

ou fjp est le jet 1 défini par v, = Zﬁ<a CPDPf; - 0a_p et ot E; est un opérateur
linéaire continu d’extension de &(b(z;;e,,), F' N b(x);2¢,;)) dans C*°(R"), est bien
défini et constitue un opérateur linéaire continu d’extension.

Tout d’abord, prouvons que, pour tout j € N,

Jit E(F) — E(b(xj;64,), F N b(x);2e,,))
= Z CIDAf; - Pa—plPrb(a;;e.,)

BLa

définit un opérateur linéaire continu. Vu le théoreme de Whitney, il est clair que
Jjp appartient a &€ (b(x;; ), F' N b(x;;2e,,)). 1l est tout aussi clair que J; est un
opérateur linéaire. Sa continuité s’établit directement.

Etablissons a priesent que E est un opérateur linéaire continu. Il est clair que
E appartient a C*(R™) car la série qui le définit est localement finie, les boules
b(x;;2¢,,) étant localement finies. Ceci étant, £ est évidemment un opérateur
linéaire dont la continuité s’établit directement.

Pour conclure, prouvons que E est un opérateur d’extension. De E¢ = ¢y sur
F, nous tirons déja que D*(E¢p)(x) = @, (x) pour tout x € F° et tout a € Nj. De
plus, pour tout = € b(zx; €., /2) \ F et tout o € Njj, nous avons

o) k

D*Ep(r) =Y D Ej(fie)(x) =Y D E;(fie)(x)

j=1 j=1

= 2_Jil@)¢al@) = pala)a
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4.5 Reésultats supplémentaires
reposant sur la nature de F

Il existe encore beaucoup d’autres résultats exprimant l’existence ou la non-exis-
tence d’un opérateur linéaire continu d’extension a partir de la nature de F'. Dans
le chapitre 1, nous en formulons quelques-uns et indiquons des références. Leurs
preuves sortent du cadre de ce cours.

4.6 Le critere de Tidten

Convention. Dans ce paragraphe, nous allons introduire, sans preuve, les
éléments qui permettent d’énoncer le critere obtenu par Tidten en 1979 (cf. [32]).
Ce critere établit une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un opérateur
linéaire continu d’extension. Cette condition ne porte pas explicitement sur le fermé
F mais bien sur l'espace E(F).

4.6.1 Espaces nucléaires

Définition.  Un espace localement convexe E est nucléaire si, pour tout p €
cs(E), il existe ¢ € cs(F) tel que p soit nucléaire par rapport a q, c’est-a~dire tel
qu’il existe des suites (¢p,)men de K, (€)men de E et (€, )men de E' telles que

( 0O
Z |em| < 00;
m=1

sup p(em) < 00;

meN
em €07, VmeN;

M
p(6—2<€,€;n>€m>HOSiM—>OO, Ve € E.
\ m=1

Théoréme 4.6.1 a) Tout sous-espace vectoriel d’un espace nucléaire, muni de
la topologie induite, est nucléaire.

b) Tout produit d’espaces nucléaires est nucléaire.

c) Tout quotient d’un espace nucléaire par un sous-espace vectoriel fermé est
nucléaire.g

Définition.  Une semi-norme p sur un espace vectoriel E est pré-hilbertienne
sl existe un semi-produit scalaire (-, -) sur E tel que p(:) = /(-,-) sur E.
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Proposition 4.6.2 Tout espace nucléaire admet un systéme fondamental de
semi-normes pré-hilbertiennes.y

Exemple. L’espace de Fréchet C*(R") est nucléaire.0

Exemple. L’espace s est un espace de Fréchet nucléaire.O
Rappelons que 'espace s des suites rapidement décroissantes est I’espace vecto-
riel

{cewzéilrlw|cm|mk:0,Vk€N}

muni du systéme de semi-normes { g, : £ € N} ou chaque g, est défini selon

~ 1/2
qr(c) == (Z |Cm|2m2k> .
m=1

Critére 4.6.3 (Koémura, Kéomura, 1964) a) Un espace localement convexe E
est nucléaire si et seulement s’il existe un ensemble I tel que E est isomorphe a un
sous-espace vectoriel fermé de s'.

b) Un espace de Fréchet est nucléaire si et seulement s’il est isomorphe a un
sous-espace vectoriel fermé de s" 4

4.6.2 Propriété (DN)

Définition. L’espace de Fréchet (E,{pm :m € N}) a la propriété (DN) s'il
existe une norme continue ||-|| sur E telle que, pour tout k € N il existe [ € N et
C > 0 tels que p2(-) < C'|I]| pi(+) sur E.

On vérifie aisément que cette propriété est indépendante du systeme de semi-
normes { p,, : m € N} choisi.

Critére 4.6.4 Un espace de Fréchet (E,{pm :m € N}) a la propriété (DN) si
et seulement s’il existe une norme continue ||| sur E telle que, pour tous k € N et
0 €]0,1], il existel € N et C > 0 tels que

pe(-) S C " B () sur Ea

Proposition 4.6.5 Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Fréchet qui
a la propriété (DN) a la propriété (DN).y

Exemple.  Pour tout compact non vide K de R™, ’espace de Fréchet D*>®(K)
a la propriété (DN).O

Exemple. L’espace Fréchet nucléaire s a la propriété (DN).O
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4.6.3 La propriété (2)

Définition.  Un espace de Fréchet (E,{p, : m € N}) a la propriété () si,
pour tout [ € N, il existe k& € N tel que, pour tout n € N, il existe 6 €]0,1[ et C' > 0
tels que

pi(e) < Cpi () pi(e)’, Ve € B,
oll, pour une semi-norme p sur F, p* est défini selon

p*(€) := sup |{e,€)|, Ve e€F.
p(e)<1

On vérifie aisément que cette propriété est indépendante du systeme de semi-

normes { p,, : m € N} choisi.

Proposition 4.6.6 a) Si E est un espace de Fréchet ayant la propriété () et
si L est un sous-espace vectoriel fermé de E, alors lespace de Fréchet E/L a la
propriété (2).

b) Tout produit dénombrable d’espaces de Fréchet ayant la propriété () est un
espace de Fréchet ayant la propriété (2).y

Exemple.  Pour tout compact non vide K de R™, D*(K) est un espace de
Fréchet ayant la propriété (2).0

Exemple.  Pour tout ouvert non vide 2 de R™, l’espace de Fréchet C*(2) a
la propriété () mais n'a pas la propriété (DN).O

Exemple. L’espace de Fréchet nucléaire s a les propriétés (DN) et (©2).0
Exemple. Pour tout compact K de R™, le sous-espace de Fréchet Jx de
C*(R™) a la propriété (Q2).0

4.6.4 Un théoréme de scission

Définition. Un espace de Fréchet-Hilbert est un espace de Fréchet dont la
topologie est équivalente a celle déterminée par un systeme dénombrable de semi-
normes pré-hilbertiennes.

Théoréme 4.6.7 (scission, Vogt, [16]) Si
0-EFELFrfta—o

est une suite exacte courte d’espaces de Fréchet-Hilbert, si E a la propriété () et si
G a la propriété (DN), alors la suite se scinde, c’est-a-dire que la surjection linéaire
continue R admet un inverse lin€aire continu a droite.y
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Théoreme 4.6.8 Pour tout espace de Fréchet nucléaire E, il existe un sous-
espace vectoriel fermé L de s et des opérateurs linéaires continus T et R tels que

T R
0—-s—>L—>FE—0
est une suite exacte courte.g
Ces résultats donnent lieu aux théoremes d’isomorphie suivants.

Théoreme 4.6.9 Un espace de Fréchet est isomorphe a un sous-espace vectoriel
fermé de s si et seulement s’il est nucléaire et a la propriété (DN) g

Théoreme 4.6.10 Un espace de Fréchet est isomorphe a un espace quotient de
s si et seulement s’il est nucléaire et a la propriété (2).a

4.6.5 Les résultats de Tidten

Théoréme 4.6.11 (Tidten, 1979, [32]) Si K est un compact non vide de R",
E(K) est un espace de Fréchet nucléaire ayant la propriété (§2).
De plus, les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) E(K) est isomorphe a un sous-espace vectoriel fermé de s;
(b) E(K) a la propriété (DN);

(c) il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(K) dans C*(R™)y

Théoréme 4.6.12 (Tidten, 1979, [32]) Si F' est un fermé propre de R", les
assertions sutvantes sont équivalentes:

(a) il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F) dans C*(R™);

(b) pour tout fermé L de R"™ de complémentaire borné, Jr(F) a la propriété (DN);
(c) pour tout compact K de F, D(K, F) a la propriété (DN);

(d) pour tout x € OF, il existe € > 0 tel que D(b(x;¢), F) a la propriété (DN) 4



Chapitre 5

Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension analytique

5.1 Position du probleme

Dans le chapitre précédent, étant donné un fermé propre F' de R™, nous avons
obtenus des résultats affirmant ’existence d’un opérateur linéaire continu d’exten-
sion de £(F') dans C*(R™).

Comparant ces résultats avec les théoremes de Borel-Ritt ou de Whitney, Val-
divia s’est étonné du fait que I'holomorphie et méme 'analyticité des extensions ne
soient pas envisagées.

La se trouve le point de départ d’une recherche fructueuse.

Dans le développement de cette théorie, nous allons suivre la voie historique; elle
correspond également a un souci pédagogique.

Cela étant, dans ce chapitre, nous allons envisager la question de I'existence des
opérateurs linéaires continus

E: E(F) — C®(R")

d’extension analytique, c’est-a-dire dont les images sont analytiques sur R™ \ F' car
admettant un prolongement holomorphe sur (R™\ F)*.

Dans le chapitre suivant, nous envisagerons ensuite ’existence d’opérateurs liné-
aires continus d’extension holomorphe, c¢’est-a-dire a valeurs dans un espace du type
C*(R™) N O (U) pour un certain ouvert U de C".

A chaque fois, tout repose sur I’obtention d’un théoreme d’approximation portant
sur l'espace BC™(Q).
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Espace BC*™ ()

Pour tout ouvert non vide Q de R™, BC™(Q2) est l’espace de Fréchet obtenu
en munissant ’espace vectoriel des fonctions infiniment continiment dérivables sur
Q) qui sont bornées sur {2 ainsi que chacune de leurs dérivées, de la convergence
uniforme, c’est-a-dire que cs(BC™(2)) est équivalent au systeme dénombrable de
semi-normes {||-[lo,, : p € N}.

5.2 Construction de la suite (\,),cn, [28]

A tout ouvert propre 2 de R™, nous allons associer une suite spéciale (A,).en
de nombres strictement positifs. Sa construction est plutot assez longue et fasti-
dieuse mais tous les ingrédients introduits sont utilisés pour obtenir le théoreme
d’approximation 5.4.1.

Nous introduisons successivement:
(a) une suite { K, : 7 € N} de compacts de R™ tels que K; # 0, KO~ = K, C K74
pour tout r € N et Up2 | K, = ();
(b) pour tout r € N, une fonction u, € D>*(R") telle que

u. =1 sur un voisinage de K2\ (K,41)°,
Supp(ur) C (Kr+3)o \ Kr-

(c) pour tous m, r € N, un entier positif d,,, tel que

dr,m S dr,m+1;
(7“ + 1)d72”,m S dr+1,m
sup 2(m+7‘+1)|a\ ||Daur||Rn S dr,m-
la|<m

(d) pr =dyp, £, = 27Pr+2 et §, = ¢, (3npsz+122T+2)_l pour tout r € N.
Cela étant, pour tout p > 0, nous posons

U(p) = W‘"/Q/ e dy
ly|<p

et remarquons que la formule de Poisson donne W(p) T 1si p T 4o0.
Nous pouvons enfin introduire la suite (A,),en: les A, sont des nombres stricte-
ment positifs obtenus par récurrence et soumis aux conditions suivantes:

A T o0,
pr(1 =¥ (\4,)) < 6,
T 22 A AT P mes(Ky) < 277
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5.3 Résultats auxiliaires, [28]

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, )
désigne un ouvert propre de R™ et f un élément fixe de BC™ ().

Notre attention va se concentrer sur les fonctions Gy, Gy, Ga, ... définies sur
R™ au moyen de la récurrence suivante: comme étape préliminaire, nous posons
Go(x) = 0 et utilisons ensuite la régle de récurrence suivante

Gty =7 [ ) (1100 - 205@)) el gy

pour tout r € N.

Comme les fonctions u, appartiennent a ’espace D>°(R™) et comme la fonction
exp(—A2 | — y|?) est la restriction & R™ de la fonction exp(—A2 > i1 (wj—y;)?) holo-
morphe sur C", les propriétés du produit de convolution assurent que les fonctions
G4, Gg, ... sont analytiques sur R” car elles admettent un prolongement holomorphe
sur C". En fait bien davantage peut étre dit.

Notations. Les nombres suivants

Ny, = sup 2R DAf|, 0 Vm e N

laj<m

vont jouer un role important.
De plus, afin d’alléger quelque peu les notations, nous posons

r—1
Uy :ur(f—ZGs), Vr € N.
s=0

Proposition 5.3.1 Pour tous m, r € N et o € Ny tel que |o| < m, nous avons

ID(f = S 56G) lg < mdrm2 ™1, (5.1)
HDavr”Rn < nmd72~7m27m|a‘, (5.2)
ID°Gllgn < nmd2,, 270 (5.3)

Preuve.  Tout d’abord nous allons établir par récurrence que pour tous m,
r € Net a € Ny tels que |a] < m, nous avons

DGl < Mpd2,, (270D 4 27 D lel, (5.4)

Casr=1.
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Pour tous m € N et a € Nj tels que |o| < m, la définition de n,, conduit a
ID°fllg < nm27 0 (55)

donc, en recourant a la formule de Leibniz, a

1Dl < > C2 D g D4l

BLa
< Npdy g Y Co2-(n DIl (mtDla=5)
BLa
< Ny g (27D 4 2= (mA2) e (5.:6)

et ainsi, par utilisation d’'une propriété classique du produit de convolution, il vient
DG ||gn < Ny (27T 4 27 (mF2))lel, (5.7)

Casr > 1.
A présent, supposons que pour un entier r > 2 et tous s € {1,...,r—1}, m e N
et a € N tels que |a| < m, nous ayons établi que

ID*Gylgn < 2, (27D 4o 27 (mbst) ol

Alors, pour tous m € N et a € NJJ tels que |a| < m, nous obtenons

r—1
D (f =S50 Gollg < 1D fllg + Y ID*Glg

s=1
< Tnmdz—l,m(Z_(m+1) + oo 27 (mAT)) e
< nmdr’m(gf(mﬂ) N 2*(m+7“))|0¢\_ (5.8)
Cela étant, la formule de Leibniz conduit a
D0 [l < 12l (270D - 4 27Dl (5.9)

et des lors il vient
DG, ln < Nypd? g—(m+1) o . 4 9—(mtrtl) Ioz\’
R rm

et ainsi la récurrence est complete.
Pour conclure, il nous reste alors a constater que (5.1) (resp. (5.2); (5.3)) est
une conséquence directe de (5.5) et (5.8) (resp. (5.6) et (5.9); (5.4)).4
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Lemme 5.3.2 Pour tousm, r € N, a € Ny tels que |a| < m et x, y € R", nous
avons

D0, (&) = D0, ()] < 1 lw — gl ngad?y g 2D,

Preuve.  Pour tout j € {1,...,n}, désignons par ¢; le j-eme vecteur unité de
Ni. La formule intégrale de Taylor (cf. Théoreme 3.4.4 de [24]) limitée a l'ordre 1
conduit a

D, (2) = D, (y)| < Yl — yil D50, |

j=1

et nous pouvons conclure aussitot au moyen de (5.2).y

Lemme 5.3.3 Pour tous m, r € N et a € Ny tels que || < m < r, nous avons
-1
”DaGr - DaerRn S Nm+41Er (pr+122r+2) .

Preuve.  Pour tout z € R", nous avons évidemment
|ID*G,(xz) — D%, (x)] < Jy + Jo
ol
J1 = W‘”/QA?/ (I, ()] + [Dw, ()]) e == dy
|z—y[|>0r
< 2npd?, 271 - W(NG)) < 200ngd2, 27
et
Ty = w AL / D%, (y) — Do, ()| 14" dy
‘x_y|§67'
2—(m+1)(|a\+1).

2
< né?’nm-l— 1 d'r,m—l—l

D’ou la conclusion par recours a la valeur de ¢, puisque nous venons d’établir la
majoration

||DCYGT — DaerRn < 3n5rnm+1d72d7m+1.|
Lemme 5.3.4 Pour tous m, r € N et a € Nj} tels que |a| < m < r, nous avons

HDQGT-&-IHKMQ < nm+15r2_(r+1)'
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Preuve.  Comme la fonction u, est identique a 1 sur un voisinage de I’ensemble
K9\ (K11)°, le Lemme 5.3.3 conduit directement a I'inégalité auxiliaire suivante

ID(f = 2ot Gl v itraye = IID7Gr = D0l (1o
oy —1
< ey (P27 (5.10)

Des lors, en recourant a la formule de Leibniz, cette forrmule (5.10) conduit a

_ -1
||Dav7’+1||Kr+2\(Kr+1)° < chdv"-i-l,mQ (m+r+2)‘ﬁ|nm+lgr (pr+122r+2)
BLa

< nm+15r2_(r+2) .

A présent, comme la fonction u,,; s’annule identiquement sur un voisinage de K, 1,
ces inégalités sont en fait valables sur K, . Des lors, le Lemme 5.3.3 conduit a

||DaGT+1||KT+2 < ||DaGr+1 - Davr—‘rlHRn + ||Davr+1||K

- r+2

< nm+1€r27(r+1) . |

Proposition 5.3.5 Pour toute partie compacte K de ) et tout o € Nij, la série
Yo IIDAG, || converge.

Deés lors, la série G =2 | G, définit une fonction appartenant a C*(Q) et peut
étre dérivée terme a terme..

Preuve.  De fait, si nous choisissons m, r € N tels que |a] <m < ret K C K,,
le Lemme 5.3.4 conduit a

HDaGrer”K S HDaGrer”K (r+p)

rbptbl § nm+157“+p712

pour tout p € N. D’otu la conclusion g
Lemme 5.3.6 Pour tous m, r € N et a € Ny tels que |o] < m < r, nous avons
DG = D*fll\ ..., < Mantir-

Preuve.  Soit x un élément quelconque de Q2 \ K, ;. Désignons alors par ¢ le
premier entier positif tel que x € K, ,; bien sir, nous avons ¢ > 2. Des lors, d'une
part, le Lemme 5.3.4 conduit a

ID*Grps(7)| < Nng1Erps127 T
pour tout entier s > ¢ — 1. D’autre part, l'inégalité auxiliaire (5.10) conduit a
D2 (f(2) = X702 Gul0))| < s 1rg-22- 270
Finalement nous arrivons a

DG(x) = D*f(z)] < nppi1ers 2 rta) Nnt16r27 " < Ny 161
q
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Proposition 5.3.7 Pour tout m € N, il existe une constante C.,, > 0 indépen-
dante de f telle que
sup ||ID*G|lg < Crnniss-

laj<m

Preuve.  Soient m € N et a € N tels que |a] < m. D’une part, pour tout
x € Kiyo, la formule (5.3) et le Lemme 5.3.4 conduisent a

m—+1
ID°G(z)| < Z||D@G g + Z DG, (z
r=m+2
m+1
< andim2_m|a‘+ Z Nmt1E€r—12" "
r=1 r=m-+2

< (27;11 d72",m + 1>nm+1-
D’autre part, pour tout € Q \ K42, le Lemme 5.3.6 conduit a

ID*G(z)| < [DG(z) —Df(x)] + [D*f(z)|

(m+1)|« <

< Npg1Emg1 + N2 2Nyt

Cela étant, nous pouvons poser C,, = > ! d?,, + 2

Proposition 5.3.8 La fonction G a une extension holomorphe sur l’ouvert 0*.
En particulier, la fonction G est analytique sur Q.
De plus, pour tout compact H C Q*, il existe une constante Cyg > 0, indépendante

de f, telle que ”G”H < Ch ||f”§21

Preuve.  Pour toute partie compacte H de *, nous savons (cf. la fin de la
preuve de la Proposition 3.5.3) qu’il est aisé d’établir par contradiction I’existence
d’un entier ro € N tel que

52:“{2((%—%)2—1’?) iu,v,yER”;u+iv€H;y¢Kro}>0-

Jj=1

Des lors pour tout entier r > sup{rg,d '} et tout point w = u +iv de H tel que u,
v € R™, la formule (5.2) de la Proposition 5.3.1 conduit a

g [ e ey

< A g / e B (T dy
r+3\K?"

Gr(w)] =

— _)\2,—2
< 72N pPe ™ mes(Kys).
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Nous avons donc |G, |l < m127" vu la définition méme de A,. De la sorte, la
série Y| G, converge absolument et uniformément sur H; elle représente donc une
fonction holomorphe sur 'ouvert Q* car chacune des fonctions G, (w) est holomorphe
sur C".

Soit ensuite r; un entier strictement supérieur & sup{ry,d~'. Vu la premiere
partie de cette preuve, nous avons déja

o
DGy S m2

r=r1
De plus, pour tout entier » € {1,...,r; — 1}, sl nous posons
? ) ) )
C, = sup oM 27:1((713‘—?/,7)2—11]27
utive H
yeEK, 43

nous obtenons
1Goll gy < vy llgn 7 A2 Crmes (K 45)

avec [|v,|lgn < mid?,, en recourant & la définition de G,. D’ou la conclusion en
recourant a la définition de n;.
D’ou la conclusion g

5.4 Le théoreme d’approximation au bord

Théoréme 5.4.1 (Whitney, 1934, [28]) Pour tout ouvert Q de R", il existe
un opérateur linéaire continu

To: BC®(Q) — BC®(Q) N O(Q)

tel que, pour tous f € BC™(2), m € N et € > 0, il existe une partie compacte K de
Q telle que

sup ID*f = D*(Taf)llgx <&

Preuve.  Pour tout f € BC™(1), il suffit de définir T, f comme étant la série
G =7 G, sur Q*. En effet,
(1) la Propositions 5.3.5 assure que G appartient a C*(2) et la Proposition 5.3.7
précise que Tq f appartient a BC™(€2).
(2) la Proposition 5.3.8 affirme que G est holomorphe sur 2*.
(3) la linéarité de l'opérateur T, ainsi introduit découle aussitot de la construction
des G, donc de G. Sa continuité a valeurs dans BC™(Q2) résulte aussitot de la
Proposition 5.3.7; celle a valeurs dans O(2*) de la Proposition 5.3.8.

La propriété d’approximation au bord a été obtenue au Lemme 5.3.6.4
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5.5 Théorémes d’extension, cas compact, [28]

Théoreme 5.5.1 Soit ¢ un jet de Whitney sur le compact non vide K de R™.

(a) Pour tout compact H de R™ tel que K C H°, ¢ wvient d’une fonction f
appartenant ¢ D*°(H)NO((H®\ K)*); en particulier, f est analytique sur H° \ K.

(b) Le jet ¢ vient d’une fonction f appartenant a BC*(R") N O((R™\ K)*); en
particulier, f est analytique sur R™\ K.

Preuve.  Vu le théoréme de Whitney, ¢ vient d’une fonction g € C*°(R").

a) Soit h un élément de D>*°(H) identique & 1 sur un voisinage de K. Comme ¢
vient aussi de hg, le théoreme d’approximation au bord permet de vérifier directe-
ment que la fonction f définie sur R" U (H° \ K)* selon

¥o(2) si z€K
f(2) =9 (Taox(hg)luak)(z) si z€ H\ K,
0 si zeR"\ H°,

convient.
b) Soit h un élément de D*(R™) identique a 1 sur un voisinage de K. Comme ¢
vient aussi de hg et comme hg appartient évidemment a BC*™(R" \ K), le théoreme

d’approximation au bord permet de vérifier directement que la fonction f définie
sur R U (R™ \ K)* selon

£(z) = { wo(2) si ze K
(TR”\K(hg)hR"\K) (Z) si z € (Rn \ K)*,
convient.g

Théoreme 5.5.2 Soit K un compact non vide de R™. S’il existe un opérateur
linéaire continu d’extension E de E(K) dans C*(R"™), alors

(a) pour tout compact H de R™ tel que K C H°, il existe un opérateur linéaire
continu d’extension

Ei: E(K) — D*(H)NO((H°\ K)*);

en particulier, les images de Fy sont analytiques sur H° \ K.

(b) il existe un opérateur linéaire continu d’extension
Ey: E(K) — BC®(R") N O((R™\ K)*);

en particulier, les images de Ey sont analytiques sur R™ \ K.
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Preuve.  On vérifie directement qu’il suffit de remplacer f par E¢ dans la
preuve précédente.g

Remarque. Si F est un fermé propre de R"™, dont le complémentaire est borné, et si
E est un opérateur linéaire continu d’extension de £(F') dans C>°(R"™), on a bien sir

{ (EQ)lrmr:p € E(F) } C BC®(R"\ F)

car (R™ \ F')~ est un compact de R™. Cette considération et la preuve du cas (b) du
théoreme précédent conduit alors aussitot au résultat suivant.O

Théoreme 5.5.3 Soit F' un fermé propre de R™, dont le complémentaire est
borné.
S’il existe un opérateur linéaire continu d’extension de E(F') dans C*°(R"), il en

existe également un de E(F) dans C*(R") NO((R™\ F)*).a

5.6 Théoréme d’extension, cas fermé, [12]

Définition.  Un fermé propre F' de R" vérifie la condition (FV) de Frerick-
Vogt si, pour tout borné B de R", la frontiere de la réunion des composantes connexes
de R" \ F' d’intersection non vide avec B est compacte.

Remarque.  Tout fermé propre F' de R wvérifie la condition (FV). De fait, les com-
posantes connexes de R\ F' étant des intervalles ouverts de R, on vérifie de suite que, pour
tout m € N, la frontiere de la réunion des composantes connexes de R\ F' qui rencontrent
[—m, m] est soit vide, soit un singleton, soit un ensemble de deux points.O

Remarque.  Tout compact non vide de R™ vérifie la condition (FV).O

Remarque.  Tout fermé propre F de R™ dont le complémentaire est borné vérifie la
condition (FV).O

Remarque.  Sile fermé propre et non compact F' de R™ avec n > 2 vérifie la condition
(FV), alors chacune des composantes connexes de R™\ F' est bornée. Cela résulte aisément
du théoreme du passage des douanes: si la composante connexe Q2 de R™ \ F' n’est pas
bornée, alors, pour tout m € N, il existe une courbe incluse dans {z : |z| > m } dont les
extrémité appartiennent a F' et & {2 respectivement. La courbe étant connexe, elle doit
contenir un point de la frontiere de €2; de la sorte, la frontiere de €2 ne peut étre compacte.O

Notations.  Afin d’alléger les écritures, convenons d’abréger “composante con-
nexe” en “c.c.” dans la définition des ouverts {2; qui suit et ou, pour tout m € N,
nous posons B, = {z € R": |z| <m}.
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Si 2 est un ouvert non vide de R", nous introduisons les ouverts {2; au moyen
de la récurrence suivante: comme point de départ, nous posons

0 = UH{w: w=cc. de Qwn By # 0},
puis nous utilisons la regle de récurrence
Q= U{w:w=cc de QuwnB; #0,wn (U_0) = 0}
pour j =2, 3, ... et nous posons J := {j € N: ; # 0}.

Théoréme 5.6.1 (Frerick-Vogt, 2001, [12]) Soit F' un fermé propre de R™.
S’il existe un opérateur linéaire continu d’extension E de E(F) dans C*(R"),
les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) il existe un opérateur linéaire continu d’extension Ey de E(F') dans C*(R™) dont
les images sont analytiques sur R™ \ F';

(b) il existe un opérateur linéaire continu d’extension
Ey: E(F) = C*(R")NO((R™\ F)");

en particulier, les images de Fy sont analytiques sur R™ \ F';
(c) le fermé F wvérifie la condition (FV).

Preuve.  (b) = (a) est trivial.
(a) = (c). Si ce n’est pas le cas, il existe € N tel que la frontiere de

w, =UH{w:w= cc. de QwnB, #0}

n’est pas bornée. Comme ||-|| 5 est une semi-norme continue sur C*(R"), la conti-
nuité de 'opérateur linéaire d’extension F; assure l'existence d’un entier m € N tel
que m > 1 et

[Evplls, <mllell,, k., Ve €EF),

o [|-[],, x, désigne la m-eme semi-norme continue de £(F'). A présent, nous choi-
sissons un point g € (Jgaw, )\ Bt et une fonction g € C°(R™) telle que g(zo) = 1
et g = 0 sur B,,. Cela étant, considérons enfin le jet ¢ = ((D%g)|r)aeny; il s’agit
bien sfir d’'un jet de Whitney sur F'. D’une part, comme nous avons ||pl[,, x =0,
E1p est identiquement nul sur B,; par analyticité, E¢ est aussi identiquement nul
sur w,. D’autre part, Ey¢ prend la valeur 1 en xy. D’ou une contradiction.

(c) = (b). Si F est compact ou si R" \ F' est borné, nous pouvons recourir aux
théoremes du paragraphe précedent.

Si F' n’est pas compact et si R™\ F' n’est pas borné, nous procédons comme suit.
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Sim > 2, comme F n’est pas compact, la condition (c) implique que toutes les
composantes connexes de {2 := R™ \ F' sont bornées et méme que, pour tout j € J,
; est borné; on a donc E¢@ € BC™();) pour tout j € J. De plus, comme (2
n’est pas borné, I'ensemble J est infini. Si n = 1, comme F n’est pas compact, la
condition (c) implique que 2 a au plus une composante connexe non bornée: elle est
du type | — 00, a[ ou du type |b, +00[. Nous choisissons alors une fonction g € C*°(R)
identique & 1 sur un voisinage de [a, +00[ ou | — 00,b] et & 0 sur | — 00, a — 1] ou
[b+ 1, +00[ respectivement et vérifions que

Ey: E(F) = C*R) ¢~—g.Ep

est un opérateur linéaire continu d’extension de £(F) dans BC™(£2).

De la sorte, a une substitution pres, nous pouvons supposer que, pour tout j € J,
(E-)|q, est un opérateur linéaire continu de & (F') dans BC™(;).

Maintenant nous appliquons le théoreme d’approximation pour tout j € J et
obtenons des opérateurs To, de BC™({);) dans lui-méme, a images admettant des
prolongements holomorphes sur 2%, tels que pour tous f € BC™(€;), e > 0 et s € N,
il existe un compact K; inclus dans 2; tel que

|D*(To, f)(x) =D f(x)| < &

pour tout x € ; \ K; et tout a € N} tel que o] < s.
A tout jet ¢ € E(F'), nous associons alors la fonction Ej¢ définie sur R™ par

wo(z), Vx € F,

(Evp)(z) == { To,((E@)|a,)(z), Yz €Q;,Vje J

On vérifie alors directement que E; est un opérateur linéaire continu d’extension
de £(F) dans C*(R")NO((R™ \ F)*) si on remarque que tout compact de (R™\ F)*
est inclus dans une union finie de €2;.

D’ou la conclusion.g



Chapitre 6

Existence d’opérateurs
linéaires continus
d’extension holomorphe, [29]

6.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous mettons au point des résultats qui tiennent compte du fait
que le théoreme d’approximation s’applique a des éléments de 'espace BC™(€2).
Les éléments de l'espace de départ sont bornés ainsi que leurs dérivées sur €2, la
topologie étant de convergence uniforme. Cela étant, y a-t-il moyen de mettre une
convergence uniforme sur 1’espace des fonctions holomorphes d’arrivée? La solution
va nous amener a remplacer 'ouvert * par un ouvert Dg.

6.2 Construction de 'ouvert D of C"

Etant donné un ouvert proper 2 de R", la construction de 'ouvert Dg de C™ provient
d’un raffinement de la construction de la suite (\.),en effectuée dans le chapitre
précédent.

Afin d’étre clair et complet, nous allons donner cette construction de maniere
explicite bien qu’elle “ne soit qu’une précision” de la précédente. Une raison assez
impérieuse nous suggérant d’agir de la sorte est notre souhait de pouvoir utiliser
les inégalités obtenues au chapitre précédent et qui recourent aux nombres A, afin
d’améliorer les résultats obtenus sur I'espace BC™((2).

Nous fixons un recouvrement compact {K,: r € N} de © soumis aux conditions
suivantes: (K1)° # 0, d(K1,0Q) < 1 et, pour tout r € N, (K,)>” = K, C (K,4+1)°
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ainsi que

ny = d(K,,R"\ K,41) > 2d(K,, 09).

Bien sur la suite (7,),en décroit strictement vers 0 avec 1, < 1.

Ensuite, pour tout r € N, a, désigne un élément de C*°(R"), identique a 1 sur
un voisinage de K, \ (K,41)° et ayant son support inclus dans (K,43)° \ K.

Cela étant, pour tous 7, m € N, nous choisissons d,.,, > 1 tel que

(T + 1>d72",m < dr+1,m7

dr,m < dr,m—i—l )

m+r+1)|a| ||Da

sup 2¢ arllgn < drm-

la|<m

Enfin, en recourant a la formule de Poisson, remarquons que
D(p) := W‘"/2/ e dy 11
lyl<p

si p > 0 croit vers +oo.

Dés lors, si nous posons p, = d,.,., &, = 27P+2 et §, = &,(3np?p,+122"72)~! pour
tout r € N, nous pouvons fixer une suite strictement croissante (\,).cny de nombres
strictement positifs en procédant comme suit.

Nous choisissons \; > 1 vérifiant les conditions ci-dessous pour autant qu’elles
s’appliquent a A; et ensuite les nombres Ay, A3, ... successivement, soumis aux
conditions ci-dessous:

(1) P21~ B(1,3,)) < by

(2) T2 Nre N p2 (K, y3) < 277, ot pu désigne la mesure de Lebesgue;
(3) A2 2 /2214 (K, g)) < 277
(4) )‘r+11 < d(K,,R"\ Q);
(5) e=3M < Ay D,

(6) A (p A21) = 5 pour tout p € {1,....r —1};
( ) (7’L+1)

(8) e

7
8
(9) pour tout p ) € N, nous posons R, = sup{|u|: v € K,} et, si Ay, ..., A, sont
fixés, nous choisissons tout d’abord ©, > 0 tel que |ei9 — 1| < )\;( 1)
0 € [-O,, 0,] et imlposons ensuite 42X\ R, ., < O, pour tout r > p.

Remarquons que les conditions (1) et (2) coincident avec les conditions imposées
au chapitre précédent dans la définition de la suite (\,.),en. De la sorte, toutes les
inégalités établies au chapitre précédent, qui font appel a ces nombres, subsistent
dans notre nouveau contexte.

pour tout
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Définition.  Nous avons ainsi a notre disposition tous les éléments nécessaires
pour introduire 'ouvert Dg de C™ comme étant I'intérieur de 1’ensemble

U{u +iv:u € Ko \ Ky € R o] < AL}

r=0

ol nous avons posé Ky := ().
La condition (4) a été imposée afin d’avoir Dg C Q.

6.3 Résultat auxiliaire sur BC™(())

Tout comme au chapitre précédent, a tout f € BC™(Q2), nous associons la suite
(G, (, f))ren, de fonctions définies sur C™ au moyen de la récurrence suivante:
comme point de départ, nous posons Go(w, f) = 0 puis utilisons la regle de ré-
currence suivante:

r—1

ar(w) (£) = D2 Gy, )t gy

Jj=1

Gulwf) = [

n

pour tout r € N et tout w € C".

Comme les fonctions a, € C*®(R™) ont un support compact inclus dans €2, la
définition de ces fonctions est assurée et en fait, pour tout r € N, G,(+, f) est une
fonction holomorphe sur C". De plus nous avons

DG, (w, f)
r—1

_ pn/2pn / D (a,,(y) ( fly) =D Gy, f))) e N i) gy
j=1

pour tout a € Ny et tout » € N.

Notre premiere tache consiste a estimer |[D°G,(u+ iv, f) — D*G.(u, f)| pour
tous u + v € Dq, a € Nj et r € N. En recourant a l'inégalité 5.1 de la Proposi-
tion 5.3.1, nous obtenons évidemment

DG, (u+iv, f) = DGy (u, f)] <7 "2AL-d7 27 £, - 1,
pour tous m € N et o € Njj vérifiant |o| < m, avec

]r = sup / e_AEZ?:1(uj+ivj_yj)2 _e—>\327:1(uj'—yj)2 dy
utiweD J K, 5\ K,
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Lemme 6.3.1 Nous avons I1 < (14 e)u(Ky) et
I <221 4 p(Kops))A D e € {23, ).
Preuve.  L’estimation de I; est une conséquence directe des inégalités

. 2 —2
ei)‘% Z?:l(uj+lvj7yj)2 S e)‘%lv| S e)‘%AQ S e

et
e M Xl —v)? < 1

Le cas r > 2 nécessite davantage de soin. Etablissons tout d’abord quelques
évaluations de

X =AY (= y;)* = v)) = N(Ju—yl* = o).

J=1

a) Si u appartient & K, la condition (6) mentionnée dans la définition des nom-
bres A, conduit a

X > XK, R K,) — ') 2 X257 = A5%) > 5.

b) Si u n’appartient pas a K7, il existe un entier p € N unique tel que u appar-
tienne a K, \ K, et nous distinguons les deux possibilités suivantes:
b.1) si p+ 1 <r —1, la condition (6) procure

X > N(P(Kp, RPN\ K) = A7) = Xy — A7) = 3h

b.2) si p+ 1 > r, alors nous posons
Toi= [ lws = Aty + Ak
j=1

et obtenons successivement
b2i)siy € J: X > A2\ 7 > —1;
b.2.ii) si y & J,: comme y € K, 3, les conditions (8) et (9) donnent

‘efxz S (g ivy—y;)? _ A2 z;;mryj)?‘
< ‘e*? S (03 =2iv (uj—y;)) _ 1‘ < Ml ‘e—mz Eiovvii=ws) _ 1] 4 (Ml q)

< e)\;(n-i-l) + )\;(n-i-l) < 22)\;(71-&-1)
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puisque

2i\2 Z v;(u

Cela étant
a)siue Kyousiuée Ky \ K, avec p+ 1 <r —1, la condition (5) donne

[ <2 / e T (=3 =12) g
r+3\K

<22 vl u —y| < 4>\3>\1;+123p+4 <0,.

< QeiékT/L(KTJrS) < 2)‘ (1) (Kr+3);
b) si u € Kpi1 \ K, avec p+ 1 > r, la condition (7) conduit a

I < / 4 /
( T+3\K )\JT (KT+3\KT')OJT'

< 22 (K ys) + (e 4+ D)l ;)
< PN (K s) + 22200 < 2SOV (1 (K s))

Proposition 6.3.2 a) Pour tout m € N, il existe C,,, > 0 tel que
DG, (u+iv, f) = DGy (u, f)| < C2 ™| £]],,

pour tous f € BC™(Q), u+iv € Dg, r € {1,...,m} et a € Ny tels que |a| < m.
b) Pour tous f € BC*(QY), m, r € N, u+iv € Dg et o € Ny tels que |a| < m,
nous avons

D Grnr (0 + 10, f) = DG (u, f)] < 270002700 £
Preuve.  a) De fait, pour r = 1, le Lemme 6.3.1 conduit immédiatement a
DGy (u + iv, f) — D*G1(u, f)|
< a N 2T £ (1 @)u(K)
et, pour r € {2,...,m}, il conduit a
DG, (u+ iv, f) — DG, (u, )]
<A A+ p(Kpys)) - 2pR2m 2 2mmlel £
b) Cette fois également, le recours au Lemme 6.3.1 conduit a
DG s (u + i, f) — DYGpgr (u, f)|
<A T PR (L 4 (Ko rg3) )P g - 27" (£

et la conclusion s’ensuit aussitot par utilisation de la condition (3) de la définition
des nombres A,
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6.4 Le nouveau théoreme d’approximation

Posons a présent G(u + v, f) =Y o0y G.(u+ v, f) pour tout f € BC™(Q) et tout
u+ v € Q. Vu la Proposition 5.3.8, nous savons déja que G(-, f) est une fonction
holomorphe sur 2* donc sur Dq. En fait, la situation est bien plus intéressante.

Définition.  Si U est un ouvert propre de C", l’espace de Fréchet Oy (U) est
I’espace vectoriel des fonctions holomorphes sur U, qui sont bornées sur U ainsi que
chacune de leurs dérivées, muni de la topologie localement convexe provenant du
systeme de semi-normes { ||-||,, : m € N} ou

[f1l := sup [[D*fll-

laj<m

Tout est maintenant en place pour obtenir un nouveau théoreme d’approxima-
tion, véritable clef pour les résultats que nous avons en vue.

Théoreme 6.4.1 [l existe un opérateur linéaire continu

tel que, pour tous f € BC™(Q), e > 0 et s € N, il ezxiste une partie compacte K de
Q telle que

ID*(Tof)(u+iv) =D f(u)| < e

pour tous u+iv € Dq et a € Ny tels que u € Q\ K et |a| < s.

Preuve.  En fait, il suffit de poser (Tof)(u + iv) = G(u + iv, f) pour tout
f € BC™(Q) et tout u + iv € Dq.

Nous savons déja que, pour tout f € BC™(£2), G(-, f) est une fonction holo-
morphe sur Q* donc sur Dg, vu la Proposition 5.3.8. De plus, il est clair que la
construction de G(-, f) dépend linéairement de f. Comme, pour tous f € BC>(1),
m €N, u+ 1w € Dg et a € N tels que |a| < m, nous avons successivement

IDG(u+iv, f)| < [D*G(u, f)| + Y ID*Gy(u+iv, f) = DGy (u, f)|

r=1

+ > IDGi(u+iv, f) = DG, (u, f)

r=m-+1
Cm || llnsa +mCm27 ™ £, + 2727 1],

<
< (em +mCp +27™) Hf”m—‘rl
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en recourant a la Proposition 5.3.7 et a la Proposition 6.3.2 pour obtenir la deuxieme
inégalité, nous avons déja établi que Tq est un opérateur linéaire continu de BC™(£2)
dans Oy (Dq).

Etablissons a présent la deuxieéme partie de I’énoncé: supposons f € BC™(),
e>0etseN fixés.

La partie b) de la Proposition 6.3.2 conduit a

DG (u + v, f) = DG, (u, f)] < 27727 || £,
pour tous u + i € Dg, r € N, a € N tels que r > s+ 1 et |a] < s. Des lors il est

possible de fixer un entier m > s tel que

o0

> DG(u+iv, f) = DG, (u, f)] <

r=m-+1

Wl M

pour tous u + iv € Dg et a € NjJ tels que |a| < s.
Comme la suite (g,)qen décroit vers 0, le Lemme 5.3.6 procure alors l'existence
d’un entier dy € N tel que

DG (u, f) = D*f(u)| <

Wl M

pour tous u € Q\ Ky, et a € Nj tels que |o] < s.
A présent, procédons a I’évaluation de

DG, (u + v, f) — DG, (u, f)]

pour tous r € {1,...,m}, u+iv € Dg et a € NjJ tels que u € Q \ K4 avec d > d,
et |a] < s. Nous savons déja que cette expression est

< ﬂ_—n/Q)\;’} . disg—s\al ||f||s Mrriv < W—n/z)\% ,p72n2—s|a\ ||f||s v

avec

—\2|u—yl|? 2N (02 oi (s —ay
]T,u+iv = / e Arlu y‘ e)\r ZJ:I(UJ 21’[)](’[1,] y])) o 1’ dy
Kr3\Kr

2 . n
Kr+3\Kr

Pour u + iv € Dg tel que u € Kqy1 \ Ky avec d > sup{m + 2, dy}, il vient

‘exawvﬁe%a S vilu—y;) _ 1’

—2

2 -2
< e>‘r>‘d+2

02N T vy —y) _ 1‘ + (Mt — 1)
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avec exp(A2\;7,) < e et exp(A2\;7,) — 1 — 0si d — co. De plus, nous avons

< 220 Aq 5 (lul + 1)

207> vi(u; — yy)
j=1

< 2/\2)‘;&2(Rd+1 + Rr+3) < 4)‘371/\;&23&1.

Des lors nous pouvons choisir d; > sup{m + 2,do} tel que

DG, (u+ i, f) = DGy (u, )| < o

pour tous r € {1,...,m}, « € Nj et u+iv € Dg tels que |a| < setu e Q\ Ky,.
Grace a toutes ces informations, nous obtenons que K = K, convient.g

6.5 Existence d’opérateurs
d’extension holomorphe

Cas 1: F est compact ou R™ \ F' est borné.

Définition. Etant donné un ouvert propre 2 de R", O, C>(Q2) désigne 1'es-
pace de Fréchet suivant. Ses éléments sont les fonctions f définies sur R" U Dq, telles
que
(1) flar € Co(R);

(2) lon € On(Da);
(3) lim, .. D*(f|p,) = D*(f|r~)(x) pour tout o € Nj et tout x € Ogn§.
Il est muni du systeme de semi-normes {|||-|||,, : m € N} défini selon

1Al = sup [[D%(f

Rn) |bm\Q + |SIU<P ||Da(f|DQ)”DQ

ou by, :={zx € R": |z|] < m}.

Théoréme 6.5.1 Soit F' un fermé propre de R™. Posons Q :=R"\ F.

St F est compact ou si §) est borné, alors lexistence d’un opérateur linéaire
continu, d’extension E de E(F) dans C(R™) implique ’existence d’un opérateur
linéaire continu d’extension Ep de E(F) dans O,C>®().

Preuve.  Si F est compact, nous choisissons une fonction ¢» € C*°(R") identique
a 1 sur un voisinage de F' et ayant un support compact. Il est alors aisé d’établir
que l'opérateur
Ey: E(F) —=C®R"); p—1.Ep
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est aussi un opérateur linéaire continu d’extension. Ainsi, quitte a substituer F; a
FE lui-méme, nous pouvons sans restriction supposer que E est un opérateur linéaire
continu d’extension de £(F') dans C*°(R™) tel que (E -)|q soit un opérateur linéaire

continu de E(F') dans BC™(12).
A présent, a tout jet ¢ € E(F), associons la fonction Ere définie sur R™ U Dg

comme suit
{ (Erp)(x) = ¢o(), Vr € F,
(Ere)(z) = Tal(Ep)lo)(z), Vz€ Dq.

Un recours au Théoreme 6.4.1 permet de vérifier directement que Er défini de
la sorte est un opérateur linéaire d’extension de £(F') into O,,C>(2). Etablissons
qu’il est continu. Etablissons donc que, pour toute semi-norme continue ||-|||,, sur
OC>(Q), il existe une semi-norme continue p sur £(F) telle que

IErelll,, < ple), Vo€ &(F).

Cela est aisé: il suffit de noter que

el = sup [D*(E@)|enly,\p, +|S‘ILP ID*(Ta(Ee)le) b,

loe|<m

avec
sup |[D*(E@)[enly,\p, = sup [[¢ally, qr
lo]<m ler|<m

et

sup [[D*(Ta(Ev)l)llp, < a((Ev)le) < p(p)

laf<m

pour une semi-norme continue g sur BC*(Q2) car Tg, est un opérateur linéaire continu
de BC™ () dans O (Dq) et pour une semi-norme continue p sur E(F') car (E-)|q
est un opérateur linéaire continu de £(F') dans BC™(2) 4

Cas 2: F' est un fermé propre de R".

Définitions.  Afin d’alléger les écritures, convenons une fois de plus d’abréger
“composante connexe” en “c.c.” dans la définition suivante des ouverts €2;.
Pour tout ouvert propre €2 de R", nous posons

Q= U{w: w=c.c. of Qwn By # 0},
nous introduisons par récurrence les ensembles
Q= U{w:w=rcc of QN B; #0,wn (U_ %) =0}

pour j =2, 3, ... et nous posons J := {j € N: Q; # (}.
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Pour tout j € J, la construction du Paragraphe 6.2 appliquée a €); procure une
partie ouverte Dg, de C" telle que notamment R™ N Dq, = Q; et (u+iv € Dq, =
u € Q).

Ensuite nous posons D := Ujc;Dq; et introduisons l'espace de Fréchet suivant:
OC>(Q2). 11 a pour éléments les fonctions f définies sur R" U D et telles que
(1) flrr € C=(R");

2) flp € O(D);

(3) f est ses dérivées sont bornées sur Dg; quel que soit j € J;

(4) lim, ., D*(f|p)(2) = D*(f|g~)(x) pour tout a € N} et tout x € Orn (2.

Il est muni du systéme dénombrable de semi-normes {|||-|||,. : m € N} défini selon

A1l = sup ID*(flgn)ly,,\0 + sup sup [[D*fllp, -

laf<m jsm |aj<m

Théoréme 6.5.2 Soit F' un fermé propre de R™. Posons Q = R"\ F.
S’il existe un opérateur linéaire continu d’extension E: E(F) — C>®(R"), alors
les assertions suivantes sont équivalentes:

(1) il existe un opérateur linéaire continu d’extension Ey de E(F) dans OC>®(Q);
(2) le fermé F vérifie la condition (FV).

Preuve. (1) = (2). L’argument de Frerick-Vogt s’applique également dans
cette situation. Par souci de complétion, répetons-le.
Si ce n’est pas le cas, il existe r > 0 tel que la frontiere de

w, = UHw:w= cc. of Qunb, # 0}

est non bornée. Comme |||, est une semi-norme continue sur OC*(€2), la continuité
de l'opérateur linéaire F, assure l'existence d'un entier m > r tel que

| Evep

b STn|90|m: VQPG(S‘(F)a

ou [-|,, représente la m-ieme semi-norme continue sur £(F) (c’est-a-dire celle cor-
respondant au compact F' N b,,). A présent, choisissons zg € (Ogrnw;) \ b1 et
1y € C®(R™) tel que o(z) = 1 et g = 0 sur by, et finalement considérons le jet
vo = ((D*%o)|F)aeny € E(F). D'une part, comme [p|,, = 0, E1pp est identique a
0 sur b, donc sur w,. D’autre part Ejpy doit prendre la valeur 1 en xg.

D’ou une contradiction.

(2) = (1). Si F est compact ou si €2 est borné, la condition (2) est automatique-
ment satisfaite et le théoreme précédent donne un meilleur résultat.

Si F' n’est pas compact et si {2 n’est pas borné, nous procédons comme suit.

Sim > 2, comme F' n’est pas compact, la condition (2) implique que toutes les
composantes connexes de ) sont bornées et, comme €2 n’est pas borné, J est infini.
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Sin = 1, comme F n’est pas compact, la condition (2) implique qu’une et seulement
une composante connexe w de €2 au plus peut ne pas étre bornée; elle est alors d'un
des types | — 00, a ou |b, +00[. Cela étant, nous choisissons une fonction ¢ € C*°(R)
identique a 1 sur un voisinage de [a, +00] ou de | — 00, b] et & 0 sur | — oo, a — 1] ou
[b+ 1, 4+00[ respectivement et vérifions que

Ey: E(F) = C*(R); o= ¢.Eyp

est un opérateur linéaire continu d’extension tel que (Es-)|, soit un opérateur linéaire
continu de £(F') dans BC™(w).

De la sorte, nous pouvons sans restriction supposer que, pour tout 5 € J, (E')|QJ
est un opérateur linéaire continu de £(F) dans BC™(£;).

Maintenant nous appliquons le Théoreme 6.4.1 pour tout 5 € J: nous obtenons
des opérateurs linéaire continus Ty, de BC™(€;) dans Ou(D;) tels que, pour tous
f e BC™(Q;), e >0etseN, il existe une partie compacte K; de ©; telle que

ID*(Tq, f)(u+iv) —D*f(u)| < e

pour tous u +iv € D; et a € N tels que u € Q; \ K and |a] < s.
A tout jet ¢ € E(F), nous associons alors la fonction E;¢ définie sur R" U D
par
(Erp)(x) = wolx), Vo € F,
(Erp)(z) = To,(E@)l,)(2), VzeDjjel

Il est clair que F; défini de la sorte est un opérateur linéaire d’extension de £ (F)
dans OC>(Q2). Pour conclure, il nous reste alors a prouver que cet opérateur linéaire
FE est continu. Il nous suffit en fait d’établir que, pour tout m € N, il existe une
semi-norme continue p sur £(F) telle que || E1¢||[,, < p(e) pour tout ¢ € E(F).
Ceci est direct car nous avons

[1E1lll,, = sup [[D*((Er)[rn)lly,\o +sup sup [D* (i)l p,,

jo<m j<mfal<m
avec

sup ID*((E10) R )[[,00 < sup lally,.nr
et

sup sup [[D*(Erp)|p, <supgq;((Ep)la;) < supp;(p)
j<m|al<m 7 j<m Jj<m

pour une semi-norme continue g; sur BC™(€2;) car Ty, est un opérateur linéaire

continu de BC™(£2;) dans OC>®(Dg,) et pour une semi-norme continue p; sur

E(F) car (E-)|q,est un opérateur linéaire continu de €(F) dans BC™(£;) 4
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Appendice A

Compléments sur les
espaces localement convexes

A.1 Introduction aux
limites inductives

Convention. Dans cet appendice, sauf mention explicite du contraire, nous
considérons une suite (E,, P, ),y d’espaces localement convexes
(a) croissante, c’est-a-dire telle que E,, C E, 4 pour tout n € N;
(b) telle que, pour tout n € N, I'injection canonique

jn: (Erw Pn) - (En+17 Pn+1)

est continue ou, ce qui revient au méme, P, 1|g, < P, sur E,.
De plus, nous posons E = U2 | E,; il s’agit clairement d'un espace vectoriel que
nous allons “tenter” de munir d’un systeme de semi-normes privilégié, lié aux P,.

A.1.1 La limite inductive ind,(E,, F,)

Notation. A toute suite 7 = (py,)nen de semi-normes telles que p,, € P, pour
tout n € N et toute suite p = (r,,),en de nombres strictement positifs, nous associons
I’application

Prp: E— [07 OO[; € Xlznf Z Tnpn(en)a
T

la borne inférieure portant sur toutes les décompositions finies e = Z(n) e, de e
telles que e, € E, pour tout n € N.
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Proposition A.1.1 L’ensemble P des applications pr, qui viennent d’étre in-
troduites est un ensemble filtrant de semi-normes sur E.

Preuve.  a) Etablissons d’abord que chacune de ces applications p, , est une
semi-norme sur F.

Il est clair que ces applications sont bien définies.

Il est tout aussi clair que I'égalité p. ,(ce) = |c| px,(€) a lieu pour tous e € E et
ce K.

De plus, pour tous e, f € E et toutes décompositions finies e = Z(n) e, et
f= Z(n) fn, nous avons bien str

pﬂ,p(e + f) < Z rnpn<en + fn) < Z rnpn(en) + Z rnpn(fn)
n=1 n=1 n=1

donc pr (e + f) < prple) + pr,(f).

b) L’ensemble P est filtrant car, étant donné p,s », pr » € P, il existe pour tout
/ " 1"

n €N, p, € P, et r, > 0 tels que sup{r/,p,,r'pr} < r,p, par filtration de P,, ce
qui conduit évidemment & sup{px ,, Pxr 7} < Prp sur £y

Proposition A.1.2 Pour tout p., € P,
bpw,p(< 1) - P(U;O=1bpn(< ]‘/Tn))

Preuve.  L'inclusion C résulte aussitot de ce que b, (< 1/r,) C b, (< 1) a
évidemment lieu pour tout n € N.

Inversément si e € by, (< 1), il existe une décomposition finie e = Z(n) e, telle
que > o7 rppn(e,) < 1. Il existe alors € > 0 tel que

irnpn(en) +e Z rn < 1.
n=1 neN,en,#0

Cela étant, si on pose

o — § (palen) e sie, #0
" 10 sie, =0,

il vient e = Z(n) Snlen/sn) avec Y 7 s, = Z(n) s, < 1 ainsi que e,/s, € b,,(<
1/r,) chaque fois que e, # 0.y

L’invariance de P résulte du corollaire de la propriété suivante.



A.1. Limites inductives 89

Proposition A.1.3 Soit (F,,, Qn)nen une suite croissante d’espaces localement
convezes telle que Qni1lp, < Qn sur F, quel que soit n € N.

Sti, pour tout k € N, il existe n(k) € N tel que Ey, C Fuxy et Quuyle, < P sur
Ey, alors on a Qg < P sur E.

Prewve.  Soit ¢, € ). Pour tout k € N, il existe alors p € Py et 7, > 0 tels
que tnk)Gn(k) < Trpr sur Ey. De la, pour tout e € F, il vient clairement

¢or(e) = inf tonqn(fn)
6=Z<n> fn ;

< inf Ly Gugy (en) < Prple)a
e=>_(k) €k

Corollaire A.1.4 Soit (F,,Q,)nen une suite croissante d’espaces localement
convezes telle que Qni1|p, < Qn sur F, pour tout n € N.

Si, pour tout k € N, il existe des entiers positifs n(k) et m(k) tels que Ey, C Fy
avec Quuiy|p, < Pr sur Ey et Fy, C Epgy avec Ppgy|p, < Qr sur Fy, alors on a
<E7P) = (FuQ)I

Remarque.  En général, 'ensemble filtrant de semi-normes P n’est pas séparant.O

Définition. Si I'ensemble filtrant de semi-normes P est séparant, P est un
systeme de semi-normes sur E et on dit que (F, P) est la limite inductive séparée
(E, P) =ind,(E,, P,) de la suite (E,, P,)nen-

En particulier,

(a) un espace (LB) est une limite inductive séparée d'une suite d’espaces de Banach;
(b) un espace (LF) est une limite inductive séparée d’une suite d’espaces de Fréchet.

Remarque.  Tout espace localement convexe (E, P) est la limite inductive séparée de
la suite ((En, P,) := (E, P))pen. De fait, d’'une part, pour toute semi-boule ouverte b
de (E,P), on a b = I'(US2,by,) ol by, = b pour tout n € N. D’autre part, pour toute
semi-boule ouverte b de ind,, (E,, P,), il existe pour tout n € N une semi-boule ouverte b,
de E,, telle que b D I'(USby,).0

Voici la justification de I'introduction de cette notion de limite inductive.
Théoreme A.1.5 Si (E,P) = ind,(E,, P,) est une limite inductive séparée,

alors on a P|g, < P, sur E, pour tout n € N et P est le systéme de semi-normes
le plus fort sur E ayant cette propriété.
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Preuve.  Le premier point est clair car on a bien str p,, < r,p, sur £, quel
que soit n € N.

De plus, si ¢ est une semi-norme sur £ continue sur FE, pour tout n € N, alors
il existe des suites m et p telles que ¢ < r,p, sur E, pour tout n € N. Cela étant,
pour toute décomposition finie e = Z(n) e, de e € F, il vient

g(e) <Y qlen) <Y rapnlen)
) )

donc g < pr, sur Ey

Remarque.  Ce théoréeme procure un moyen aisé pour établir que P est séparant: il
suffit de trouver un systéme de semi-normes @ sur E tel que Q|g, < P, pour tout n € N.O

A ce stade de généralité, voici quelques propriétés.

Proposition A.1.6 (a) Toute limite inductive séparée d’espaces séparables (par
semi-norme) est séparable (par semi-norme).

(b) Toute limite inductive séparée d’espaces ultrabornologiques (resp. bornolo-
giques; tonnelés; quasi-tonnelés) est ultrabornologique (resp. bornologique; tonnelé;
quasi-tonnelé).

Preuve.  (a) Supposons les E,, séparables par semi-norme. Soit p, , un elément
de P. Pour tout n € N, il existe alors une partie dénombrable { e, : k£ € N} dense
pour p, dans E,. Cela étant, {e, ) :n,k € N} est une partie dénombrable de E
telle que, pour tous e € F et € > 0, il existe n € N tel que e € F,, puis k € N tel
que pp(e — eny) < e/r, donc tel que py (e —enp) < €.

Le cas ou les E,, sont séparables se traite de méme.

(b) Cela résulte aussitot du fait que si A est une partie absolument convexe (resp.
fermée; absorbante; bornivore; qui absorbe les compacts absolument convexes) de
E, alors, pour tout n € N, AN E,, est bien str une partie absolument convexe (resp.
fermée; absorbante; bornivore; qui absorbe les compacts absolument convexes) de
E,a

A.1.2 Limite inductive stricte

Théoréme A.1.7 (Dieudonné, Schwartz) Si on a P,i1|g, ~ P, pour tout
n € N, alors P est un systéme de semi-normes sur E tel que P|g, ~ P, sur E,
pour tout n € N.
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Preuve. 11 suffit de prouver que, pour tous n € N et p, € P,, il existe des
suites 7 et p telles que p, < pr, sur E,.

Posons b, = b,, (< 1). En recourant a I'hypothese, d’'une part, il existe pour
tout £ € {1,...,n — 1} une semi-boule ouverte by de Ej telle que by C b, et,
d’autre part, une récurrence aisée procure pour tout £ > n une semi-boule ouverte
by = by, (< 1) de Ej, telle que by N Ej_; C bx_1. Pour conclure, il suffit alors d’établir
que I'(U2,bx) N E,, = by, 'inclusion D étant claire.

Soit e un élément de E, NI'(U2,bx) donc de E, NT'(UR2, bk) car by, ..., by
sont inclus dans b,. Nous savons que e admet une décomposition finie de la forme
Zle Ca(k)Cn(k) avec n < n(l) < ... < n(K) et Zszl (k) < 1 ainsi que cppy > 0 et

en(k) € bpy pour tout k =1, ..., K. Cela étant, de
1 K—1
En(K) = 7 " (6 — Z Cn(k)en(k)> € by N Enr—1) C bpx—1),
n(K 1

on tire que Cp(r)en(k) + Cn(k—1)En(k—1) S €crit aussi (cn(K) + Cn(K—l))fn(K—l) avec
fnk—1) € bpx—1). En répétant cet argument un nombre fini de fois, nous arrivons
finalement a e € b,, ce qui suffit.y

Définition.  Une limite inductive stricte est une limite inductive (E, P) =
ind, (E,, P,) telle que, pour tout n € N, P, 11|g, ~ P, sur E,.
Vu le théoreme précédent, toute limite inductive stricte est séparée.

A.1.3 Limite inductive hyperstricte

Définition.  Une limite inductive hyperstricte est une limite inductive stricte
(E, P) =ind,(E,, P,) telle que, pour tout n € N, E,, est un fermé de E,, ;.

Exemple.  Toute limite inductive stricte d’espaces de Fréchet est hyperstric-
te.O

L’espace D* () = ind,,D>*(K,,) est une limite inductive hyperstricte.
Les limites inductives hyperstrictes jouissent de propriétés tres fines.

Proposition A.1.8 Soit (F, P) = ind,(E,, P,) une limite inductive hyperstric-
te.

Une partie F' d’un des E,, est un fermé de E si et seulement si elle est un fermé
de E,,.

Dés lors, pour toute partie A de E,,, on a A~F = A=Fx pour tout k > n.
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Preuve.  La nécessité de la condition est triviale car P|g, < P, sur E,.

La condition est suffisante. Soit F' un fermé de (E,, P,). Il est clair que F est
un fermé de (E, 4, Poir) quel que soit k£ € N. Cela étant, pour tout e € E'\ F, il
existe un entier k£ > n tel que e € E, ; donc une semi-boule b, de E, .\, centrée
en e et disjointe de F'. Il existe ensuite une semi-boule b de E centrée en e telle que
bN E,ir C byiy donc telle que b C £\ F.

Pour conclure, il suffit de noter que, pour A C E,,, nous avons bien stir A=F» C
A~F mais aussi A7F € A7F» car A=P est un fermé de F contenant A.g

Remarque.  Si une limite inductive hyperstricte (E, P) = ind,,(Ey, P,,) est un espace
de Baire, alors on doit avoir E = E, pour tout n suffisamment grand.O

Proposition A.1.9 Soit (E, P) = ind, (E,, P,) une limite inductive hyperstric-
te.

Une suite converge dans E si et seulement si elle est incluse dans un des E,, et
y converge.

1l s’ensuit que E est séquentiellement complet si et seulement st chacun des E,
[est.

Preuve.  a) Considérons d’abord la convergence des suites.

La suffisance de la condition est claire.

La condition est nécessaire. Soit (e,,)men une suite convergente vers eg dans E.

Pour conclure, il suffit d’établir ’existence d’un entier n € N pour lequel I'inclu-
sion {e,,:m €Ny} C E, alieu car on a P|g, ~ P, sur E,. Il suffit méme de le
faire dans le cas ot eg = 0 car e,, — 0 donne alors lieu a {e,, —eg:m e N} C E,
donc a { e, :m € N} C Egpini si€o € .

Supposons donc avoir une suite e, — 0 dans E. Si elle n’est incluse dans aucun
des FE,, il en existe une sous-suite (em(k))keN et une suite strictement croissante
(n(k))ken de N telles que ey € Eng) \ Engy—1. Comme e,,1) n’appartient pas a
Ey, il vient e,,1) # 0, ce qui assure l'existence d’une semi-boule fermée b, (1), centrée
en 0 dans E,(; et telle que ep) & bpay. Comme b,y est un fermé de E,o) ne
contenant ni e,,(1y, ni ep,2), il existe une semi-boule b,z centrée en 0 dans E, ()
telle que

em(1)s Em(2) E bn(1) + 2bn(2) dONC €1y, Em(2) & bn) + bu(2).-

En continuant de la sorte, on arrive a

Cm(1)s - - -+ Cm(k) & bn) + bne2y +- - + byy, VEEN.
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Cela étant, pour tout k € N et tout j € {n(k)+1,...,n(k+1)— 1}, choisissons une
semi-boule fermée b; centrée en 0 dans E; telle que b; C by(x+1). Comme nous avons

(@

D(U52,05) C L (bnqy + -+ bagry),

k=1

il vient e,x) & F(U;‘;lbj) pour tout k € N, ce qui est absurde car e,,(x) — 0 dans E.

b) Passons a la complétion séquentielle.

La nécessité de la condition est claire car chacun des E,, est un fermé de E.

La condition est suffisante. Soit (e,,)men une suite de Cauchy dans E. Cette suite
étant bornée, nous avons e,,/m — 0 dans F, ce qui assure que la suite (€,,/m)men
est incluse dans un des E,,. Cela étant, la suite (e, )men est incluse dans le méme
espace F,, ce qui permet de conclure aussitot.y

Proposition A.1.10 Soit (E,P) = ind,(E,, P,) une limite inductive hyper-
stricte.

Une partie de E est bornée (resp. précompacte; compacte; extractable) si et
seulement si elle est incluse dans un des E, et y est bornée (resp. précompacte;
compacte; extractable).

Preuve.  La suffisance de la condition est triviale.

La condition est nécessaire car, dans chaque cas, il s’agit d’'un borné donc d’une
partie incluse dans un des F,: si A C F n’est inclus dans aucun des F,,, il contient
une suite (e,,)men telle que e, ¢ FE, quel que soit n € N. Cela étant, A ne peut
étre borné sinon la suite (e,,/m)men converge vers 0 et doit donc étre incluse dans
un des F,, 4

A.2 Criteres de fermeture dans le dual

A.2.1 Théoréeme de Banach-Steinhaus

Théoreme A.2.1 (Banach-Steinhaus) Soit (E,{p,:n € N}) est un espace
séparable a semi-normes dénombrables.
Si A" est une partie de E', les assertions suivantes sont équivalentes:

a) A’ est pe-fermé;
c¢) pour tousn € N et r >0, A'N prn (r) est s-fermé;

(a)

(b) A’ est pc-fermé pour les suites;

(

(d) pour tousn € N et r >0, A' N0 (r) est s-fermé pour les suites.
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Preuve.  (a) = (b) est trivial.

(b) = (d). Etant s-fermé, b2 (r) est pe-fermé. Des lors, A'N b5 (r) est pe-fermé
pour les suites alors que sur toute partie équicontinue de £, les topologies 7, et 75
sont équivalentes.

(d) = (c). L’espace E étant séparable, nous savons que, sur toute partie
équicontinue de E’, la topologie 7y est métrisable. Des lors, A’ N prn (r) est une
partie s-fermée du s-fermé b5 (r) donc est une partie s-fermée de E’.

(¢) = (a). Posons b, = b, (1/n) pour tout n € N. Nous avons donc E' = U, b5

Si e € E' n’appartient pas a A’, établissons par récurrence 'existence d’une
suite (F,)nen de parties finies de E telles que

E,Chyietey+(FLU...UE)>Nb> CcE'\A, VYn>2

A cet effet, remarquons d’abord que, pour tout n € N, A’N(ef+b%) est un s-compact
de E': de fait, étant équicontinu, il existe m € N tel que A'N (e} +b5) C b2 et ainsi
AN (e +05) = (A Nb5)N (e +b2) est s-compact comme intersection d'un s-fermé
et d’un s-compact. Cela étant, comme A’ N (e} 4 bT) est s-fermé et ne contient pas
ey, il existe une partie finie Fy de E telle que

An(eh+b2)N(eh+FEY=ANn(ey+ b2 NFR) =0

donc telle que €}, + (b2 N F~) € E'\ A’. Si, & présent, Fy, ..., F, sont obtenus,
nous procédons comme suit pour assurer l'existence de Fj,; ;. Les ensembles

eh+ (FLU...UF, U{e})®, (e€by),

sont s-fermés et leur intersection e + (Fy U...U F,)> Nb5 est disjointe de A’ donc
est disjointe du s-compact A’ N (e} + b5, ;). Dés lors il existe un nombre fini de ces
fermés, donc une partie finie Fj,; de b,, telle que

(eh+(FLU...UFE, 1)) nA N (eh+b5,) =0,

ce qui suffit.
Pour conclure, il suffit alors de remarquer que U;2 , F;, est un précompact de E
tel que

(eg + (U, F)A N bﬁ) NA =0, Vk>2,

donc tel que (e} 4+ (U2, F,)2) N A = car U2 b = E' 4
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A.2.2 Théoréme de Krein-Smulian

Théoréme A.2.2 (Krein-Smulian) Soit (E,{p,:n € N}) un espace de Fré-
chet séparable.

Si A’ est une partie absolument convere de E', les assertions suivantes sont
équivalentes:

a) A est s-fermé;
b) A’ est s-fermé pour les suites;

c) pour tousn € N et r >0, A'ND (r) est s-fermé;

(
(
(
(d) pour tousn € N et r >0, A'Nb (r) est s-fermé pour les suites.

Preuve.  (a) = (b) est trivial.

(b) = (d) résulte du théoreme de Banach-Dieudonné car toute partie s-fermée
pour les suites est pc-fermée pour les suites.

(d) = (c) a lieu, vu le théoreme de Banach-Dieudonné.

(c) = (a). Vu le théoréme de Banach -Dieudonné, nous savons que A’ est pc-
fermé. Comme A’ est absolument convexe, il suffit alors de prouver que E}. et Ef ont
le méme dual pour établir que A’ est s-fermé. L’inclusion (E.)" C (£].)" est claire.
Pour établir I'autre inclusion, remarquons que, pour tout ¢” € (E] ), il existe un
précompact K de l'espace de Fréchet E et C' > 0 tels que

(- €")] < Csup|{e,)| = C sup [(-,0)| sur E'
ec K e€T(K)

avec ['(K) compact et absolument convexe. Comme alors I'(K) est a-compact,
{6.:e e (K)} est compact dans (E/ ),. On en déduit que ¢” € {4, : e € T(K) }
vu le théoreme de séparation relatif aux fermés absolument convexes appliqué a la
situation F' = (E]), de dual F' = E'y

A.3 Théoreme d’homomorphisme

Théoréme A.3.1 (Théoréme d’homomorphisme) Toute surjection linéai-
re continue d’un espace de Fréchet sur un espace tonnelé est ouverte.

Preuve.  Soient E un espace de Fréchet, F' un espace tonnelé et T une surjection
linéaire continue de E sur F.

Soient alors 7 la projection linéaire canonique de F sur E /ker(T) et S 'opérateur
linéaire de E/ker(T') sur F tel que ' = Swm. Comme 7 est ouvert, il nous reste a
établir que la bijection linéaire continue S est ouverte; cela revient a supposer T’
injectif et devoir établir que T" est ouvert.



96 A. Compléments

Pour tout p € cs(E), Th, est un tonneau de F donc est un voisinage de 0
dans F'. Des lors, T/’*lbﬁ = (Tb,)” est une partie absolument convexe, s-fermée
et équicontinue, donc s-compacte de F’. L’opérateur T étant injectif, T'F" est un
sous-espace vectoriel dense dans E!. Comme 7" apartient a L(F}, E!), nous obtenons
donc que T'(Th,)> = pr NT'F’ est une partie s-compacte donc s-fermée de E'. 1l
s’ensuit que T'F’ = E’ vu le théoréeme de Krein-Smulian, donc que T est ouvert
de F, dans F,. Des lors, Th, est a-fermé dans F' car b, est a-fermé dans E; nous
obtenons donc T'b, = T_bp et pouvons conclure.g

Remarque.  Ce résultat nous suffira dans la suite mais en fait il s’agit d’un cas par-
ticulier d’une théorie beaucoup plus fine. Pour de plus amples renseignements, nous ren-
voyons ([22], pp 161-166) ot notamment le résultat suivant est établi: toute surjection
linéaire continue d’un espace de Ptak sur un espace tonnelé est ouverte.0

Corollaire A.3.2 Soit E' = ind, E,, un espace (LF).
S1 T est une surjection linéaire continue de E sur un espace de Fréchet F', alors
il existe n € N tel que TE,, = F.

Preuve.  Comme (T'E,),en est une suite croissante de sous-espaces vectoriels
de 'espace de Fréchet donc de Baire F', et comme U° T'E, = F', il existe ng € N
tel que T'E,, soit dense dans F' pour tout n > ny. Nous pouvons alors appliquer
la proposition B.5.4 de [26] et obtenir l'existence de n; € N tel que T'E,,, soit un
sous-espace dense et de Baire de F'. Cela étant, la restriction 1': E,, — TE,, est
une surjection linéaire continue d’un espace de Fréchet sur un espace de Baire donc
tonnelé et, par conséquent, est un homomorphisme. Il s’ensuit que TE,, est un
sous-espace dense et de Fréchet de F' donc coincide avec F'yg

A.4 Le théoreme d’interpolation d’Eidelheit

A.4.1 Caractérisation de la surjectivité

Proposition A.4.1 Toute image linéaire continue d’un disque de Banach est
un disque de Banach.

Preuve.  Soient T' € L(FE,F) et B un disque de Banach de E. 1l est clair
que T'B est une partie absolument convexe et bornée de F. Il reste donc a établir
que 'espace normé Frp est de Banach. De toute suite de Cauchy dans Frpg, nous
pouvons extraire une sous-suite (f,)men telle que || frr1 — finllrp < 27™ pour tout
m € N et il suffit d’établir qu’une telle sous-suite converge.
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A cet effet, choisissons e; € F tel que T'e; = f; puis, de proche en proche, des
em € E tels que |len, |3 <27 et

fm—i—l == fm + T€m+l - T(el + -+ em+1)~
Comme nous avons ||e,, ||z < 27 pour tout m > 2, la série Y *_, e, converge dans
Eg; soit ¢y sa limite. En fait, nous avons alors f,, — Tey dans Frp car ce qui

précede implique

Teo— fn=T > e €27"TB, Vm €Ny
k=m+1

Théoréme A.4.2 (surjectivité) Si E et F' sont des espaces de Fréchet, un
opérateur linéaire continu T de E dans F' est surjectif si et seulement si, pour tout
borné B' de E,, T"'B’ est un borné de Fj.

Preuve.  Rappelons que, pour toute partie A non vide de E, nous avons
T A ={fTfeA>} ={f :|(Te,f)| <1, Ve€ A} = (TA)".

La condition est nécessaire. Comme B’ est une partie équicontinue de E’, il existe
p € cs(E) tel que B' C b2 Cela étant, nous avons T 'B’ C T b2 = (Tb,)"
alors que T'b, est un voisinage de 0 dans F' car 1" est un opérateur ouvert.

La condition est suffisante. Pour tout p € cs(F), pr est un borné de Ej. Des lors,
T"~'05 est un borné de Fy donc une partie équicontinue de F” et ainsi (Tb,)"7Y =
(Tb,)~ est un voisinage de 0 dans F. On peut alors établir comme d’habitude (F
est un espace métrisable) que 7b,(1/2) C Tb, donc que T est surjectif.y

Théoréme A.4.3 (surjectivité) Soient E et F deux espaces de Fréchet.

Un opérateur linéaire continu T' de E dans F et d’image dense dans F est
surjectif si et seulement si, pour tout p € cs(E), Uensemble b5 N im(T") est un
disque de Banach dans Ej.

Preuve.  La condition est nécessaire. Nous avons

prﬂim(T’) ={eeb):3f € F telquee =T'f"}
=T {f e F':|(,T'f) <p(-) suwr E} =T'(Th,)".

Vu le théoreme de l'opérateur ouvert, T, est un voisinage de 0 dans F'. Par
conséquent, (Th,)> est une partie absolument convexe, équicontinue et s-fermée
donc un disque de Banach de F. Comme 7" est un opérateur linéaire continu de F7
dans E!, T'(Tb,)* est un disque de Banach de E donc de EJ.
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La condition est suffisante. Pour tout p € cs(E), B) = b5 Nim(T”) est un disque
de Banach de Ej donc de Ef. Par conséquent, I'inclusion canonique j,: Ep, — EX

est linéaire et continue. Si cs(F) ~ {g, :n € N} et si nous posons b, = b,,(1/n)
pour tout n € N, il vient F' = U b2 donc im(T") = U, T'b%. Comme I'opérateur
linéaire T est continu de F’ dans E’, chacun des ensembles T'b% est compact donc
fermé dans E; et, par conséquent, Ep, NT" b2 est un fermé de E .- Vu que

o0
Ey = Ep, 0im(T") = | J(Ep, NT'0Y),
n=1
le théoreme de Baire procure I'existence d’un entier n € N tel que E%,, NT'b5 soit un
P
voisinage de 0 dans E7, . Il existe donc 7 > 0 tel que rB,, C T" b2, Comme l'image
p

de T est dense dans F', T est injectif et, par conséquent, 1" 7_131’0 est inclus dans
r~1b2 donc est un borné de Fy, ce qui suffit vu le théoréme précédent.y

A.4.2 Théoreme d’Eidelheit

Théoréme A.4.4 (interpolation, Eidelheit) Soient E un espace de Fréchet
et (€ )nen une suite d’éléments linéairement indépendants de E'.

Alors, pour toute suite (cp)nen de K, il eziste e € E tel que (e, el,) = ¢, pour
tout n € N si et seulement si, pour tout p € cs(E), l’espace vectoriel

{e' € E':3C >0 tel que |(-,¢)| < Cp}nspan({e, :n e N})
est de dimension finie.
Preuve.  L’opérateur
T:E—w; e ({ee))nen

est clairement linéaire et continu entre deux espaces de Fréchet et tout revient a
caractériser quand il est surjectif.
Comme nous avons

(o]
!, ! /. /
T:w=¢—F;, c— E cnt,
n=1

car
00

e (T'e) = (T-e) =) (e))en

n=1
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le théoreme de surjectivité A.4.2 assure que T est surjectif si et seulement si, pour
tout borné B’ de E}, T~ 'B’ est un borné de 'espace ¢, c’est-a-dire si et seulement
si, pour tout borné B’ de Ej, il existe N € N tel que T"~! B’ soit inclus dans KV et
y soit borné.

La condition est nécessaire. Si T est surjectif et si { p,, : m € N} ~ ¢s(E), alors,
pour tout m € N,

T = { ceg:Te=)Y cue, €bh) }

n=1

est un borné de ¢ donc est de dimension finie. La conclusion s’ensuit aussitot car,
T’ étant injectif, nous avons alors

span(T'T"_lprm) =L, Nspan({e, :neN}).

La condition est suffisante. Vu l'indépendance linéaire des €/, il est clair que
T" est injectif. Des lors, pour tout p € cs(E), T ’_1pr est une partie absolument
convexe de ¢, ne contenant aucune droite et d’enveloppe linéaire de dimension finie.
Cela étant, T”’lpr est un borné de ¢ et ainsi T est surjectif,y

Corollaire A.4.5 Si E est un espace de Fréchet non de Banach, il existe un
sous-espace vectoriel fermé L de E tel que E/L soit isomorphe d w.

Preuve.  Par hypothese, il existe un systéme de semi-normes {p, :n € N}
équivalent a celui de E et tel que EZ’7n soit un sous-espace vectoriel propre de
Ezl7n+1‘ Cela étant, nous pouvons choisir ¢} € E; puis, pour tout entier n > 2,
e, € B, \E, . Ilestclair que les €], ainsi choisis sont linéairement indépendants
et que l'opérateur linéaire continu et injectif

T:E—w, e ({e€))nen

vérifie I'hypothese du théoreme d’Eidelheit. Des lors, T est surjectif. Il suffit donc
de poser L = ker(T).y

A.4.3 Retour au théoréme de Borel

Il est temps maintenant de donner une premiere justification de I'introduction de ce
théoreme d’Eidelheit dans ces notes.

En fait, le théoreme de Borel peut étre interprété comme une application du
théoreme d’Eidelheit.

Théoréme A.4.6 Pour toute famille (co)aeny de mombres complexes, il existe
une fonction f € C*(R") telle que D*f(0) = ¢, pour tout o € Nj.
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Preuve.  Pour tout a € Njj,
To: D¥{zeR": |z|<1}) = K, f = Df(0)

est bien stur une fonctionnelle linéaire continue.

11 suffit alors de noter que D*®({x € R" : |z| < 1}) est un espace de Fréchet et
que ces fonctionnelles 7, sont linéairement indépendantes et vérifient la condition
d’Eidelheit.g



Appendice B

Comportement asymptotique
des fonctions holomorphes
sur un domaine de C, [27]

Convention. Dans cet appendice, sauf mention explicite du contraire, la no-
tation U désigne un domaine (= ouvert connexe) propre de C et D une partie non

vide de la frontiere 0U de U.

B.1 Espace O(U)

Définition. L’ensemble O(U) des fonctions holomorphes sur U est bien str
un espace vectoriel. De plus, pour tout compact K C U, |||, est une semi-
norme sur O(U) et méme une norme si K est d’intérieur non vide. Cela étant,
{IIll5 : K compact non vide de U } est un systeme de semi-normes sur O(U); on
dit que O(U) est muni de la convergence compacte. 11 est clair que si on choisit une
suite (Ky,)men de parties compactes de U tels que K} # 0, K9~ = K,, C Kg,.,
pour tout m € N et Upe_, K,, = U, alors { ||| :m € N} est un systeme de semi-
normes sur O(U) induisant la convergence compacte. La notation O(U) est réservée
des a présent a l'espace vectoriel O(U) muni de la convergence compacte. Il s’agit
clairement d’un espace a semi-normes dénombrables. En fait, on a beaucoup mieux.

Théoreme B.1.1 L’espace O(U) est un espace de Fréchet-Montel, c’est-a-dire
un espace de Fréchet dont tout borné fermé est compact.

Preuve.  Nous savons déja qu’il s’agit d’un espace a semi-normes dénombrables.
Pour établir que O(U) est complet, il suffit de recourir au théoreme de Weier-
strass suivant: si une suite de fonctions holomorphes sur U est uniformément de
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Cauchy sur tout compact de U, alors elle converge uniformément sur tout compact
de U wvers une fonction holomorphe sur U.

Pour établir que O(U) est un espace de Montel, il suffit de recourir au théoréeme
suivant de Montel: de toute suite de fonctions holomorphes sur U uniformément
bornée sur tout compact de U, on peut extraire une sous-suite uniformément de
Cauchy sur tout compact de U. y

B.2 Comportement asymptotique

Définitions.  Une fonction f € O(U) admet un développement asymptotique
en u € JU si les limites suivantes

ap := lim f(z)
zeU

et, pour tout n € N,

existent et sont finies.
Dans un tel cas,
a) nous disons que la série Y a,(z —u)" est le développement asymptotique de f
en u;
b) nous écrivons

f(z) ~ Z%(Z —u)" en u;

n=0
) nous recourons aux notations
() = a,, Vne N,
fO ) = f(2), V2eU,

[n—1] _ frln—-1]
oy = L EW Ty gy en.

Z—U

(En fait nous avons alors

, VzeUVneN,

f[n1(27 u) =

ainsi que
lim (2, u) = fP(w), ¥n € Ny)
zeU
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B.3 Partie régulierement asymptotique pour U
Introduisons la notion centrale de cet appendice.

Définition. L’ensemble D est régulierement asymptotique pour U si, pour
toute famille (¢, n)uep.nen, de nombres complexes, il existe une fonction f holomor-
phe sur U qui, en chacun des points u de D, admet le développement asymptotique

Yoo o Cunl(z — )",

Rappelons que toute fonction holomorphe et bornée sur U \ {z} avec zg € U
admet un prolongement holomorphe sur U. Cette propriété élémentaire des fonctions
holomorphes impose des conditions aux parties D réglierement asymptotiques pour
U.

Proposition B.3.1 S5i D est régqulicrement asymptotique pour U, alors
(a) D ne contient aucun point isolé de OU;
(b) D n'a pas de point d’accumulation. En particulier D est dénombrable.

Preuve.  (a) est clair: ayant une limite en u point isolé de OU, f admet un
prolongement holomorphe sur 'ouvert U U {u} et ceci impose a la suite (¢y 5 )nen,
de vérifier la condition de Cauchy.

(b) Si ce n'est pas le cas, il existe une suite (U, )men de points distincts de D
convergente vers un point ug de D avec ug # u,, pour tout m € N. Nous devons
alors au moins avoir lim,, .. €y, 0 = Cy0, €0 contradiction avec la définition des
parties régulicrement asymptotiques qui n’impose aucune condition a ¢, 0.1

Remarque.  Ces restrictions sur les parties régulierement asymptotiques pour U ne
sont pas des conditions suffisantes. Ainsi U = C\ ({0} U{1/m : m € N}) est un domaine
propre de C et D = {0} est bien une partie non vide de 9U, ne contenant aucun point
isolé de OU et sans point d’accumulation. Cependant si f € O(U) a un développement
asymptotique en 0, il existe un voisinage ouvert V de 0 dans C tel que f soit borné sur
V NU. 1 s’ensuit que, pour tout m € N tel que 1/m € V, f admet un prolongement
holomorphe sur U U {1/m} et ... finalement en 0, ce qui est en contradiction avec la
définition des parties régulierement asymptotiques.O

B.4 But de cet appendice

Avec les définitions que nous venons d’introduire, le théoreme de Ritt 2.3.4 peut
s’énoncer de la maniere suivante.

Théoreme B.4.1 (Ritt, 1916, [21]) L’ensemble {0} est régulierement asym-
ptotique pour tout secteur de C.g
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Apres ce résultat de Ritt, on trouve encore dans la littérature les résultats sui-
vants relativement au comportement asymptotique des fonctions holomorphes sur
un domaine de C.

Théoréme B.4.2 (Carleman, 1926, [9]) a) Toute partie finie de la frontiére
d’un ouvert conveze et borné U de C est régulierement asymptotique pour U.

b) Pour tout R > 0, l’ensemble {0} est réquliérement asymptotique pour le do-
maine

{zeC: 2| <RI\ {(2,0): 2 <0} a
Le résultat suivant de Franklin est le corollaire “pratique” de son théoreme.

Corollaire B.4.3 (Franklin, 1926, [10]) Pour tout n € N, soit d,, une demi-
droite fermée de sommet u,, dans C. Si ces demi-droites sont disjointes deux a deux,
alors { u, : n € N} est régulierement asymptotique pour C\ (Usend,).x

Le but de cet appendice est d’établir un résultat généralisant tous ces résultats
(cf. le théoreme B.10.1 et son corollaire pratique B.10.3).

B.5 Quelques notations

Notations. A cet effet, introduisons les notations suivantes:

a) A(U, D) est I'ensemble des éléments de O(U) qui admettent un développement
asymptotique en chacun des points de D; il s’agit clairement d’un sous-espace vec-
toriel de O(U) que nous allons munir de la topologie induite par O(U);

b) T désigne 'opérateur linéaire
T: A(U,D) — CPNoy f s (1)) (e v

Cela étant, D est régulierement asymptotique pour U si et seulement si cet opérateur
T est surjectif.

c) pour tous u € D et n € Ny, n,.,, est la fonctionnelle linéaire
Nun: AU, D) = C; f = f(w),

Cela étant, D est régulierement asymptotique pour U si et seulement si ’ensemble
des fonctionnelles linéaires {7, : u € D,n € Ny } a la propriété d’interpolation sur

A(U, D).

Lemme B.5.1 Les éléments de {n,, :u € D,n € Ny} sont linéairement indé-

pendants sur l’ensemble P(U) des restrictions a U des polynomes donc également
sur A(U, D).
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Preuve.  Sice n’est pas le cas, il existe une partie finie D’ de D, un entier positif

N et des nombres complexes non tous nuls ¢, , pour u € D' et n € {0,..., N} tels
que
N
<P, Z Zcu,nnu,n> =0
ueD’ n=0
pour tout polynome P. Il existe alors ug € D" et ng € {0,...,N} tels que ¢yypny # 0
et cyyn = 0 pour tout n € {ng+1,..., N}. Cela étant, la considération du polynéme
PE) = (- [ (-u™
ueD\{uo}

conduit aussitot a une contradiction.y

B.6 Préliminaires

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, u
désigne un point de la frontiere de U. En fait, nous préparons la considération
du cas ou D = {u}.

Notation. Pour tout r € N, posons

Ar(UAu}) = ¢ fe AU {u}): Sup |f(z)] <00 p;
|zl <1/r

il s’agit bien str d’un sous-espace vectoriel de A(U, {u}). De plus, nous avons bien
évidemment

AU, {u}) = | AU, (),

Proposition B.6.1 Pour tout f € A, (U,{u}) et tout n € N, fIPl(- u) est une
fonction bornée sur {z € U : |z —u| <1/r}.

Preuve.  Le cas n = 0 est trivial car (-, u) = f(-).
Procédons par récurrence. Supposons fI(- w), ..., f=U(.,u) bornés sur I’en-
semble { z € U : |z —u| < 1/r}. Comme

F" Uz u) — f7 7 (u)

zZ—U

f[n]<z7 u) =

converge vers f"(u) si z — u dans U, il existe s > r tel que | f"I(z, u)| soit borné sur
{z€U:|z—u| <1/s} alors que sa bornation sur {z€ U :1/s < |z —u| < 1/r}
est claire.g
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Notations. Cela étant, pour tous r, n € N,

Pugn: Ar(U{u}) = 0,00 f= || fllg, +

Z |f[j](~,u)|

{zeU:|z—u|<1/r}

est une semi-norme sur A,.(U, {u}). C’est méme une norme sur A, (U, {u}) car U est
un domaine alors que K2 # () pour tout n € N.

Des lors, P,, = {pusn:n € N} est un systeme dénombrable de normes sur
A, (U,{u}) plus fort que celui induit par A(U,{u}), c’est-a-dire par O(U). Au
paragraphe suivant, nous allons établir que 'espace (A, (U, {u}), P,,) est un espace
de Fréchet.

Les ensembles

Virn ={f € AU, {u}) : purn(f) <1/n} pour neN

constituent alors une base fondamentale de voisinages de 0 dans A,.(U, {u}) et, pour
toute suite m = (Mmy)nen, de N,

0
Bu,r,m = ﬂ mnVu,r,n
n=1

est un borné absolument convexe et fermé de A, (U, {u}). En fait, on peut dire bien
davantage.

Proposition B.6.2 Pour tousu € OU, r € N et m € NV, ’ensemble By m est
un compact absolument conveze de O(U) donc de A(U,{u}).

Preuwve.  Comme B, , ., est un borné absolument convexe de I'espace de Fré-
chet-Montel O(U), il suffit de prouver que B, m est une partie séquentiellement
fermée de O(U).

Soit donc (fx)ken une suite de B, ., convergente vers fo dans O(U).

Etablissons d’abord que fy admet un développement asymptotique en u donné
par . .

fi' () = lim £ ), V€ No.

Le cas j = 0 se traite comme suit. Vu la définition des semi-normes de A, (U, {u}),
il est clair que nous avons fi(z) — fo(2) en tout z € U. Cela étant, de la majoration

Hf[O](’ U)H{ZGU:IZ*ulSl/T} < pu,r,l(f)a Vf € Ar(Ua {U})7

nous tirons
0 0
£ o) = 1),
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la convergence uniforme ayant lieu sur 'ensemble { z € U : |z — u| < 1/r }. Or, pour
tout k£ € N, nous avons

[ _
lim fi7(2,u) = fi" (w).

Des lors, le théoreme de permutation des limites (cf. [25], p. 42) assure que les
limites

o (0] o [0]
g () et g Ty i ()

existent, sont finies et sont égales, donc que
0 . 0
3 () = lim £ (u).

Les autres cas se traitent de la méme maniere, par récurrence, a partir des
majorations

Hf[]](’ u)||{z€U:|zfu\§1/T} < pu,r,j(f)> vf S AT(U7 {U})a

valables pour tout 57 € N.

Il est alors aisé de vérifier que fy appartient a B,, , »,, par passage a la limite dans
les majorations.

D’ou la conclusion.g

B.7 Si D est fini

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, D
désigne une partie finie {uy,...,u;} de OU.

Notations. a) Pour tout r € N, nous posons
AU D) = (VAU {u}) =4 fEAUD): sup |[f(z)] <o0,VueD

zeU
ueD |z—u|<1/r

Il s’agit bien str d’un sous-espace vectoriel de A(U, D). De plus, nous avons

A(U,D) = fj AU, D).

r=1

b) Pour tous r, n € N,

pD,r,n: A7"<U7 D) - [07 OO[; f i Suppu,r,n(f)

ueD
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est une norme sur A, (U, D) et

Pp,:={pprn:n €N}

un systeme dénombrable de normes sur A, (U, D), munissant cet espace vectoriel
d’une topologie localement convexe plus fine que celle induite par O(U).
A partir de maintenant, dans ce paragraphe, la notation

A.(U,D) = A (U,{uy,...,us})
réfere a ’espace a normes dénombrables
AU, D) = A, (U, {ur. .. us}) = (A (U, D), Pp.).
Les ensembles

Vosm :={f€A(U,D):pprn<1/n} pour n €N

constituent alors une base fondamentale de voisinages de 0 dans cet espace A,.(U, D).
c¢) Pour toute suite r = (7, )nen de N,

)
BD,'P = ﬂ Bu,rl,'m - m m rn+1Vu,r1,n7

ueD ueD n=1

ou 7y est la suite (r,11)nen, est alors un borné absolument convexe de A, (U, D),
qui est aussi un compact de O(U).

Proposition B.7.1 Si D est fini, alors, pour tout r € N, A,.(U, D) est un espace
de Fréchet.

Preuve.  Soit (fr)keny une suite de Cauchy dans A,.(U, D). Etant de Cauchy
dans I'espace de Fréchet O(U), elle converge déja dans O(U) vers une fonction fj.
Prouvons a présent que cette fonction fy appartient a A,.(U, D). De fait, pour
tous u € D et j € Ny, d'une part, nous avons
lirrUl f,gj](z,u) = ,E,j](u), Vk €N,
ze
et, d’autre part,
71/,
k ( 7u) =,
la convergence uniforme ayant lieu sur { z € U : |z — u| < 1/r }. Deés lors, le théore-
me de permutation des limites (cf. [25], p. 42) affirme que les limites
lim lim fij](z,u) et lim lim flgj}(z,u)

zeU k—oo k—oo zeU
z—u z—u

existent, sont finies et sont égales. Une preuve directe par récurrence sur j € Ny
établit ensuite que fy admet un comportement asymptotique en u pour U.
Cela étant, on établit aisément comme d’habitude que f,, — fo dans A, (U, D)4
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Proposition B.7.2 5i D est fini, alors { Bp,:r e NV } est une représentation
quast-LB de lespace A(U, D) composée de compacts absolument convexes.

Preuve.  Nous savons déja que les ensembles Bp , sont des compacts absolu-
ment convexes de A(U, D). De plus, pour tous r, s € NV tels que r < s, il est clair
que Bp, est inclus dans Bp .

Pour conclure, il nous reste a établir que U,envBp» est égal & A(U, D). Cest
direct: pour tout f € A(U, D), il existe 7 € N tel que f € A,.(U, D) puis, pour tout
n €N, s, tel que f € s,Vp,,. Cela étant, f appartient a Bp, ol * = (r,,)pen €st
défini selon 1 = r et r,, = s,,_1 pour tout entier n > 24

Remarque.  Cela étant, la théorie des espaces quasi-(LB) (cf. [34]) procure une autre
méthode pour établir que, pour toute partie finie D de QU et tout r € N, I'espace A, (U, D)
est un espace de Fréchet.

En effet, selon cette construction, pour toute suite @ € NV, nous savons que I'espace
(Aq,(U,D),{pan:n €N}) est de Fréchet pour autant que:

(a) Ray,..an = UsenBD (ay,....an,x) POUT tout n € N, c’est-a-dire, comme on le vérifie
aisément,

Ra1 = Aal(U, D) et Ral,“.,an = (GQVD7a171) N...N (anVDm,n_l)

pour tout n > 2;

(b) Ea,.....an = span(Ry, . a,) = Aq, (U, D) pour tout n € N;

(¢) Ba =21 Eay,.an = Aa, (U, D);

(d) pa,n est la semi-norme déterminée par I’ensemble Eq4 N %Ral,._”anﬂ

Définition. Si D C 90U est fini, la suite (A, (U, D)),en d’espaces de Fréchet
est emboitée en croissant et, pour tous r, s € N tels que r < s, I'injection canonique
de A,.(U, D) dans A (U, D) est bien str continue; nous pouvons donc considérer la
limite inductive correspondante.

11 s’agit clairement d’un espace (LF) car A(U, D) = U2 A, (U, D) est muni d'une
topologie localement convexe séparée induisant une topologie plus faible sur chacun
des espaces définissant cette limite inductive.

Cela étant, si D C 90U est fini, nous introduisons [’espace (LF)

A(U, D) = ind,eyA,. (U, D)
et remarquons que l'opérateur identité
id: A(U,D) — A(U, D)

est continu.
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Notations. Si D = {uy,...,u;} est une partie finie de U, nous allons re-
courir aux notations suivantes:

(a) pour tout j € {1,...,J}, T; désigne I’application
T;: A(U,D) = w; = (/1)) nem;
il s’agit évidemment d’un opérateur linéaire continu;
(b) pour tout j € {1,...,.J}, nous posons
L; == span({ 1y, : n € Ny });
il s’agit clairement d’un sous-espace vectoriel du dual de A (U, D);
(c) nous posons L :=span(L, U...U Ly).

A présent, nous sommes armés pour aborder I’étude de conditions nécessaires et
suffisantes assurant que D est régulierement asymptotique pour U.

Définition. Etant donné r € N, la partie finie D de QU est r-régulicrement
asymptotique pour U si la restrcition de T a A,.(U, D), c¢’est-a-dire

T: A (U, D) — CPMor s (£ () (umye Do
est surjectif.

Proposition B.7.3 La partie finie D de OU est régulierement asymptotique
pour U si et seulement s’il existe r € N tel que D soit r-régulierement asymptotique
pour U.

Preuve.  La suffisance de la condition est évidente.
La condition est nécessaire. 1l suffit de noter que l'opérateur

T: ind, A, (U, D) — CPNo: £ (£ (w)) (e perve

étant linéaire, continu et surjectif, le corollaire A.3.2 assure 'existence de r € N tel
que TA,.(U, D) = CP*No g

Corollaire B.7.4 Si la partie finie D de OU est régulierement asymptotique
pour U, alors le noyau de T a 2% pour dimension algébrique.

Preuve.  La dimension algébrique de A (U, D) = ind, A, (U, D) est égale a 2%.
De plus, il existe r > 0 tel que T, soit surjectif. Pour conclure, il suffit alors
d’établir que la dimension algébrique du noyau de T, est égale & 2%, Si ce n’est pas
le cas, ker(7}.) est de dimension finie et a un complément topologique L. Cela étant,
T.: L — CP*No est un isomorphisme entre deux espaces de Fréchet dont I'un a des
normes continues et l'autre aucune, ce qui est contradictoire.y
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Théoréme B.7.5 La partie finie D de OU est réguliérement asymptotique pour
U si et seulement si, pour tout uw € D, {u} est réguliérement asymptotique pour U.

Preuve.  La condition est évidemment nécessaire.

La condition est suffisante. Le cas ot D est un singleton étant trivial, considérons
le cas D = {uy,...,uy} avec J > 2.

Pour tout j € {1,...,J},

Tp: A(U,D) = w; [ (F7(u;))neng

étant une surjection linéaire continue, le corollaire A.3.2 procure r; € N tel que
TiA,,(U, D) = w.
Pour conclure, nous allons établir que l'ensemble {7,,:u € D,n €Ny} a la
propriété d’interpolation sur I'espace de Fréchet A,.(U, D) si r = sup{ry,...,r;}.
Comme les fonctionnelles 7, , sont linéairement indépendantes sur A, (U, D), il
suffit, vu le théoreme d’interpolation d’Eidelheit, d’établir que, pour tout s € N,
I’espace vectoriel

span({ nun :u € D,n € Ng}) N Span(Vﬁr7s)

est de dimension finie.
Fixons s € N. Pour tout j € {1,...,J}, la restriction de T; a A, (U, D) est
surjective. Des lors, la dimension de

span({ 1y, n 1 n € No }) N span(VDAm)

est finie: il existe donc N(j) € N tel que

N
(ro, o ry €EKry #0; ZTnﬁuj,n € span(VDéns)) = N < N(j).

n=0

Pour conclure, nous allons prouver que la condition

N
n= Z ermnujm € span(VﬁnS) avec N > sup{s, N(1),...,N(J)}

7j=1 n=0

implique 7; y = 0 pour tout j € {1,...,J}.

A cet effet, procédons par contradiction. Supposons 'existence d’une telle fonc-
tionnelle n avec N > sup{s, N(1),...,N(J)} et o n # 0 pour un indice k €
{1,...,J}. Nous savons qu'il existe t € N tel que n € tVDAmS.
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Construisons un polynome particulier () de la maniere suivante. Le polynome

_ N+1
P(z)= [] (z—u)
1<5<J
i#k
s’écrit aussi sous la forme

P(z)=co+acr(z—ug)+--+ C(N+1)(J,1)(Z — uk)(N+1)(J_1)

avec ¢g # 0. Choisissons une boule fermée B de C, centrée a l'origine et contenant

KSU<U{Z€U:|Z—UJ'|§1/T}),

puis posons
P(.)
C = sup{ H
(- —uy)"

:he{o,...,s},je{l,...,J}\{k}},

B
et

Co:=sup{||cu + - + cvany-1)(z — uk)(N“)(J’l)’hHB th=0,...,s}

et enfin introduisons le polynome

P(z)
z) = )
Q< ) 2(01 + CQ)(S + 1)2
Pour tout g € Vp .4, il est clair que Qg appartient a A, (U, D) mais nous avons

beaucoup mieux: (g appartient a Vp, s car
(a) pour tout j € {1,...,J}\ {k} et h € {0,..., s}, nous avons

Qo) (2, ;) = %g@
donc o ] ]
Q)" < g o eT 1 s S Bea1y

pour tout z € U tel que |z —u;| < 1/r;
(b) pour tout h € {0, ..., s}, nous avons

(Q9)" (2, i) =
h—1
Z gz, up) + (Ch + o even-n(z — uk)(NH)(Jfl)*h)g[O](z, uy)
=0

2(01 + CQ)(S + 1)2
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avec |cp| < Cy car ¢y, est la valeur de ¢, + - -+ + ¢(v41)—1)(2 — ) NFDI=D=h o
2z = uy. Au total, nous obtenons

(s 4+ 1)Cq 1 1
S
(Q9)" (2, u)| < 20C, +Co)(s+1)2 s — 2s(s + 1)
pour tout z € U tel que |z — ux| < 1/r;
(c) pour tout z € Ky, nous avons
c, 1 1
< - < .
’(Qg)(z)‘ = 2(01 —|—Cg)<5+ 1) S — 28(8+ 1)2

A ce stade, considérons la fonctionnelle linéaire continue

N n
£= Z Tk,n Z QU g )y 0
n=0 =0

sur A, (U, D). Dans &, le coefficient de 7,, nv égal a r;@NQ[O} (ug) differe de 0. De
plus, comme nous avons N > N(k), £ n’appartient pas a span(VDA7 ».s); il existe donc
f € VD,r,s tel que |<f7 5)’ > 1.

Comme @) f appartient a Vp, s, nous arrivons finalement a la contradiction sui-
vante:

(a) d'une part, nous avons [(Qf,n)| <t carn € tVDAmS;
(b) d’autre part, nous avons successivement

N
QL =[Sm0 (@)

n=0

= Z ZQ["_”(uk)f[”(uk)

n

<
HM&
i

N
Z Tkn <Qf7 nuk7n>
n=0

Il
/\

Q[nfl] (uk)nuk,l> ‘
-0

=|f

D’ou la conclusion.g
A ce stade, nous pouvons généraliser le théoreme 4 de [36] de la maniere suivante.

Proposition B.7.6 La partie finie D = {uy,...,u;} de OU est réguliérement
asymptotique pour U si et seulement si la condition (*) suivante est satisfaite:
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(*) il existe r € N tel que, pour tout compact K C U et tout jo € {1,...,J}, il
existe p € N tel que, pour tout h > 0, il ezxiste f € A, (U, D) vérifiant

J
1f(2)] <1, VzeKU <U{z€ U: |z —uy| < 1/7~}> ,
j=1
et

’f[p](ujoﬂ > h.

Preuve.  La condition est nécessaire. Vu la proposition B.7.3, il existe r € N
tel que 'opérateur linéaire continu

Tr: AT(U7 D) - (CDXNO; f = (f[n] (u))(u,n)EDxNo

soit surjectif. Considérons alors un compact K C U et un entier jo € {1,...,J} et
choisissons enfin un entier s € N tel que K C K.

Comme la suite de fonctionnelles linéaires continues (7., )nen, sur A, (U, D) a la
propriété d’interpolation, le théoreme d’interpolation d’Eidelheit assure que I'espace
vectoriel

span({ 7, » : n € No }) N span(VDAyr,s)
est de dimension finie. Des lors, il existe p € N tel que Nuj,.p Wappartient pas a
span(Vﬁm). Cela étant, pour tout h > 0, il existe f € V. tel que

| P wi)| = [(f oy w)| > By

ce qui permet de conclure a la nécessité de la condition.
La condition est suffisante. Vu le théoreme précédent, il suffit d’établir que, pour
tout j € {1,...,J}, 'opérateur linéaire continu

S;: A (U, D) — w;  fr= (7 (1)) mens

est surjectif.

Fixons donc j € {1,...,J}. Comme {qu,n 'n € N()} est une partie du dual
de l'espace de Fréchet A, (U, D) dont les éléments sont linéairement indépendants,
Iopérateur S; est surjectif si et seulement si la suite (7y;.)nen, a la propriété
d’interpolation sur A, (U, D). Vu le théoreme d’interpolation d’Eidelheit, pour con-
clure, il suffit donc d’établir que, pour tout s € N, I'espace vectoriel

span({ N, » : m € Ng }) N span(VDAms)

est de dimension finie.
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Fixons s € N et désignons par p; le premier entier pour lequel la condition (*)
de I’énoncé est satisfaite pour K = K, et jo = j. Il existe alors & > 0 tel que, pour
tout g € A, (U, D) vérifiant

l9(2)] <1, vzeH::Ksu(U{zeU:\z—uygw}),

ueD
nous avons
9" ()| <k, Vned{0,...,p;— 1}

Pour conclure, nous allons établir par contradiction que, dans ces conditions,
aucune combinaison linéaire du type

N
U:Zannuj,n avec N > p; +setay #0

n=0

n’appartient a span(VDAmS).

Supposons donc qu’une telle fonctionnelle n = ZQLO AnMu;n appartienne hVDA7 s
avec h > 0.

Cela étant, choisissons un entier d € N supérieur au diametre de H et posons
ensuite

a = sup{|aol, ..., lan|},
P) =z —w)* ™ [ -w)®
(Z z Uj z U )
1<k<J
k#j

L:sup{ }P[”](uj)‘ :n:O,...,N}.
Vu la condition (*) de 'énoncé, il existe f € A, (U, D) tel que
f(2)] <1, VzeH,

et
s(s +2)hdN’ 4+ 2LaN?k

|an PIN=Pil (u;)|
Cela étant, introduisons la fonction g := Pf. Bien sur, g appartient a A, (U, D).

Plus précisément, nous avons
czelUlz—ul < 1/7"})

| il ()] >

pD,T,s(g)
P(z)f(z)
l

= sup | |Pf]l, + sup

< d (s +1)dV = (s +2)dV’.
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D’un autre coté, notons que nous avons également ‘ fIN *”(uj)| < k pour tout [ €
{N —p; +1,..., N} donc successivement

(g, )|

N
> Jan| [P u) f0) ()| — Jan] Y| [ |
I=N-pj+1
N-1 n
= Y anl Y|Py [y
n=N—p; I=N—p;

> s(s+2)hd"’ +2LaN?*k — aNLk — N*aLk > s(s +2)hd™"”.
D’ou une contradiction et nous concluons.g
Définitions. Pour tout u € C et toute partie propre A de C, nous notons
d(u, A) =inf{|jlu—2z|:2€ A}
la distance de u a A et
e(u,A) =sup{|lu—z|:2€ A}

Iécart de u a A.
Cela étant, la frontiere OU de U est quasi-connectée en u € QU si, pour tous &,
0 € R tels que 0 < £ < 4, il existe une partie connexe C' de AU telle que

d(u,C) < ee(u,C) et e(u,C) <.

Théoreme B.7.7 §i 0U est quasi-connecté en tout point de la partie finie D de
0U, alors D est réguliecrement asymptotique pour U.

Preuve.  Soit D = {uy,...,u;} avec J € N. Comme D est fini, il existe
r > 0 tel que les boules {z € C': |z —u;| < r} soient disjointes deux a deux pour
jed{l,....J}.

Cela étant, nous allons établir que la condition (*) de la proposition précédente
est satisfaite pour tout compact K C U et tout j € {1,...,J} par entier 1.



B.8. Si D est infini 117

Quels que soient a, b € C, la fonction |z — al-|z — b| étant continue sur le compact
L=Hx{acC:la—u| <1/r}x{beC:|b—u;| <1/r}

de C3, avec H := K U (Uyep{c€C:|c—u| <1/r}), il existe A > 0 tel que la
majoration |z — al - |z — b] < A% a lieu pour tout (z,a,b) € L.
Vu la quasi-connexité de OU en u;, pour tout h > 0, il existe une partie connexe

C' de 0U telle que

1 1
0< d(’u]’, C) < mf{

1
Q—T,m} -e(u;,C) et e(u;,C) < -

Par conséquent, vu la connexité de C, il existe des points a, b € C tels que

. 1 1

Il existe ensuite une détermination g(-) de \/(- — a)(- — b) holomorphe sur U UV ou
V est un voisinage ouvert de D. Cela étant, f = g/A

a) appartient a A,.(U, D);

b) vérifie | f(2)| < 1 pour tout z € H;

c¢) donne lieu a

| = L [2E 0| = (o)
L Az | z—w; | 24 1/2 b|1/2
z—uj J |uj_a| |uj_ |
-5 112
> T = h.
wi—a|V/?2 7 24 L
24 |t iCh
Ug—

D’ou la conclusion.g

Remarque.  Signalons des a présent qu’au paragraphe B.10, nous établissons que si
la composante connexe de uw € OU dans OU contient plus d’un point, alors OU est quasi-
connecté en u. En particulier, si U est simplement connexe, OU est quasi-connecté en tout
u € OU. Ceci établit que le résultat précédent est bien une généralisation des théorémes
de Carleman.O

B.8 Si D est infini

Comme toute partie régulierement asymptotique D C 0U pour U est dénombrable,
nous sommes amenés a introduire les notations suivantes pour étudier le cas ou D
n’est pas fini.
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Notations. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, nous
allons systématiquement recourir aux notations suivantes:

a) D est la partie {u; : j € N} de OU.

b) pour toute suite r = (7, )nen de N, nous posons

m (U, {u;})

=< feAUD): sup |f(2)] <o0,VjeEN
zeU
lz—uy|<1/r;

De la sorte, A,.(U, D) est un sous-espace vectoriel de A(U, D) et
U AU, D) = A(U, D).
reNN

c) pour tout 7 € N¥ et tout n € N,

Pprn: Ar(U, D) — [0,00[; f > sup {pujmj’n(f) cg=1,... ,n}

est une norme sur A.(U,D) et Pp, = {ppsrn:n € N} un systeme dénombrable
de normes sur A,.(U, D), munissant cet espace vectoriel d’'une topologie localement
convexe plus fine que celle induite par O(U), donc séparée. Cela étant, la notation
A, (U, D) réfere a 'espace localement convexe

A,.(U,D) = (A.(U,D), Pp.)
dont
Vo == {f € AU, D) : pppn(f) < 1/n} pour neN

est une suite fondamentale de voisinages de 0.
d) nous fixons une fois pour toutes une partition infinie

{{njr:keN}:jeN}

de {2n :n € N} et, pour tout 7 € N, posons

o0

BD,'I” = ﬂ Buj-,rgj,l,'r*j

Jj=1

our;:= (rn].,k) ren- 1l est clair que ces ensembles Bp ,. sont des compacts absolument
convexes de A(U, D) et méme que, pour tout » € N¥, Bp . est un borné de 'espace
A,,./(U, D) our := (Tanl)neN-
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Bien sur, ces notations dépendent fortement de la numérotation choisie des
éléments de D mais nous allons voir que toute numérotation de D convient.
Avec ces notations, le résultat suivant est clair.

Proposition B.8.1 Si D = {u; : j € N}, la famille {BDﬂ, ‘re NN} est une
quasi-LB représentation de l'espace A(U, D), dont les éléments sont des compacts
absolument convexes.y

Proposition B.8.2 Si D = {u;:j € N}, alors, pour tout r € NV, A.(U, D)
est un espace de Fréchet.

Preuve.  On peut soit recourir a une preuve directe tout comme dans le cas ou
D est fini, soit utiliser la technique des espaces quasi-LB, ce que nous allons faire.
Pour tout r = (7,,)nen, NOUs sommes amenés a poser

BD7T17"'7TH = U BD7(r17"'7T’n7*)

*cNN
puis
FD,n,...,rn = Span(BD,m,-uﬂ“n)

pour tout n € N et enfin a introduire
[ee]
FD,r = ﬂ FD,rl,...,rn-
n=1

En fait, nous obtenons Fp, = A, (U, D); il s’agit bien d'un espace de Fréchet et
ceci procure bien que A,.(U, D) est un espace de Fréchet g

Définition. Si D ={w;:j € N}, nous avons

AU, D)= | AU, D)

reNN

et, pour tous 7, s € N tels que r < s, I'injection canonique de A, (U, D) dans
As(U, D) est un opérateur linéaire continu. Des lors, nous pouvons munir 1’espace
vectoriel A(U, D) de la topologie 7 de la limite inductive de cette famille d’espaces
de Fréchet. Bien stir, 7 est une topologie plus fine que celle de 'espace A(U, D).
Nous posons

AWU,D)=(A(U,D),7) =ind,.A,.(U, D);

il s’agit d’un espace localement convexe qui n’est pas un espace (LF).
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Définition.  Sir € NV, la partie D = {u; : j € N} de 9U est r-régulicrement
asymptotique pour U si la restriction de 'opérateur T a A,.(U, D) est surjective.

Théoréeme B.8.3 Si D = {wu;:j € N} est une partie de D n’ayant pas de point
d’accumulation, les assertions suivantes sont équivalentes:
(a) D est régulierement asymptotique pour U ;
(b) pour tout j € N, {u;} est régulierement asymptotique pour U;
(c) il existe r € NN tel que D soit r-régulicrement asymptotique pour U.

Preuve.  (a) = (b) et (c) = (a) sont triviaux.

(b) = (c). Construisons d’abord une suite particuliere » € NY. Comme D n’a
pas de point d’accumulation, il existe une suite s = (s;) ey telle que les disques
b(u;;1/s;) soient deux a deux disjoints. Nous posons r; = s; et déterminons les r;
suivants au moyen de la loi de récurrence suivante. Si 74, ..., r; sont obtenus, nous
désignons par d; la distance de w41 au compact

Hj = Kj U <G b(uj, 1/SJ)> .
=1

Ensuite comme {u;;1} est régulierement asymptotique pour U, w4 n'est pas un
point isolé de AU et il existe donc un point v; de U tel que

d;

d; 1
O<\vj—uj+1|<inf{zj,—} et d(vj,Hj)EE

Sj+1
Cela étant, nous choississons pour 7,41 un entier tel que rjq > sjq et 1/rj4q <
v — ujial
Comme {7,,:u € D,n €Ny} est une partie du dual de A,(U, D) dont les
éléments sont linéairement indépendants, pour conclure au moyen du théoreme
d’interpolation d’Eidelheit, il nous suffit d’établir que, pour tout s € N, la dimension
de I'espace vectoriel

span({ Nun :n € No }) N span(VDAﬂ,ﬁ)

est finie.
Soit donc s un élément de N. Pour tout 7 € N, nous savons déja que

span({ 7y, :n € Ny }) N Span(VDA,r,s)

est un espace vectoriel de dimension finie: il existe donc N(j) € N tel que

N
(cl, ...,cy € Cien # O;chﬁuj,n € span(Vér,s)) = N < N(j).

n=0
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Pour conclure, nous allons établir que si la fonctionnelle linéaire

j+1 N

é = Z Z CinThyn avVeC Jj=s

=1 n=0

appartient a span(Vﬁ r.s), alors

a) nous avons ¢;j41, = 0 pour tout n € {0,..., N}. De fait, si ce n’est pas le cas, il
existe ¢ € N tel que € € qVDA7 rs- S0it alors ng le plus grand entier tel que ¢;jy1, # 0
et introduisons le polynome

P(2) = (z —u )™ (2 =y TV (2 — i)™,

Nous choisissons ensuite un entier d supérieur au diametre de H; puis un entier ¢
tel que
J+N J+N ot i+N)(j+1
|Uj+1 — U1| R |Uj_|_1 — U’jl 2" > QS<S + 2)d(j )G+

et enfin posons

d.:

9(2) = P(2) (Q(Z—_JUJ)Y VzeU.

Il est clair que g est un élément de A,.(U, D). De plus, de
d;
2(z — ;)

t

S 1, Vz € Hj,

nous tirons de suite

pD,r,s(g) S sup puk,rk,s (g)
1<k<s

< dUEMGY L (4 1)gutIGHD) Z (5 4 2)gutNGH),

c’est-a-dire que g appartient a s(s + 2)dU+MU+DV, - done donne lieu &
(g, &)| < gs(s + 2)dUi+MG+Y

Mais nous avons aussi .

2(ujr1 — vj)
donc
Jj+1 N
(9.1 = DD cng™ ()| =g (uj11)]
=1 n=0
N . d. t

= fuger— PN gy — PN [

a a 2(uj1 — vj)

> ujp — ul\j+N o ug — uj|j+N 228> qs(s + 2)dUtN)G+D.
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D’ou une contradiction.
b) nous avons ¢,y = 0 si N > sup{s, N(1),...,N(s)}. Il suffit de procéder comme
dans la preuve du théoreme B.7.5.

Cela étant, nous concluons.g

Corollaire B.8.4 Si D = {u; : j € N} est réguliérement asymptotique pour U,
alors la dimension du noyau de lopérateur T est égale a 2™°.

Preuve. 1l suffit de procéder comme dans la preuve du corollaire B.7.4, & con-
dition de remplacer r par une suite 7 € NY et I'espace A,.(U, D) par A,.(U, D)4

Proposition B.8.5 Soit D = {u;:j € N} une partie de U, n’ayant pas de
point d’accumulation.

Il existe donc une suite 8 = (s,)nen € NV telle que les disques b(u;;1/s;) soient
deux a deux disjoints.

Cela étant, pour toute suite v € NN telle que r > s, les assertions suivantes sont
équivalentes:

(a) D est r-réguliérement asymptotique pour U;
(b) pour tout compact K de U et tout entier j, € N, il existe un entier p € N tel
que, pour tout h > 0, il existe f € A.(U, D) tel que

1f(2)] <1, Vze KU (O{ué@:\u—uﬂﬁl/m}),

j=1
et
’f[p](uj0)| > h.

Preuve.  (a) = (b). Il suffit de procéder comme dans la preuve de la nécessité de
la condition de la proposition B.7.6, en remplacant bien str A, (U, D) par A,.(U, D).
(b) = (a). La preuve de la suffisance de la condition de la proposition B.7.6
s’applique moyennant quelques adptations mineures:
remplacer A, (U, D) par A,.(U, D),
fixer j € N,
imposer en plus la condition s > j,
remplacer Vp, s par Vp r s,
poser

H=K,U (O b(u;; 1/7’j)>
et

P(z) = (z —up)"™ [ (2 = )",
1<k<s
k#j
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et enfin remplacer pp, s par pp,, s bien sur.y

Théoreme B.8.6 Soit D = {u;:j € N} une partie de OU, n’ayant pas de point
d’accumulation.

Il existe donc une suite v = (r;);en € NV telle que les disques b(uj;1/;) soient
deux a deuz disjoints.

S1 0U est quasi-connecté en tout point de D, alors D est r-réguliérement asymp-
totique pour U donc est régulierement asymptotique pour U.

Preuve. 11 suffit de procéder comme dans la preuve du théoreme B.7.7: on fixe

7 € N, on pose
J
H=KU (U b(uy; 1/rj)>

k=1
et on choisit A soumis a la condition e(u;, A) < 1/r; et non < 1/r. La conclusion
suit alors de la proposition précédente. g

B.9 Compléments sur les espaces connexes, [42]

B.9.1 Limites supérieure et inférieure
d’une suite d’ensembles

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, (X, d)
désigne un espace métrique séparable, bien souvent noté X tout simplement.

Définitions. Si A = (A, )nen est une suite de parties de I'espace métrique
séparable (X, d),
(a) la limite supérieure de A, notée sup A, est ’ensemble des points € X tels que,
pour tout r > 0, la boule b(x; ) rencontre une infinité des A,;

(b) la limite inférieure de A, notée inf A, est ’ensemble des points x € X tels que,
pour tout r > 0, la boule b(x;r) rencontre tous les A,, sauf un nombre fini au plus.
Il est clair qu’on a toujours

inf A C sup A.

Si I'égalité a lieu, on dit que la suite A converge et que sa limite, notée lim A, est
donnée par lim A = inf A = sup A.

Remarque.  D’une part, si la suite (z,)n,eny de X converge vers g et si, pour tout
n € N, x,, appartient & A,, il est clair que x( appartient a inf A.

D’autre part, si (Ak(n))nEN est une sous-suite de A et s’il existe une suite convergente
(zn)nen de X telle que, pour tout n € N, x;, appartienne a Ay ,), alors la limite de cette
suite (xy,)nen appartient & sup A.
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Exemple. La suite (A, = {n})nen de parties de R converge vers (). 11 suffit
de remarquer que, dans ce cas, nous avons sup A = ().0

Exemple. Si, pour tout n € N, A, est le segment de R? dont les extrémités
sont ((—1)"(1—1/n),0) et ((—=1)"(1—1/n),1), alors nous avons inf A = () alors que
sup A est la réunion des deux segments d’extrémités (—1,0) et (—1,1) pour I'un et
(1,0) et (1,1) pour autre.0

Proposition B.9.1 Si A est une suite de parties de [’espace métrique séparable
X,

(a) inf A et sup A sont des fermés de X;
(b)

b) et si B est une sous-suite de A, on a

inf A Cinf B CsupB Csup Ag

Théoreme B.9.2 Toute suite A de parties d’un espace métrique séparable con-
tient une sous-suite convergente.

Preuve.  Soit {d; : j € N} une partie dénombrable dense dans X. On a tot
fait de vérifier que { b(dj; < 1/r) : j,r € N} est une suite fondamentale d’ouverts de
X, c’est-a-dire une suite (£2,),en telle que tout ouvert non vide de X soit réunion
des Q,, qu'il contient. (C’est ici que la séparabilité de X est utilisée.)

Cela étant, posons AL = A, pour tout n € N et construisons les suites Ar =
(AF),cn de parties de X au moyen de la loi de récurrence suivante. Si les suites A,
..., A¥ sont déterminées,

(a) et si A® contient une sous-suite B = (Ai(n))neN telle que (sup B) N = (), nous
posons AFt! = A’g(n) pour tout n € N;

(b) et si (sup B) N Qy # 0 pour toute sous-suite B de A, nous posons AF! = Ak
pour tout n € N.

Pour conclure, nous allons établir que la sous-suite B = (A),en de A converge.

Si ce n’est pas le cas, il existe un point x € X appartenant a sup B et pas a
inf B. 1l existe alors un voisinage de x, donc un des ensembles €2, et une sous-suite
(Al(zg)neN de B telle que A;EZ; N = 0 pour tout n € N. Cela étant, la suite (A¥),cn

it
contient une sous-suite, a savoir (A;%)nzk dont la limite supérieure est disjointe de

Q.. Vu la construction, nous obtenons alors (sup(A**1), cy) Ny, = 0, ce qui est
absurde car x appartient a €, et a sup B avec

sup B C sup(A7)psr C sup(Ar*) e
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Théoréme B.9.3 5i A = (A,)nen est une suite de parties de l’espace métrique
séparable (X, d) et si UpenA, est relativement compact,
(a) sup A = 0 a lieu si et seulement s’il existe ng € N tel que A, = () pour tout
n 2 no;
(b) si sup A # (), alors, pour tout e > 0, il existe ng € N tel que A,, soit inclus dans
{x € X :d(z,sup A) < e} quel que soit n > ny.

Preuve.  (a) La condition est nécessaire. Si sup A = {), alors tout z € X
est centre d’une boule ouverte qui ne rencontre qu'un nombre fini des A,. D’ou
la conclusion car un nombre fini de ces boules suffit pour recouvrir le compact
(UnENAn)_~

La condition est évidemment suffisante.

(b) Procédons par 1'absurde: supposons l'existence de ¢ > 0 et d’une suite
(7 )nen de X telle que x,, appartienne a Agn) \{z € X : d(z,sup A) < € } pour tout
n € N, (Akm))nen étant une sous-suite de A. Comme U,enAg(n) est relativement
compact, la suite (z,),en contient une sous-suite convergente, soit Tym) — To. Cette
limite zy doit alors appartenir a sup A alors que nous avons d(z;,),sup A) > € pour
tout n € Ny

B.9.2 Chaines

Définition.  Etant donné deux points a, b de ’espace métrique (X, d) et £ > 0,
une e-chaine joignant a d b est une suite finie (z;)7_, de X telle que a = z1, b =z,
et d(xj,z;41) < e pourtout j =1, ..., J—1. Cette chaine est dans A C X si on a
T, ..., Ty € A.

Cela étant, une partie A de X est bien enchainée si, pour tous a, b € Aet e > 0,
il existe une e-chaine dans A joignant a a b.

Lemme B.9.4 Pour toute partie non vide A de ’espace métrique (X, d) et tout
e > 0, l’ensemble A, des points x de X pour lesquels il existe une e-chaine joignant
un point de A a x est ouvert et fermé.

Prewve.  Posons B = X \ A.. 1l est alors clair que A. N B =1 donc que
A. = X \ B est ouvert. Il est tout aussi clair que A. N B = () donc que A = A, est
fermé. g

Théoreme B.9.5 Tout espace métrique connexe est bien enchainé.

Preuve.  Si a est un point de cet espace X, alors, pour tout € > 0, I’ensemble
{a}. des points x de X pour lesquels il existe une e-chaine joignant a a z est ouvert
et fermé donc égal a X sinon {{a}., X \ {a}.} serait une disconnexion de X g

Remarque.  La réciproque de cette propriété est fausse: il suffit de prendre pour X
le sous-espace Q de R. Elle a cependant lieu si X est compact (patientez un peu).0
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B.9.3 Espaces connexes

Nous renvoyons a [25] pour les propriétés élémentaires des espaces connexes.

Remarque.  Si C est une partie de 'espace métrique (X,d), remarquons bien que
{A, B} est une disconnexion de (C,d) si et seulement si {A, B} est une partition de C
en deux parties non vides telles que AN B = AN B = § (les adhérences pouvant étre
considérées dans X ou dans C). En effet, A est alors égal A C\ Bet BAC\ A: Aet B
sont donc des ouverts de (C,d).0

Proposition B.9.6 Soit C' une partie connexe non vide de l’espace métrique
conneze (X,d). Si X \ C n’est pas conneze, alors, pour toute disconnexion {2y, }
de X\ C, les espaces (1 UC,d) et (QUC,d) sont connezes.

Preuve.  Les roles de €2y et {25 étant permutables, il suffit par exemple d’établir
que (©2; U C,d) est connexe.

Supposons avoir une disconnexion {wy,ws} de (27 U C,d). 1l est clair que C
doit étre inclus dans un des deux ensembles wy, wy sinon {C' Nwy,C Nws} serait
une disconnexion de C. Les roles de w; et wo étant permutables, supposons avoir
C' C wy; ceci implique wy C 2. Cela étant, on vérifie de suite que {Q Uwy,wq} est
une disconnexion de X. D’ou une contradiction.g

Théoréme B.9.7 Soit A = (A,)nen une suite de parties d’un espace métrique
séparable (X, d).

St les trois conditions suivantes sont vérifiées:
(a) UpenA,, est une partie relativement compacte de X ;

(b) il existe une suite (e,)nen de |0, 00[ convergente vers 0 telle que, pour tout n € N
et tout couple (a,b) de points de A, il existe une €,-chaine dans A,, joignant a a b;

(c) inf A # 0);

alors sup A est une partie connexe de X.

Preuve.  L’ensemble sup A étant fermé et inclus dans I'adhérence de U,enA,,
est compact. Cela étant, si sup A n’est pas connexe, il en existe une disconnexion
{K1, K3} en deux compacts dont I'un au moins, soit Kj, rencontre inf A. Si nous
posons r = d(K;, K3)/3, nous obtenons r > 0 et d(z,y) > r pour tous x, y € X tels
que d(z, K;) < r et d(z, K3) < r. Vu le théoreme B.9.3, il existe alors ny € N tel
que

A, C{z:d(z,supA) <r}={z:dz,Ky) <r}u{z:dz Ky <r}
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pour tout n > ng. De K N (inf A) # (), nous tirons A, N{z:d(z,K;) <r} #0
pour tout m > ng, quitte & augmenter ny. Deés lors, comme K, differe de (), nous
devons avoir

Acn{z:d(x, K1) <r}#0# Acn{x:d(z,Ky) <r}

pour une suite d’entiers k € N.

Ceci est contradictoire car le raisonnement suivant est valable pour tout k£ € N:
si x1 est le dernier point de {z : d(z, K1) < r} d’une g-chaine joignant un point
de Ay N{z:d(z,K;) <r} aun point de Ay N{z:d(z,Ky) <r} et sixg est son
premier point appartenant a {x : d(z, Ks) < r }, nous devons avoir d(z1,x2) < &g
et d(zy, ) > 14

Corollaire B.9.8 a) Si A est une suite convergente de parties d’un espace mé-
trique séparable et si A vérifie les conditions (a) et (b) du théoréme, alors lim A est
conneze.

b) Si A est une suite de parties connezes d’un espace métrique séparable et si A
vérifie les conditions (a) et (¢) du théoréme, alors sup A est conneze.y

Proposition B.9.9 Soient a et b deux points d’un espace métrique compact K.
S, pour tout € > 0, il existe une e-chaine joignant a a b, alors a et b appartiennent
a une méme composante connexe de K.

Preuve.  Pour tout n € N, soit A,, ’ensemble des points x de K pour lesquels
il existe une 1/n-chaine joignant a a x. Il est clair que la suite A = (A,,)nen vérifie
les conditions (a), (b) et (¢) du théoréme précédent pour ¢, = 1/n pour tout n € N
et inf A D {a,b}. Des lors, sup A est connexe. D’ou la conclusion car a et b
appartiennent bien stur a sup Ay

Corollaire B.9.10 Tout compact métrisable bien enchainé est connexe.y

Théoréme B.9.11 Soient Fy et Fy deux fermés disjoints et non vides d’un es-
pace métrique compact (K, d).

St aucune composante connezxe de K n’intersecte a la fois Fy et Fy, il existe une
disconnexion { Ky, Ky} de K telle que Fy C Ky et Fy C K.

Preuve.  Etablissons tout d’abord qu’il existe € > 0 tel qu’aucune e-chaine ne
joigne un point de F; a un point de Fy. Si ce n’est pas le cas, alors, pour tout
n € N, il existe une 1/n-chaine A, joignant un point a, € F; a un point b, € F.
Cela étant, la suite A = (A,),en contient une sous-suite convergente que, sans
perte de généralité, nous pouvons supposer égale a A. Comme A vérifie clairement
I'hypothese du Corollaire B.9.8.a) ci-dessus, lim A est connexe. Comme nous avons
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a, € A, NFy et b, € A, N F, pour tout n € N et comme F; et F, sont compacts,
nous obtenons bien str (sup A) N Fy # () # (sup A) N Fy, ce qui est contradictoire
avec I’hypothese.

Cela étant, soit K7 I'ensemble des points x de K pour lesquels il existe une e-
chaine joignant un point de F; & x. Posons ensuite Ky = K \ Kj. Il est clair que
nous avons F; C Kj et Fy C Ky. Comme K est a la fois fermé et ouvert, { Ky, Ky}
est une disconnexion de K et nous concluons.y

Théoréme B.9.12 Soient F' un fermé connexe et 1 un ouvert d’un espace
métrique (X, d).

Si F'NQ nlest pas vide et differe de F et si F N Q est compact, alors toute
composante connexe de F N intersecte OS).

Preuve.  Si ce n'est pas le cas, il existe une composante connexe C' de F N Q)
telle que C N O = 0. Posons K = FNQ et B=FNoS. Remarquons que B n’est
pas vide sinon { FNQ, F'\ Q} serait une disconnexion de F. Cela étant, (K, d) est un
espace métrique compact et B et C' sont des parties fermées disjointes et non vides
de K. Vu le théoreme précédent, il existe une disconnexion {Kj, K.} de K telle que
B C Ky et C C K.. Mais alors K, contenant B = F' N 0€), K. est inclus dans ).
Cela étant, { K, U (F \ K), K.} est une disconnexion de F'. D’olt une contradiction.

B.10 Généralisation des résultats de
Carleman et Franklin

Théoreme B.10.1 Soit D une partie non vide et sans point d’accumulation de
ouU.

Si QU est quasi-connecté en tout point de D, alors D est régulierement asymp-
totique pour U et le noyau de T est de dimension algébrique égale a 2%,

Preuve.  Sans point d’accumulation, D doit étre dénombrable. Des lors, si D
est fini, il s’agit du théoreme B.7.7 et du corollaire B.7.4; si D est infini, il s’agit du
théoreme B.8.6 et du corollaire B.8.4.4

Voici maintenant une condition pratique permettant de vérifier que OU est quasi-
connecté en u € OU. Elle justifie I'étude du paragraphe précédent.

Proposition B.10.2 Si la composante connexe C,, de uw € OU dans OU n’est
pas réduite au singleton {u}, alors OU est quasi-connecté en u.
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Preuve.  Etant donné des nombres réels ¢ et § tels que 0 < € < § < 1, comme
(', contient plus d’un point, il existe r; €]0,6/2] tel que C, = C,Nb(u; 1) # Cy. Soit
alors C' la composante connexe de C; contenant u. Bien str, C, est fermé et b(u; <
r1) est un ouvert borné tel que C, # b(u; < r1) N C, # 0. Vu le théoréme B.9.12, C
contient un point z; tel que |23 — u| = ry.

Cela étant, choisissons des nombres réels ry et r3 tels que 0 < ry < ery et ry < rs.
Posons G = {z € C :ry < |z —u| <r3}. De la sorte, nous avons u & G et z, € G,
donc C' # GNC # (. Une nouvelle application du théoréme B.9.12 assure alors que
la composante connexe C’ de C'N G contenant z; doit contenir un point 2z, de 0G.
Comme nous devons avoir |zg — u| # r3, |22 — u| = 5 a lieu. Des lors, C” est une
partie connexe de U telle que d(u,C") = |20 — u| = rg et e(u,C’) = |21 — u| = ry;
nous avons donc

e(u,C"Y =1 <§ et 0<d(u,P)=ry <er, =ce(u,C").
D’ou la conclusion.g
Comme annoncé, le corollaire suivant est en fait la version pratique du théoreme.

Corollaire B.10.3 Soit D une partie non vide et sans point d’accumulation de
ou.

Si, pour tout uw € D, la composante connexe de u dans OU n’est pas réduite au
singleton {u}, alors D est régulierement asymptotique pour U et le noyau de T est
de dimension algébrique égale a 280 4
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