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Introduction

Ces notes contiennent la matiere du cours a option Introduction a la théorie de la
mesure (30h + 10h) que j’ai donné durant 'année académique 2004-2005 a la licence
en sciences mathématiques. Elles en débordent largement: j’ai voulu donner la
possibilité aux étudiants intéressés d’apprendre davantage. Elles ne sont cependant
pas completes: le lecteur intéressé trouvera en fin de volume une liste de références
qui ne se veut pas limitative mais qu’il consultera avec beaucoup de profit.

Le but du cours oral est triple:
a) établir les résultats admis sans preuve dans le cours Introduction au calcul intégral
enseigné en premiere candidature. Cela est fait dans le cadre d’'une mesure quel-
conque.
b) comparer les notions d’intégrales de Riemann, de Darboux et de Lebesgue sur un
intervalle compact de R.
c) aborder quelques résultats transcendants de la théorie de la mesure (théoreme de
Radon-Nikoym, décomposition de Lebesgue, théoreme de représentation de Riesz,
caractérisation des mesures sur un intervalle de R, différentiation d’une mesure,
théoreme de changement de variable) si jen ai le temps.

J. Schmets
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Chapitre 1

Mesures

Convention. Dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, X

désigne un ensemble non vide et, a partir du paragraphe 1.3, § un semi-anneau sur
X.

1.1 Semi-anneau sur un ensemble

Définition. Etant donné P C p(X), une P-partition de A C X est une
partition de A constituée d’éléments de P; c’est donc une famille A de parties de X
dont les éléments appartiennent a P, sont disjoints deux a deux et ont une réunion
égale a A.

Si ) € P, il convient de remarquer que () peut appartenir & A de nombreuses
fois.

Définition.  Un semi-anneau sur X est une partie S de p(X) qui vérifie les
quatre conditions suivantes:

(sal) D €S,
(sa2) il existe une suite (S, )men, de S telle que X = UX_,S,,,
(sa3) pour tous 51, Sp € S, il existe une S-partition finie de S; N S,

(sad4) pour tous Si, Ss € S, il existe une S-partition finie de S; \ Ss.

Remarque. La condition (sa2) est introduite pour des raisons de commodité. Pour
une large partie de la théorie, elle n’est pas nécessaire. Son intervention permet d’alléger
certains énoncés. De plus, elle est souvent réalisée en pratique; elle I'est toujours pour les
mesures de probabilité (définies sur (X, .A) ou A est une o-algebre de parties de X).O
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Rappel.  Une o-algébre de parties de X est une partie A de p(X) qui vérifie les
trois conditions suivantes:

(r-al) X € A,
(0-a2) Ac A= X\ Aec A,
(a-a3) A, Ag,...e A= U’?Tj:l A, €A

Cela étant, si A est une g-algebre de parties de X, il vient:
)0 eA,
ii) A17A26A2>A1\A2€.A,
iii) Ay, Ag,...€e A= ﬂ;j:l A, € AO

Exemple.  L’ensemble {0, X'} est un semi-anneau sur X.O

Exemple. Toute o-algebre de parties de X est un semi-anneau sur X.
En particulier, la o-algébre o(X) est un semi-anneau sur X .0

Exemple. S5i X est dénombrable, alors [’ensemble des parties finies de X est
un semi-anneau sur X .O

Exemple. SiJ € Ny et si, pour tout j € {1,---,J}, S; est un semi-anneau
sur 'ensemble X;, alors

J J
HSj:{HSj:SJESj pourtoutjzl,...,J}
j=1 j=1

‘ J
est un semi-anneau sur HFl X;.

Il est clair que H;']:1 S; vérifie les conditions (sal) et (sa2). De plus, avec des
notations évidentes par elles-mémes, il est clair que les ensembles

(o)1) oo

(1) (11

= ((Sl\T1>XHSj>U((SIQTI)X(S2\T2)XHSJ>U

Jj=2 J=3

et

U ((51 NT) % ...x (S;_1NTy_y) x (SJ\TJ))

admettent des (H}]=1 S;)-partitions finies.O
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Voici les propriétés élémentaires des semi-anneaux.

Proposition 1.1.1 Soit S un semi-anneau sur X .

a) Siles Sy, ..., Sy etlesTy, ..., Tk sont des éléments de S en nombre fini,
alors il existe une S-partition finie de (N7_;S;) \ (Up=y Tk).
b) Siles Sy, ..., Sy €S sont en nombre fini, alors il existe une S-partition finie

P de leur réunion telle que chacun des S; soit la réunion des éléments de P qu’il
contient.

c) Pour toute suite (Sp)men, de S, il existe une S-partition dénombrable P de
leur réunion telle que, pour tout M € Ny, UM_| S, soit la réunion des éléments de
P qu’il contient.

En particulier, X admet toujours une S-partition dénombrable.

Preuve.  a) Etablissons d’abord, par récurrence sur K, que cette propriété est
correcte pour J = 1. D’une part, le cas (J = 1, K = 1) résulte de la définition méme
de la notion de semi-anneau. D’autre part, sile cas (J = 1, K = M € Ny) est établi,
alors le cas (J = 1, K = M + 1) résulte aussitot de (sa4) et de la formule

() (o )

Etablissons ensuite le cas général par récurrence sur J. D’une part, pour J =1 et
tout K € Ny, nous venons d’établir le résultat. D’autre part, si, pour J = M € N
et tout K € Ny, la propriété a lieu, alors (sa3) et la formule

(09 (0n)= ({0 (U)o

permettent d’établir que la propriété a également lieu pour J = M + 1 et tout
K € Np.
b) Pour toute partie non vide K de {1,...,.J}, posons

(09 )
keK 1<5<J, jeK

Vu a), chacun de ces ensembles Tk admet une S-partition finie. D’ou la conclusion
car, d'une part, les ensembles T sont disjoints deux a deux et, d’autre part, chacun
des S; est bien str égal a la réunion des ensembles T tels que j € K.

c) Il suffit de poser P = UX_,P,, ou Py est égal a {S;} et ou, pour tout entier
m > 2, P, est une S-partition finie de S,, \ (U}’:llsj)..
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1.2 Le semi-anneau SZ(f2)

Convention. Dans ce paragraphe, sauf mention explicite du contraire, €2
désigne un ouvert non vide de R".

Définition.  Un semi-intervalle dans €) est un semi-intervalle de I’espace R",
d’adhérence compacte incluse dans €.

C’est donc un intervalle de R™ qui s’écrit Jaq, b1] X ... X ]an, b, avec a;, b; € R
tels que a; < b; pour tout j € {1,...,n} et dont 'adhérence est incluse dans €.

Remarques. 1) Un semi-intervalle dans € n’est bien sir jamais vide. Plus précisé-
ment, 'intérieur d’un semi-intervalle dans €2 n’est jamais vide. Il s’ensuit notamment que
tout ensemble dont les éléments sont des semi-intervalles dans ) disjoints deux 4 deux, est
dénombrable. De fait, si, a chacun de ces semi-intervalles I, on associe un point rationnel
xy de I°, on obtient une bijection entre ’ensemble considéré et une partie de 'ensemble
des points rationnels de R™.

2) Tout semi-intervalle dans Q est convexe.O

Proposition 1.2.1 ] existe une partition dénombrable de ) en semi-intervalles
dans €.

Preuve.  Vu ce qui précede, il suffit d’établir que 2 admet un recouvrement
dénombrable constitué de semi-intervalles dans ().

Pour tout m € Ny, soit Q,, le quadrillage d’équidistance 10~ de R™ puis
P, 'ensemble des mailles de Q,, d’adhérence compacte incluse dans €2; Q,, étant
dénombrable, il est clair que P,, est dnombrable. Pour conclure, il suffit alors de
constater que Uy_,P,, est dénombrable et constitue un recouvrement de (2.5

Proposition 1.2.2 Une intersection finie de semi-intervalles dans ) est égale
a () ou a un semi-intervalle dans €.

Preuve. 1l suffit bien stur d’établir cet énoncé pour I'intersection de deux semi-
intervalles []7_, Jaj, b;] et [}, ]¢;, d;] dans . Comme

10)0 (1)

j=1 j=1

(Jaj, bj] M ej, dj)

1

J

n

il suffit de prouver que l'intersection de deux semi-intervalles de R est égale a () ou
a un semi-intervalle de R. Cela résulte aussitot de la formule

[0 si sup{a,c} > inf{b, d}
Ja,b] M ]e,d] = { Jsup{a, c},inf{b,d}] sinon }'I
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Proposition 1.2.3 a) Si I =[[}_,]a;,b;] est un semi-intervalle dans 2, alors,

j=1
pour tout k € {1,...,n} et tout ¢y € |ay, bi|, les ensembles
]1 = ]al,bl] X ... X ]ak_l,bk_l] X ]ak,ck] X ]ak+1,bk+1] ... X ]an,bn]
Ig = ]al,bl] X ... X ]ak_hbk_l] X ]Ck7bk] X ]ak+1,bk+1] ... X ]am bn}

constituent une partition de I en deux semi-intervalles dans €.
b) Pour tous semi-intervalles I et J dans ), I\ J est vide ou admet une partition
finie en semi-intervalles dans €.

Preuve.  a) est immédiat.

b) Comme on a I\ J =1\ (INJ),ilsuffit de considérer le cas J C I.

Soient donc I = [[7_, Ja;,b;] et J = szl]cj,dj] deux semi-intervalles dans ()
tels que J C 1. On a alors a; < ¢; < d; < b; pour tout j € {1,...,n}. Cela
étant, soit Q le réseau fini de R" déterminé par ces inégalités a; < ¢; < d; < b,
pour j =1, ..., n. On vérifie directement que I’ensemble des éléments de Q inclus
dans I constituent une partition finie de / en semi-intervalles dans €2 a laquelle J

appartient.g

Remarque. Inversement on peut établir que toute partition d’un semi-intervalle I
dans Q2 en deuz semi-intervalles (nécessairement dans Q) s’obtient comme annoncé en a)
dans l’énoncé précédent.

Suggestion. Supposons que le semi-intervalle I = H?Zl]aj, b;] dans © admette une
partition {I1,I>} en deux semi-intervalles. Le point b = {b1,...,b,} appartenant a I,
appartient a I; ou a Iy. Quitte & permuter les roles de I et Is, nous pouvons supposer
qu’il appartient & I;. Cela étant, il est clair que Iy s’écrit H}l:l lej, bj] avec a; < ¢; pour
tout j € {1,...,n} et a; < ¢; pour au moins une valeur de j. Tout revient alors & établir
qu’il n’y a qu’une valeur de j pour laquelle on a cette inégalité a; < c¢;. Supposons avoir
a; < cjetay <cpavecl<j<k<n. Alors les points

T = (bl,...,bj_l,Cj,bj+1,...,bn) et y=(b1,...,bp-1,Ck,0p41---,bn)

appartiennent a I et n’appartiennent pas a I;. Ils appartiennent donc & Io ainsi que
leur demi-somme car Is est convexe. D’ou une contradiction car il est clair que cette
demi-somme appartient a ;.0

Cela étant, nous sommes a méme d’introduire un semi-anneau important sur €2
il nous permettra au paragraphe 1.4 d’introduire la notion fondamentale de mesure
de Lebesgue sur R".

Définition.  Si Q est un ouvert de R™, la notation SZ(£2) désigne ’ensemble
dont les éléments sont soit (), soit un semi-intervalle dans €.

Théoréme 1.2.4 Pour tout ouvert non vide Q de R", SZ(2) est un semi-anneau
sur .p
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1.3 Mesures sur (X,S)

Définition.  Une application pu: & — C est
a) finiment additive si, pour tout S € S et toute S-partition finie P de S, on a
p(S) = Lpep (1),
b) dénombrablement additive (ou o-additive) si elle est finiment additive et si,
pour tout S € S et toute S-partition dénombrable {S,, : m € Ny} de S, la série
> u(Sm) converge vers pu(S).

Notation. Si l'application p: & — C est dénombrablement additive et si P
est une S-partition dénombrable infinie de S € S, alors, pour toute numérotation
(Sm)men, de P, la série >~ u(S,,) converge vers u(S). Il s’ensuit que cette
série numérique est commutativement convergente donc absolument convergente
vers p(S).

Cela étant, si P est une S-partition dénombrable de S € S, on introduit la nota-
tion ) ;.. #(T') qui représente aussi bien le nombre £(.S) que la somme Zf\le w(Sm)
st (Sm)m=1,..m est une numérotation de P fini, ou que la série >~ 1(S,,) si
(Sm)men, €st une numérotation de P infini.

Ceci nous permet de dire que ['application p: S — C est dénombrablement ad-
ditive si et seulement si, pour tout S € S et toute S-partition dénombrable P de S,

on a Y pep (1) = p(S).

Proposition 1.3.1 Si l'application p: S — C est finiment additive, alors on a

1(0) = 0.

Preuve.  De fait, {§),0} est une S-partition finie de ) € S et on doit avoir
1(0) = p(0) + p(0), ce qui suffit.y

Définitions.  Une application p: & — C a une variation sur S € S s’il existe
C > 0tel que Y ;. [(T)| < C pour toute S-partition finie P de S. On pose alors

Vu(S) = sup (1)1,
PeP(S) T;D

ou P(95) désigne I'ensemble des S-partitions finies de S.

Une application p: & — C a une variation si elle a une variation sur tout élément

S deS.

Proposition 1.3.2 Soit u: S — C une application dénombrablement additive.

a) Si p a une variation sur Sy € S, il a aussi une variation sur tout S € S inclus
dans So et Vu(S) < Vu(So).
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b) Si p a une variation sur Sy € S et si (Sy)men, €st une suite d’éléments de S
disjoints deuz d deux et inclus dans Sy, alors la série Y - Vu(Sy) converge et sa
limite est majorée par V u(Sp).

c) Sl existe une S-partition dénombrable Py de Sy € S telle que p ait une
variation sur tout élément de Py et que la série Y g.p Vu(S) converge, alors i a
une variation sur Sy et on a Y gep Viu(S) =V u(So).

d) L’application p a une variation sur l’élément S de S si et seulement si la série
> 1(Sm) converge pour toute suite (Sp)men, d’€léments deux a deuz disjoints
de S et inclus dans Sy.

Preuve. a) Sion a Sy = S, c’est trivial. Sinon, il suffit de noter que, pour
toute S-partition finie Py de Sy \ S et toute S-partition finie P de S, P U P, est une
S-partition finie de Sy telle que

DoM< Y D)< Vis(So)-

TeP TePUPy

b) Pour tout M € Ny, soit Py une S-partition finie de Sp \ (UM_,S,,). Cela
étant, pour toutes S-partitions finies Py de Sy, ..., Py de Sy, 'ensemble Py 5 U
Py U...UPy est une S-partition finie de Sy et on a donc

DD+ Y u(D)] < > (T <V u(So),

TP TePyr TePy, mUP1U...UPy

ce qui suffit pour conclure.

c¢) Soit P une S-partition finie de Sy. Pour tout S € Py et tout 7' € P, SNT
admet une S-partition finie, que nous notons Pgp. Cela étant, la réunion de ces
S-partitions Pgp pour S € Py et T € P est une S-partition dénombrable P; de S.
La série ) pp [(R)] est donc convergente. Il s’ensuit que p a une variation finie
sur S telle que Vyu(Sp) < D gep, V1(S) car on a

D@ < YT N u®)] = D |uB)

TeP TeP SePy RePg, 1 ReP;
S YY S R < Y vas)
SePo TeP REPs, T SePo

D’ou la conclusion au moyen de b).

d) La nécessité de la condition résulte aussitot de b).

La condition est suffisante. Si p n’a pas de variation finie sur S, il existe une
S-partition finie P; de Sy telle que Y cp [(T)| = 2+ |u(So)|. De plus, vu c), il
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existe 17 € Py sur lequel i n’a pas de variation finie. On a alors

Y@ = D @) - (T

TePi\{T1} TeP:

> 2+ |u(So) = [u(So) = D ()

TePi\{T1}

> 2 Y |u(D)

TePi\{T1}

donc

> @) =1

TePi\{T1}

Par une récurrence aisée, on obtient alors pour tout m > 2 une S-partition dénom-
brable P,, de T,,_1 et un élément T,, de P, sur lequel u n’a pas de variation finie,

tels que
)ORNCTESY

TEPm\{Tm}

Au total, P = U, (Pm \{T)n}) est une partie dénombrable de S, dont les éléments
sont inclus dans Sy, sont disjoints deux a deux et sont tels que la série Y . [1(T)]
diverge. D’ou une contradiction.g

Corollaire 1.3.3 Si u: & — C est une application dénombrablement additive et
st S contient UpepT' pour toute partie dénombrable P de S dont les éléments sont
disjoints deuxr a deux et tous inclus dans un meéme élément de S, alors p a une
variation.

En particulier, st S est une o-algebre, toute application dénombrablement addi-
tive p: & — C a une variation.y

Définitions.  Une mesure sur (X,S), ou plus simplement une mesure sur X
si aucune confusion sur S n’est possible, est une application p: & — C qui vérifie
les deux conditions suivantes:

(m1) p est dénombrablement additif,
(m2) g a une variation.

Bien str, une mesure p sur (X,S) est positive (resp. négative; réelle) si on a
p(S) >0 (resp. p(S) <0; u(S) € R) pour tout S € S.

Théoréme 1.3.4 Si A est une o-algébre de parties de X, toute application
w: A — C dénombrablement additive est une mesure.y
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Théoréme 1.3.5 Toute application p: S — [0, +oo[ dénombrablement additive
est une mesure sur (X, S) telle que V= p.g

Définition.  La variation d’une mesure p sur (X,S) est Papplication
Vi: S — [0, +00] S+ Vu(s).

Théoreme 1.3.6 La variation Vi d’une mesure p sur (X,S) est une mesure

sur (X,S).

Preuve.  Vu les parties b) et ¢) de la Proposition 1.3.2, V' est une application
dénombrablement additive. Comme Vj est une application positive, le théoreme
précédent permet de conclure aussitot.y

Proposition 1.3.7 Si l'application : S — C est dénombrablement additive et
s’il existe une mesure positive v sur (X, S) telle que |u(S)| < v(S) pour tout S € S,
alors pu est une mesure sur (X,S) telle que Vi < v.

Preuve.  C’est immédiat car, pour toute S-partition finie P de S € §, il vient

D D) <D w(T) = v(S)

TeP TeP

Remarque. Nous avons déja établi que si p est une mesure sur (X,S) et si les
éléments T,,, de S pour m € Ny sont disjoints deux a deux et inclus dans un méme élément
S de S, alors la série Y>> Vu(T5,) converge et ona y > Vu(Ty,) < Vu(S). Le lemme
technique suivant généralise ce résultat.0

Lemme 1.3.8 Soit p une mesure sur (X,S). Si (Sp)men, est une suite de S
telle que Y °_ Vu(Sy) < oo, alors, pour toute suite (Ty)gen, d’éléments deuz a
deuz disjoints de S telle que UL Ty, C UX_, S, la série Y o, Vu(Ty) converge et
on a2 ViTe) < 30 ViSn).

Preuve.  Nous pouvons supposer que les S, sont deux a deux disjoints, quitte
a remplacer la suite (.S,,)men, par celle des éléments d’une S-partition dénombrable
{R;: 1 € No} de U>_,S,, telle que, pour tout M € Ny, UM_ S, soit réunion des R,
quil contient car on a évidemment Y > Vu(Ry) < > V(S

Cela étant, pour tous m, k € Ny, soit P,, , une S-partition finie de S,,, NT}. Pour
tout m € Ny, Uy P, i est alors une union dénombrable d’éléments de S, deux a

deux disjoints et inclus dans S,,. Vu ce qui précede, nous avons donc

> Vu(R) < Vu(Sn)

REUZilpm,k
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donc
oo

> Y VM(R)SiVM(Sm>-

m=1 REUZ, P,

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que
> Y vem=Y Y vam=Yovam)
m=1 REU | Py, k=1 REUZ_ Py x k=1

car, pour tout k € Ny, U>_, P, 1, est une S-partition dénombrable de T}, 4

1.4 Exemples fondamentaux
Exemple. La mesure nulle. On vérifie de suite que ’application
0: p(X)-C S0
est une mesure sur (X, p(X)), appelée mesure nulle sur X.0O

Exemple. Mesure de Dirac. Pour tout x € X, on vérifie de suite que
I’application
1 sizeS
0 sinon

9 p(X) —C S»—>{
est une mesure sur (X, (X)), appelée mesure de Dirac associée ¢ x.0

Exemple. La mesure de Lebesgue sur R". Fixons n € Ny et considérons
le semi-anneau SZ(R™) sur R™, dont les éléments sont ) et les semi-intervalles dans
R™. Nous allons prouver que [l’application

0 si S =10
H?:l(bj —a;) siS= H?:Jajvbj]

est une mesure sur (R, SZ(R™)), appelée la mesure de Lebesgue sur R™.

0: SI(R") — [0,400[ S+ {

Preuve.  Comme 'application ¢ est positive, il suffit d’établir qu’elle est dé-
nombrablement additive.

Soit I un semi-intervalle dans R™. Nous allons procéder en trois étapes.

a) Il est clair que, pour tout réseau fini R de I, Y o ((R) = €(1).

b) Pour toute SZ(R")-partition finie P de I, on a alors ) ¢ 5 £(S) = £(I) car il
existe un réseau fini R de I tel que J = Uger rcs R pour tout J € P, c’est-a-dire
tel que, pour tout J € P, { R: R € R, R C J } soit un réseau fini de J.
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c) Passons au cas général. Soit { I : k € Ny } une SZ(R")-partition dénombrable
du semi-intervalle I = [[7_, Ja;, b;] dans R™.

D’une part, la série >~ (};) converge et sa limite est majorée par ¢(I). De
fait, pour tout K € N, il existe une SZ(R")-partition finie Px de I telle que
{I,...,Ix} C Pk donc telle que

Sy < > ) =

JEPK

D’autre part, prouvons qu'on a aussi £(1) < > 2 ¢(I;). Pour tout ¢ > 0,
il existe bien siir aj, ..., a; € R tels que a; < aj pour tout j € {1,...,n} et
(1) < {(I') 4+ ¢/2 ou nous avons posé I' = H?:Ja;-,bj]. De plus, nous pouvons
évidemment supposer avoir I, # () pour tout k& € Ny. Cela étant, si I est égal

a H?:l] Jk),bj ], il existe b}®), ... b *®) € R tels que bg-k) < ") pour tout

je{l,....,n} et £(I}) < {(I;) + 27" e olt nous avons posé I} = IT- 1} (k) b’(k ]

Cela étant, on vérifie de suite que { (I;)° : k € Ny } est un recouvrement ouvert du
compact I/ Des lors, il existe K € Ny tel que I’ C UK I/ donc tel que

K K 0o
o) < 1) ggz g S Un) +e < L) +e
k=1 k=1 k=1

(en (%), on utilise le fait qu’il existe une SZ(R")-partition finie P de I’ telle que
chacun des I' N I} pour k = 1, ..., K soit la réunion des éléments de P qu’il
contient). La conclusion s’ensuit aussitot.g
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Chapitre 2

Intégration

Convention. Dans tout ce chapitre, sauf mention explicite du contraire,
(X, 8, )
est un espace mesuré, c’est-a-dire que
(em1l) X est un ensemble non vide,
(em2) S est un semi-anneau sur X,

(em3) g est une mesure sur (X,S).

2.1 Fonctions étagées

Définition.  Une fonction S-étagée (on dit aussi une fonction étagée si aucune
confusion sur S n’est possible) est une combinaison linéaire de fonctions carac-
téristiques d’éléments de S.

. o _J . : X

Une telle fonction s’écrit donc sous la forme o = ) i-1CjXs;, ou J appartient a
Ny, ot les ¢; sont des nombres complexes et ou les S; sont des éléments de S.

Certaines propriétés des fonctions étagées dépendent du résultat suivant.

Proposition 2.1.1 Une fonction définie sur X est S-étagée si et seulement si
elle est égale a une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’éléments de
S disjoints deuz a deux.

L. , . . J .

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit o = > j=1CjXs,; une fonction S-
étagée. Comme les Sy, ..., Sy appartiennent a S et sont en nombre fini, il existe
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une S-partition finie P de leur union telle que chacun des S; soit la réunion des
éléments de P qu’il contient. On a alors

j Z XT:Z Z G| X1)

j=1 TeP,TCS; TeP \1<5<J,58;0T

J
o =
j:

ce qui suffit.
La suffisance de la condition est triviale.y

Remarque. Ce résultat montre bien que 1’écriture d’une fonction étagée comme
combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’éléments de S n’est pas unique.

Théoreme 2.1.2 a) Toute combinaison linéaire de fonctions S-étagées est S-
étagée.
b) Une fonction « définie sur X est S-étagée si et seulement si @ est S-étagé.
Deés lors, une fonction o définie sur X est S-étagée si et seulement si
_ata ~ a—a

Ra = t =
« 5 ¢t Sa 5

sont S-€étagés.
c) Si v est une fonction S-étagée, alors |a| est S-étagé.
Des lors,
i) une fonction réelle o définie sur X est S-étagée si et seulement si

N la| + « o o ol —a
" 2 B 2
sont S-étagés.
ii) st J € Ny et silesay, ..., ay sont des fonctions S-étagées et réelles, les fonctions
sup{au, ..., oy} et inf{ay, ..., a,;} sont S-étagées.
Preuve.  a) et b) sont triviaux.
c) De fait, a peut s’écrire sous la forme o = ijl cjxs; ou les S; sont des

éléments disjoints deux a deux de S. Cela étant, il vient |o| = Z}]:1 lcj| xs;, ce qui
suffit.
Les cas particuliers sont immédiats.y

Définition.  Une partie S-étagée (on dit aussi partie étagée si aucune confu-
sion sur (X,S) n’est possible) est une partie de X dont la fonction caractéristique
est S-étagée.

Il revient au méme de dire qu'une partie de X est S-étagée si et seulement si elle
est réunion finie d’éléments disjoints deux a deux de S.
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2.2 Intégration des fonctions étagées

La définition de la u-intégrale des fonctions S-étagées sur X repose sur le résultat
suivant.

Lemme 2.2.1 Si les fonctions S-étagées Z;f:l cjXs,; et Zszl dixT, sont égales,
on a

J K
D oeu(S) =D duplT).
j=1 k=1
Preuve.  Comme les Sy, ..., Sy et les Ty, ..., Tk appartiennent a S et sont

en nombre fini, nous savons qu’il existe une S-partition finie P de leur réunion telle
que chacun des S; et des T}, soit la réunion des éléments de P qu’il contient. Cela
étant, il vient

J K
D eixs, =Y erxr =Y dixn,
=1 ReP k=1
avec
Z Cj = €ER = Z dk, VREP,
1<j<J,5;oR 1<k<K,TyOR
donc
J J
S ou(S) = D g wR) = ) erp(R)
=1 j=1  ReP,RCS, ReP

Nous pouvons alors introduire la définition suivante.

Définition.  La p-intégrale de la fonction S-étagée o = ZJ

j=1
nombre
J
/Oédﬂ =Y _cu(S;).
j=1

Vu le lemme précédent, cette définition a un sens: le nombre Z;.le cipu(S;) est

cjxs; est le

. , . . . . J . o ,
indépendant de la combinaison linéaire » i1 CiXs; choisie pour représenter a.

Passons aux propriétés de la p-intégrale des fonctions S-étagées.
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Théoréme 2.2.2 a) La p-intégrale d’une combinaison linéaire de fonctions S-
étagées est égale a la combinaison linéaire correspondante des p-intégrales de ces
fonctions S-étagées: on a

J J
/chajdu:ch/ajdu.
i=1 j=1

b) Pour toute fonction S-étagée o, on a

‘/ad,u‘ < /|a| dV p.

c) Si la mesure u est réelle,
i) pour toute fonction S-étagée o, on a

/%aduz%(/adu) et /Saduz%(/adu).

ii) pour toute fonction S-étagée et réelle o, [adu est un nombre réel.

donc

d) Si la mesure p est positive
i) et si les fonctions S-étagées o et 3 sont réelles et telles que o < 8, alors [ adu <
[ Bdu,

ii) et si la fonction S-étagée «v est positive, alors [ adu > 0.

Preuve.  a) Il suffit de vérifier que, pour toutes fonctions S-étagées « et [3, et
tout c € C, on a

/cadu:c/adu et /(a+6)du:/adu+/ﬁdu,

ce qui est immédiat.
b) Comme « peut s’écrire sous la forme Z}]:1 cjXs; ou les S; sont des éléments
deux a deux disjoints de S, il vient en effet

oo

¢) est immédiat.

d) i) est un cas particulier de ii): il suffit d’appliquer ii) & § — «. Etablissons ii).
De fait, o peut alors s’écrire sous la forme Z}]:1 cjXs; ou les S; sont des éléments
deux & deux disjoints de S, donc ot les ¢; appartiennent a [0, +o00[.4

J

> eu(S))

j=1
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Définition.  La p-mesure d’une partie S-étagée () de X est le nombre

w@Q) = / Xq dp-

Cette notation est licite car, pour tout S € S, on a u(S) = [ xs dp.

2.3 Parties pu-négligeables

Définition.  Une partie N de X est p-négligeable si, pour tout € > 0, il existe
une suite (Sy,)men, de S telle que

N C G Sm et iVu(Sm) <e.
m=1 m=1

Remarque. Si N est une partie de X et si les S1, ..., Sy sont des éléments de S
en nombre fini tels que N C UM_, S, et Z%zl Vu(Spm) < e, alors, en posant Sy, = () pour
tout entier m > M, la suite (Sp)men, de S est telle que N C UX_, Sy, et >0 | <e.

Proposition 2.3.1 Une partie de X est u-négligeable si et seulement si elle est
V u-négligeable.y

Proposition 2.3.2 a) Toute partie d’une partie p-négligeable est u-négligeable.

b) Toute union dénombrable de parties p-négligeables est p-négligeable.

Preuve.  a) est trivial.
b) Soit (Nm)men, une suite de parties p-négligeables. Pour tout € > 0 et tout
m € Ny, il existe une suite (Szmx)ren, de S telle que

N,, C U Sa,m,k et Z V[L(Saymyk) <27 Me.
k=1 k=1
Cela étant, pour tout € > 0, { Scmi : m, k € Ny } est une partie dénombrable de S

telle que
U Nm C U U Sa,m,k et Z ZVM(Sa,m,k) <e.
m=1

m=1 k=1 m=1 k=1

D’ou la conclusion.g
Exemple. L’ensemble () est u-négligeable.0

Exemple. L’ensemble X est 0-négligeable.O
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Exemple.  Pour tout zp € X, X \ {zo} est d,,-négligeable mais {xo} ne l’est
pas.0]

Exemple.  Pour tout entier n > 2, tout j € {1,...,n} et tout r € R,
Uensemble H ={x € R" : x; = r} est £-négligeable.

Dés lors, la frontiere de tout intervalle de R™ est {-négligeable.

Afin d’alléger les notations, considérons le cas j = 1; les autres se traitent de la
méme maniere. Pour tout € > 0 et tout m € Ny, posons

n—1
Sen = |r = 27" im e r] x H |—m,m].

)

J=1

Pour tout € > 0, il vient alors

HC D Sem €t i@(Sg,m) <e
m=1 m=1

car on a bien str ((S;,,) = 27™¢ pour tout m € Ny.O

Exemple.  Aucune partie d’intérieur non vide de R™ n’est {-négligeable.
Une telle partie contient un semi-intervalle dans R™ alors que le lemme 1.3.8
entraine clairement qu’aucun semi-intervalle dans R™ n’est ¢-négligeable.O

2.4 pu-presque partout sur A C X

Définitions.  Soit A une partie de X. Les locutions “u-presque partout sur
A” et “pour p-presque tout point de A” sont équivalentes et signifient “sauf sur une
partie p-négligeable de A”.

On écrit aussi “u-pp sur A” au lieu de “p-presque partout sur A” et “pour u-p.t.

x € A” au lieu de “pour p-presque tout x € A”. Enfin, on omet bien souvent “sur
A’ si A=X.

Ces locutions sont tres utiles en théorie de l'intégration et sont notamment
utilisées dans les contextes suivants.

Définition.  Une fonction définie p-pp sur A C X est une fonction définie sur
une partie A" de A telle que A\ A’ soit u-négligeable.
Ainsi, la fonction
fR\{0} >R z+—1/x

est une fonction définie /-pp sur R. Plus généralement, toute fraction rationnelle
sur R est définie /-pp sur R.
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Proposition 2.4.1 Toute opération algébrique effectuée sur des fonctions défi-
nies p-pp sur A C X détermine une fonction définie pu-pp sur A pour autant que
l’ensemble des zéros des dénominateurs éventuels soit p-négligeable.

Preuve.  De fait, les seuls points de A ou I'opération algébrique n’est pas définie
sont les points de A ou 'une au moins des fonctions n’est pas définie, ou ou un au
moins des dénominateurs éventuels s’annule. Il suffit alors de rappeler que toute
union finie de parties pu-négligeables est p-négligeable g

Définition.  Deux fonctions définies pu-pp sur A C X sont égales pu-pp sur A si
I’ensemble des points de A ou elles ne prennent pas la méme valeur est p-négligeable.

Comme toute union finie de parties pu-négligeables est u-négligeable, des fonctions
f et g définies pu-pp sur A C X sont égales u-pp sur A si et seulement si

{x € A: f et g sont définis en = et f(x) # g(x) }
est pu-négligeable.

Proposition 2.4.2 Soit Q2 un ouvert non vide de R™. Si les fonction f et g sont
continues et égales -pp sur €2, alors elles sont égales sur Q.

Preuve.  Aucune boule de R" n’est /-négligeable. Des lors, pour tout xg € ) et
tout m € Ny, il existe un point z,, de € tel que |z, — xo| < 1/m et f(x,) = g(xm).
Cela étant, on a f(zg) = g(zo), vu la continuité de f et g sur €, et le fait que la
suite (Z,,)men, de  converge vers xy. D’ou la conclusion.y

Définitions.  Une fonction f définie p-pp sur A C X et a valeurs réelles est
bornée supérieurement (resp. bornée inférieurement) u-pp sur A s’il existe une
partie p-négligeable N telle que que f soit défini et borné supérieurement (resp.
inférieurement) sur A\ V.

Une fonction f définie p-pp sur A C X est bornée u-pp sur A s’il existe une
partie p-négligeable N telle que f soit défini et borné sur A\ N. Dans ce cas, on
appelle borne supérieure p-pp de |f| sur A et on note

sup | f]|
u-pp sur A

la borne inférieure de ’ensemble des nombres C' > 0 pour lesquels il existe une
partie p-négligeable N telle que f soit défini et borné sur A\ N et que |f(z)] < C
pour tout x € A\ N. Pour tout m € Ny, il existe alors une partie p-négligeable
Ny, telle que | f(x)| soit majoré par sup,, s 4 [f| +1/m en tout x € A\ N,,. 11
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s’ensuit que N = UX_, N,,, est une partie u-négligeable telle que |f(x)| soit majoré
par sup,, ., sur 4 |f| en tout z € A\ N. On a donc

[f(@)| < sup [f| pour ppt. xeQ
u-pp sur A

et il s’agit la de la meilleure inégalité de ce genre.

Définitions.  Une suite (f,,)men, de fonctions définies u-pp sur une partie A
de X converge u-pp sur A vers fy, fo étant une fonction définie pu-pp sur A, s’il existe
une partie p-négligeable N telle que la suite (f,,)men, converge ponctuellement sur
A\ N vers fy. (Ceci exige en particulier que chacune des fonctions f,,, y compris
fo, soit définie sur A\ N.)

Une suite (f,)men, de fonctions définies p-pp sur A C X converge p-pp sur A
s’il existe une fonction fy définie pu-pp sur A telle que la suite f,, converge p-pp sur
A vers fo.

2.5 Théoremes de transition

Ce paragraphe contient les résultats qui vont nous permettre de sortir du cadre
étroit de la p-intégration des fonctions S-étagées, en définissant les fonctions u-
intégrables et leur p-intégrale. Ils n’interviennent dans cette théorie que pour établir
les résultats du Paragraphe 2.7, qui d’ailleurs les généralisent.

Définition.  Une suite (a,)men, de fonctions S-étagées est p-de Cauchy si,
pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que

p,sz:/\ap—aqy dVp <e.

Remarque.  Une suite (a,)men, de fonctions S-étagées peut étre p-de Cauchy et
ne pas converger u-pp sur X.
Ainsi la suite oy, = xg,, définie par

Sy = }jr’f, (;j + 1)2—’6} , VkeN,Vje{o,... 281},

est -de Cauchy dans R mais ne converge pas f-pp sur R. En fait, elle ne converge en
aucun point de ]0, 1].0

Théoreme 2.5.1 Si la suite (y)men, de fonctions S-étagées est p-de Cauchy,
alors

a) la suite numérique [ o, du converge,
b) la suite |ayy,| est Vu-de Cauchy. Par conséquent, la suite [ |a,| dVu converge.
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Preuve.  a) La suite numérique [ ., dp est de Cauchy car, pour tous p, ¢ € Ny,

il vient
‘/O‘pdﬂ_/aqdﬂ‘ = ‘/(O‘p_oéq)dﬂ‘ S/’O‘p_aq‘ dvp.

b) La suite || est V u-de Cauchy car, pour tous p, ¢ € Ny, il vient
“O‘p| - |O‘q|‘ < ap — o

alors que les deux membres de cette inégalité sont des fonctions S-étagées, donc

il = loall avie< [y~ agl aviey

Voici le premier théoréeme de transition.

Théoréme 2.5.2 De toute suite (u)men, de fonctions S-étagées qui est u-de
Cauchy, on peut extraire une sous-suite (Cyim))men, qui converge p-pp sur X.

On peut méme exiger que, pour tout € > 0, il existe une suite (S:;)jen, de S
telle que

a) Z]oil VN(S&J') <e,

b) la suite ayimy converge uniformément sur X \ (U525, ;).

Preuve.  Etablissons d’abord la version raffinée de I’énoncé. Comme la suite
Qy, est p-de Cauchy, on peut évidemment en extraire une sous-suite ayy,) telle que

/ |ak(m+1) - O-/k(m)‘ dV,u S 2—2m7 Vm € No.

Cela étant, il est clair que, pour tout p € Ny, la suite oy ,,) converge uniformément
sur X \ U, si on pose

m=p
Comme, pour tout m € Ny,
Qm = {x € X: ‘ak(mﬂ)(x) — QUiy(m) (x)‘ > }
est une partie S-étagée de X telle que
XQ,, < 2™ ‘ak(mﬂ) — ak(m)| donc telle que Vu(Q,,) <27,

on conclut aussitot.

La version faible de I'énoncé est alors immédiate car la suite ay(y,) converge
en fait en tout point de X \ (N>2,U,), alors que N2, U, est bien sir une partie
p-négligeable de X g
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Voici ensuite le second théoréme de transition.

Théoreme 2.5.3 Si la suite (m)men, de fonctions S-étagées est p-de Cauchy
et converge p-pp vers 0, alors la suite numérique [ |a,| dV i converge vers 0.

Preuve.  Comme nous savons déja que la suite [ |a,,| dVp converge, tout re-
vient a établir qu'une de ses sous-suites converge vers 0.

Pour conclure, il suffit donc d’établir que, pour une sous-suite (3,,)men, de la
suite oy, choisie au moyen du premier théoréme de transition, on a [ |3,,] dVp — 0.

Soit € > 0. Sinous avons [ |G| dV = 0 pour tout m € Ny suffisamment grand,
la preuve est triviale. Sinon il existe M € Nj tel que

9
[1oul aviezo e [15,- 5] avi<s, vpaz

Cela étant, @ = {z € X : By(x) #0} est une partie S-étagée de X telle que
V(@) # 0. De plus, vu le premier théoreme de transition et le fait que la suite (3,
converge p-pp sur X vers 0, il existe une suite (S, )men, d’éléments de S telle que

= €
Viu(Sp) < ——————— et B=0,
'mzl #(Sm) 3sup | B ()] p X\U
- rzeX
ot nous avons posé U = Uy ,.S,,. 1l existe ensuite un entier N > M tel que
€

sup |G ()| < o3
AR NT(0)

zeX\U

VYm > N.

Des lors, pour tout m > N, comme nous avons

€
Qm:{xeX: Bm(x >—}CU,
R T(0)

il vient successivement

/ Bl Ve = / Bl X AV + / Bl X001 AV 1

< / B — Barl vy, AVt + / Bal van, AV

+ / 1Bl X\Q. AV 11 + / B — Bl X(x\@Q)\@w AV 1

zeX
£ s [Ba(o)] V(@)
zeX\Qm
< e

(skootok)

= / Bon — Bl AVt sup |Bar(@)] - V(@)
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(Nous avons utilisé en () le fait que |3,,| xx\q,, est une fonction S-étagée; en (xx), le
fait que Gy est identiquement nul sur X \ @) et que toutes les fonctions intégrées sont
S-étagées; en (k*x), nous avons regroupé les termes extrémes du membre précédent;
en (##xk), nous avons majoré Vu(Q,,) par > - Vu(Sy,) vu que @, C U, en
recourant au Lemme 1.3.8.) D’ou la conclusion.y

Remarque. Nous sommes a présent armés pour sortir du cadre étroit de 'intégra-
tion des seules fonctions S-étagées. Nous allons en fait d’abord introduire la notion de
fonction p-intégrable puis établir le critere de Cauchy qui généralise les deux théoremes
de transition; ils auront alors accompli leur tache.

2.6 Fonctions pu-intégrables

Remarque. Soit f une fonction définie p-pp sur X et soient (v )men, €t (Bm)meN,
deux suites de fonctions S-étagées qui sont p-de Cauchy et qui convergent u-pp vers f.
On vérifie alors immédiatement que o, — B, est une suite de fonctions S-étagées, qui est
u-de Cauchy et qui converge u-pp vers la fonction 0. Deés lors, vu le second théoréeme de
transition, la suite numérique [ (o, — B ) dp converge vers 0 et par conséquent les limites
des suites numériques [ ay, dp et [ By, dp sont égales. Cela étant, il est licite d’introduire
les définitions suivantes.

Définitions.  Une fonction p-intégrable (on dit aussi fonction intégrable si
aucune confusion sur p n’est possible) est une fonction f définie u-pp sur X pour
laquelle il existe une suite (a,,)men, de fonctions S-étagées qui
a) est p-de Cauchy,

b) converge u-pp vers f.
Cela étant, la limite de la suite numérique [ a,, du est appelée p-intégrale de f

et est notée
/ fdu.

(Cette position est licite car, d'une part, comme nous 'avons remarqué dans la
remarque précédente, la limite de la suite [y, du ne dépend pas du choix de la
suite «,, et, d’autre part, pour toute fonction S-étagée «, (y, = @)men, st une
suite de fonctions S-étagées qui est pu-de Cauchy et qui converge p-pp vers a: v est
donc une fonction p-intégrable et les deux symboles [ avdp introduits ont la méme
valeur.)

L’ensemble des fonctions p-intégrables est noté

L£YX, 8, )

ou méme L! si aucune confusion sur (X, S, 1) n’est possible.
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Une suite (,)men, définit f € L1(X,S,p) 81l s’agit d’une suite de fonctions
S-étagées qui est p-de Cauchy et qui converge p-pp vers f.

Une partie A de X est p-intégrable si sa fonction caractéristique est p-intégrable
auquel cas sa p-mesure est le nombre

n(A) = / Xadp.

Théoréme 2.6.1 a) Les espaces L1(X, S, u) et LY X,S,V ) sont égau.

b) Deux fonction définies u-pp et égales p-pp sur X sont simultanément p-
intégrables, auquel cas elles ont méme p-intégrale.y

Théoréme 2.6.2 a) Toute combinaison linéaire de fonctions u-intégrables est
p-intégrable et, avec des notations claires par elles-mémes,

/;ijjdﬂzgcj/fjdu-

b) Une fonction f définie p-pp sur X est p-intégrable si et seulement si f est
u-intégrable.
Deés lors, une fonction f définie u-pp sur X est p-intégrable si et seulement si
_f+f f-7

S ) Sf —
Rf 5 et Sf 5

sont p-intégrables. St c’est le cas et si p est une mesure réelle, on a

/TW=77;,%/f@:/ﬁmuet%/f@:/gmw

c) Le module d’une fonction p-intégrable est p-intégrable et

’/fdu‘ < [1f1avu

Deés lors, une fonction f définie u-pp sur X et a valeurs réelles est p-intégrable
st et seulement si
IS =
2 2

et f_

f+

sont p-intégrables.
De plus, pour tout J € Ny et tous f1, ..., fr € LYX,S,u) a valeurs réelles,

sup {fi,...,fs} et inf {fi,...,fs}
p-pp sur X

p-pp sur X
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sont p-intégrables.

d) Pour tous f, g € LYX,S, 1) a valeurs réelles et tels que f < g p-pp sur X,

on a
[tavus [gava

En particulier, pour tout f € LY(X,S, ) a valeurs dans [0, 400, [ fdVu > 0.

Preuve. a) D’une part, si ¢ € C et si la suite (ay,)men, définit f € L1 il
est clair que ca,, est une suite de fonctions S-étagées qui est pu-de Cauchy et qui
converge u-pp vers cf: cf est donc une fonction p-intégrable telle que

/cfduzlim/camduzlim c/ozmd,u:c/fd,u.

D’autre part, si les suites (Qn)men, €t (Bm)men, définissent respectivement f et
g € L', on vérifie directement que o, + B, est une suite de fonctions S-étagées
qui est p-de Cauchy et qui converge u-pp vers f + g: f + g est donc une fonction
p-intégrable telle que

/f+gdﬂ = 1%11/(am+ﬁm)du

= ligl(/ozmdu—i-/ﬁmdu) = /fdu—i—/gd,u.

b) Si la suite (i, )men, définit f € L1 il est clair que @y, est une suite de fonctions
S-étagées qui est pu-de Cauchy et qui converge pu-pp vers f: f est donc p-intégrable.
La conclusion s’ensuit aussitot.

c) Si la suite (@ )men, définit f € L) on vérifie directement que |a,,| est une
suite de fonctions S-étagées qui est p-de Cauchy et qui converge u-pp vers |f|: | f]
est donc p-intégrable et

‘/fdu':hm‘/amd,u‘ Slim/|am| dV[L:/|f| v .

d) résulte aussitot de ¢) et a): il vient successivement

OSV(g—f)du‘S/!g—f\ W= [(g- Havis

Théoréme 2.6.3 (approximation) Si la suite (qy,)men, de fonctions S-éta-
gées définit la fonction p-intégrable f, on a

18- anl avu—o
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Plus précisément, pour tout € > 0, 1l existe une fonction S-étagée o et une suite
(Sm)men, d’éléments de S telle que, pour U = UX_|S,,,
a) [ est défini sur X \ U,
b) [|f—a|dVp<e,
c) SpreX\U |f(z) — alz)] <,

d) Z (Sm) <e.

Preuve.  Pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que [ |a, — ay| dV i < e pour
tous entiers p, ¢ tels que p, ¢ > M. Or, pour tout entier m > M, (|am — apl)pen,
est une suite de fonctions S-étagées qui est Vu-de Cauchy et qui converge V u-pp
sur X vers |a,, — f|. Il s’ensuit que, pour tout m € Ny tel que m > M, il vient

/|am—f| quzli;n/|am—ap| dVip <e,

ce qui suffit largement pour établir la premiere partie de I’énoncé.

La deuxieme partie de 1’énoncé est alors une conséquence directe du premier
théoreme de transition: la suite (apr — um)men, définit bien stur la fonction pu-
intégrable aps — f. Il existe donc une suite (Sy)xen, de S telle que > 77, Viu(Sy) < e
et que la suite ap; — vy, converge uniformément sur X \ U vers ay; — f, ol nous
avons posé¢ U = U2 | Si. Il existe donc p > M tel que

[(ans = f) — (anr — O‘p)”x\U = [lo, — fHX\U <e

Au total, o = oy, convient.y

Théoréme 2.6.4 (approximation) Pour toute partie p-intégrable A de X et
tout € > 0, il existe une partie S-étagée () de X telle que

/|XA — Xo| dVp <e.

Preuve.  Vu le théoreme d’approximation des fonctions p-intégrables, il existe
une fonctions S-6étagée « telle que [ |xa —a| dVu < g/2. Cela étant, 'ensemble
Q={x e X :Ra(x) >1/2} est bien sir une partie S-étagée de X telle que

x4 — X0 (§)2|XA_§R04| <2|xa—qf

(pour établir (x), il suffit de considérer successivement les cas ou x appartient &
ANQ, A\ Q, Q\ Aou X\ (AUQ)); la conclusion est alors immédiate.y
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2.7 Suites de fonctions u-intégrables
Etendons d’abord le concept de suites u-de Cauchy aux fonctions u-intégrables.

Définition.  Une suite (f,,)men, de fonctions p-intégrables est u-de Cauchy
si, pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que [ |f, — f;| dV i < e pour tous p, ¢ € Ny
tels que p, ¢ > M.

Le résultat suivant généralise les deux théoremes de transition au cas des fonc-
tions p-intégrables.

Critere 2.7.1 (Cauchy) Si la suite (fm)men, de fonctions p-intégrables est ji-
de Cauchy, il existe une fonction p-intégrable f telle que

[ 1= 1 aviu—o.

En particulier, la suite numérique [ f,, du converge et sa limite est égale a [ f dp.

De plus, il existe une sous-suite (fym))men, de la suite f,, qui converge u-pp sur
X wers f. On peut méme exiger que, pour tout € > 0, il existe une suite (S:;);en,
d’éléments de S telle que

a) Z]O; Vu(S.;) <e,

b) la suite fym) converge uniformément sur X \ (U52,S; ;) vers f.

Preuve.  Pour tout m € Ny, vu le théoreme d’approximation des fonctions p-
intégrables 2.6.3, il existe une fonction S-étagée a, et une suite (S, ;) jen, d’éléments
de S telle que, pour Uy, = U352, Sy, j,

(

|fon — Q| dVp < 27™,

sup | (z) = fm(z)] <277,
IGX\Um

Z VM(SmJ‘) S 2™,

\ J=1

On vérifie alors aisément que la suite de fonctions S-étagées (au, )men, ainsi créée
est u-de Cauchy car, pour tous p, ¢ € Ny, il vient

/]ap—ocq| dV,uS/|ozp—fp] qu+/|fp—fq| qu+/|fq—aq| dv .

Le premier théoreme de transition assure d’abord l'existence d’une sous-suite
(Qk(m))men, qui converge p-pp sur X; notons-en f la limite p-pp. Il affirme ensuite
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que, pour tout n € Ny, il existe une suite (7}, ;);jen, d’éléments de S telle que, pour
Vi =U2 T 5, on a

sup |agm) — f(x)| =0,
2€X\Vn

Z VilT,,;) < 27"
j=1

Cela étant, on obtient aisément par récurrence une sous-suite (Q((m)))men, de la
suite (Qg(m))men, telle que

sup | f(2) = qugpimy ()| <277, ¥m € N,.
r€EVm

Au total, il est alors clair que f est une fonction p-intégrable, définie par cette
suite ay(m)). Par conséquent, il vient successivement

/}auk(m» — f| dVp—0 donc /!fwk(m)) —fl dVu—0
et finalement
/Uﬁ—ﬂdww+0

Le cas particulier résulte aussitot de la majoration

'/nwu—/fmﬁg/ua—ﬂdw%

valable pour tout m € Nj.
De plus, pour tout r € Ny, posons

o ()u(0)

Chaque W, est alors une réunion dénombrable d’éléments de & dont la série des
V p-mesures est majorée par 27772 et tel que W, D W,,; pour tout r € Ny. Cela
étant, pour conclure, il suffit de noter que, pour m > r,

sup |fz(k(m))($) - f(if)‘

:BEX\WT
< sup | figeem) () — Qg (@) + sup iy (2) — f()]
2EX\W, 2EX\W,
S 2—m+1'l

Du critere de Cauchy, déduisons le célebre théoreme de la convergence monotone.
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Théoreme 2.7.2 (convergence monotone, Levi) Sila suite de fonctions p-
intégrables et réelles (fm)men, est croissante (resp. décroissante) pu-pp sur X et si
la suite numérique [ fn, dVu est majorée (vesp. minorée), alors

a) la suite f,, converge u-pp sur X wvers une fonction f définie u-pp sur X,
b) f est une fonction u-intégrable sur X,

c) on a

/\fm—f] AV — 0 done /fmdpe/fdu.

Preuve.  Etablissons le cas ou la suite f,, est croissante p-pp sur X; 'autre cas
se démontre de méme ou en remarquant que la suite — f,,, est alors croissante p-pp
sur X.

Démontrons d’abord que la suite f,, est pu-de Cauchy. De fait, pour tous p,
q € Ny tels que p < ¢, il vient

J15 =t avie= [, gy avie ‘/fqdvu—/fpdvu‘

alors que la suite numérique réelle [ f,, dV p converge car elle est croissante et ma-
jorée.

Vu le critere de Cauchy, il existe alors une fonction p-intégrable f et une sous-
suite fi(m de lasuite f,, telles que [ |f — fi,] dV i — 0 et que la suite fi(y,) converge
u-pp sur X vers f.

La conclusion s’ensuit aussitot car il existe d'une part une partie p-négligeable
N de X telle que f,(x) T pour tout x € X \ N; et d’autre part une partie p-
négligeable N, telle que fio () — f(z) pour tout z € X \ Ny. Au total, on a alors
fm(z) T f(x) pour tout = € X \ (N; U Ny) avec N1 U Ny p-négligeable .y

Remarque. Le théoreme de la convergence monotone est donc a la fois un critere
de convergence p-pp, un critere de p-intégrabilité et un critere de passage a la limite sous
le signe d’intégration.0

Le théoreme de la convergence monotone a de nombreuses et importantes con-
séquences.

Théoréme 2.7.3 (annulation p-pp) Une fonction p-intégrable f est nulle p-
pp sur X si et seulement si [ |f| dVu =0,

Preuve.  La nécessité de la condition est claire: il suffit de noter que la suite
(@ = 0)men, de fonctions p-étagées définit | f.

La condition est suffisante. De fait, (f,, = m|f])men, est alors une suite de fonc-
tions p-intégrables et réelles, croissante u-pp sur X et telle que la suite numérique
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[ fin AV soit majorée par 0. Il s’ensuit notamment, par le théoréme de la conver-
gence monotone, que la suite m |f| converge p-pp sur X. D’ou la conclusion car en
tout © € X ou f est défini et differe de 0, la suite m | f(z)| diverge

Théoreme 2.7.4 (intégration des séries) Si la suite (fim)men, de fonctions
p-intégrables est telle que la série numérique Y | [ |fn| AV converge, alors

a) la série Y °_| fm(x) converge absolument pour presque tout x € X,
b) > | fm est une fonction p-intégrable,

c) fZile Jm dp = anozlffmdﬂ-

Preuve. ) Il est clair que (gar = S°0_, | fn|) azen, est une suite croissante y-pp
de fonctions p-intégrables et réelles et que la suite numérique [ g dV p est majorée.
Le théoréme de la convergence monotone assure alors que la série Y~ | f| con-
verge p-pp sur X.

b) et ¢). Comme

q

J
m=p

la série F' = > °_| fm est p-de Cauchy. Des lors, vu le critere de Cauchy, F est

p-intégrable et tel que
M
-
m=1

Corollaire 2.7.5 Il existe une fonction p-intégrable définie sur X et a valeurs
strictement positives.

q
dVp <> / |fn| Vi, Vp,q € Ny tels que p < ¢,
m=p

avu — 0,

ce qui suffit.g

Preuve.  Si (Sy)men, €st une suite de S dont la réunion est égale a X, on vérifie
aussitot que la série

convient.y
Remarque. C’est dans ce dernier Corollaire que nous utilisons pour la premiere
fois le fait d’avoir exigé dans la définition des semi-anneaux que X soit la réunion d’une

suite d’éléments de S.O

Voici a présent le célebre théoréme de la convergence majorée.
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Théoréme 2.7.6 (convergence majorée, Lebesgue) Sila suite (f,)men, de
fonctions p-intégrables converge pu-pp sur X et s’il existe une fonction p-intégrable
F telle que |f| < F p-pp sur X pour tout m € Ny, alors

a) la limite f p-pp sur X de la suite f,, est une fonction p-intégrable,
b) on a

[ 1= sl avie—0 done [ fudu— [ sp

Preuve.  Remarquons qu’il suffit d’établir que la suite f,, est u-de Cauchy. En
effet, le critere de Cauchy assure alors I'existence d’une fonction u-intégrable g telle
que [|fm —gl dVu — 0 et lexistence d'une sous-suite fi(,) de la suite f,, qui
converge u-pp sur X vers g. Cela impose f = g pu-pp sur X, ce qui suffit pour
conclure.

Or, pour tout m € Ny,

( sup |fp - fq|>
m<p,q<M MeNy,M>m

est une suite de fonctions p-intégrables vérifiant les conditions d’application du
théoreme de la convergence monotone. Il s’ensuit qu’elle converge p-pp sur X vers
une fonctions p-intégrable, soit g,,.

Cela étant, la suite g, vérifie elle aussi les conditions d’application du théoreme
de la convergence monotone: chaque g,, est une fonction p-intégrable et réelle, la
suite gy, décroit p-pp sur X vers 0 et [ g, dV > 0 pour tout m € Np. On a donc
[ gmdVip— [0dVp=0.

D’ou la conclusion car il est clair que, pour tous m, p, ¢ € Ny tels que m < p < ¢,
on a

[15- sl avi< [gnavien

Remarque. Le théoréme de la convergence majorée est donc a la fois un critere de
p-intégrabilité et un critere de passage a la limite sous le signe d’intégration.O

Corollaire 2.7.7 Si la suite de fonctions p-intégrables (fm)men, converge p-
pp vers la fonction p-intégrable fo et si [|fuml AV — [|fol dVu, alors on a

[ 1 fm — fol AV — 0.

Preuve.  De fait, (|fm| — [fm — fo|)men, est alors une suite de fonctions pu-
intégrables qui converge p-pp sur X vers |fo| et telle que

} | fn| = | fm — foH <|fol p-ppsur X, ¥m € Nj.
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Des lors, le théoreme de la convergence majorée donne

/(Ifml = fol) dV — / fol AV,

ce qui suffit.g

Voici enfin un résultat d’'usage nettement moins courant. Son hypothese se situe
entre celles des théoremes de la convergence monotone et de la convergence majorée.
Il s’agit encore une fois d’une (double) application du théoreme de la convergence
monotone.

Théoréme 2.7.8 (Fatou) Si la suite (fim)men, de fonctions p-intégrables et
réelles converge pu-pp sur X et s’il existe C' € R et une fonction F' p-intégrable tels
que

F < f, wpppsurX et /fdeu <C, Vm e Ny,

alors
a) la limite f p-pp sur X de la suite f,, est u-intégrable,
b) on a

dVu—0 sik— oo.

/‘f—ggkfm

Preuve.  Pour tout k£ € Ny,

( inf fm>
ksm=K KeNo, K>k

est une suite de fonctions p-intégrables et réelles, qui décroit pu-pp sur X et qui est
minorée p-pp sur X par F. Par le théoreme de la convergence monotone, la limite
p-pp sur X de cette suite, a savoir inf,,>j fy,, est une fonction p-intégrable.

Cela étant, (inf,,>x fim)ren, est une suite de fonctions p-intégrables et réelles,
qui croit p-pp sur X et telle que [inf,,> fin dV < C pour tout k& € Np. Par
le théoreme de la convergence monotone, la limite u-pp de cette suite, soit g, est
p-intégrable et telle que

/ ‘g — Inf fm

D’otu la conclusion car on vérifie directement que g est égal u-pp a fq

dVu — 0si k— oo.

Remarque. On vérifie aisément que, partout dans ’énoncé du théoreme de Fatou,
on peut remplacer < par > et inf par sup.



Chapitre 3

Fonctions S-boréliennes et
fonctions p-mesurables

Convention. Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, (X, S, u)
est un espace mesuré.

Préambule. Les fonctions p-intégrables sont limite u-pp de certaines suites de
fonctions S-étagées. Pour en avoir une meilleure connaissance, nous allons étudier,
d’abord, les limites des suites de fonctions S-étagées qui sont ponctuellement con-
vergentes sur X et, ensuite, les limites u-pp des suites de fonctions S-étagées qui
convergent p-pp sur X.

3.1 Fonctions S-boréliennes

Définition. L’ensemble FSB(X) des fonctions S-boréliennes est I'intersection
de toutes les parties de 1'algebre F(X) des fonctions définies sur X qui

(FSB1) contiennent toutes les fonctions S-étagées,

(FSB2) contiennent la limite de toutes leurs suites ponctuellement convergentes
sur X.

Cette définition a évidemment un sens car F(X) contient bien str toutes les fonc-

tions S-étagées ainsi que la limite de toutes ses suites ponctuellement convergentes
sur X.

Exemple. Toute fonction S-étagée est S-borélienne.0
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Bien que fondamental, le résultat suivant est trivial vu la définition méme des
fonctions S-boréliennes: il ne fait que répéter une des propriétés caractéristiques de
ces fonctions.

Théoreme 3.1.1 St une suite de fonctions S-boréliennes est ponctuellement
convergente sur X, sa limite ponctuelle est une fonction S-borélienne sur X .y

Exemple. La fonction xx est S-borélienne.

Il existe en effet une suite (S;,)men, de S dont la réunion est égale a X et dont
les éléments sont disjoints deux & deux. Cela étant, (322 X, Jmen, €st une suite
de fonctions S-étagées sur X qui converge ponctuellement sur X vers xx, ce qui
suffit.O

Exemple.  Etablir que toute fonction continue sur un ouvert ) de R™ est
SZ(R™)-borélienne.

C’est clair car toute fonction continue sur €2 est limite ponctuelle sur €2 d’une
suite de fonctions SZ(R")-étagées.O

Exemple. Mentionnons qu’au paragraphe suivant, nous établissons que si fi,
..., fn sont des fonctions réelles et S-boréliennes sur X et si f est une fonction
SZ(R™)-borélienne, alors la fonction composée f(f1,..., f.) est S-borélienne.0

Théoreme 3.1.2 a) L’ensemble FSB(X) est une sous-algébre de F(X).

b) Une fonction f sur X est S-borélienne si et seulement si f est S-borélien.
Deés lors, une fonction f sur X est S-borélienne si et seulement si Rf et Sf sont
S-boréliens.

c) Si f est une fonction S-borélienne, alors |f| est S-borélien.

Des lors, une fonction réelle f sur X est S-borélienne si et seulement si fy et
f- sont S-boréliens.

Cela étant, pour tout J € Ny et toutes fonctions S-boréliennes fi, ..., f;, les
fonctions sup{ fi,..., f;} et inf{f1,..., f;} sont S-boréliennes.

Preuve.  a.l) Pour tout f € FSB(X) et tout ¢ € C, ¢f € FSB(X). De fait, la
partie { h € F(X) : ch € FSB(X) } contient assurément les fonctions S-étagées ainsi
que la limite de ses suites ponctuellement convergentes sur X.

a.2) Pour tous f, g € FSB(x), f+g € FSB(X). Etablissons d’abord le cas ot g =
a est S-étagé: de fait, 'ensemble {h € F(X):h+a € FSB(X)} contient toutes
les fonctions S-étagées ainsi que la limite de ses suites ponctuellement convergentes
sur X. Cela étant, la considération de 'ensemble {h € F(X): f+ h € FSB(X) }
permet de conclure car d'une part, vu ce qui précede, il contient les fonctions S-

étagées et d’autre part, il contient la limite de ses suites ponctuellement convergentes
sur X.
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a.3) Pour tous f, g € FSB(X), on a fg € FSB(X). Si g = « est une fonction
S-étagée, cela résulte aussitot de la considération de 1’ensemble

{heF(X):ha € FSB(X)}.

Cela étant, le cas général résulte directement de la considération de l’ensemble
{heF(X): fhe FSB(X) }.

b) Il est clair qu’il suffit d’établir la nécessité de la condition. IL’ensemble
{heF(X):heFSB(X)} contenant bien sir les fonctions S-étagées ainsi que la
limite de ses suites ponctuellement convergentes sur X, la conclusion est immédiate.

c) Il suffit de considérer I'ensemble { h € F(X) : |h| € FSB(X) }

3.2 Parties S-boréliennes

Définition.  Une partie B de X est S-borélienne si sa fonction caractéristique
est S-borélienne.
L’ensemble des parties S-boréliennes est noté SB(X).

Exemple.  Toute partie S-étagée de X est S-borélienne.0
Théoreme 3.2.1 L’ensemble SB(X) est une o-algébre de parties de X .

Preuve.  a) Etablissons d’abord que SB(X) contient toute réunion dénombra-
ble de ses éléments. De fait, si (B),)men, €st une suite de parties S-boréliennes de
X, alors

<XUJ\ml:IBm =sup{xg, :m= 1,...,M}>MENO

est une suite de fonctions S-boréliennes qui converge ponctuellement sur X vers
XU, B -

b) Cela étant, X appartient a SB(X) car il existe une suite d’éléments de S dont
la réunion est égale a X.

c) Enfin, si By, By € SB(X), on a By \ By € SB(X) car

XB1\B2 = XB1UB2 — XB21

Remarque. Comme SB(X) est une o-algebre, nous savons que toute intersection
dénombrable de parties S-boréliennes est S-borélienne.

Voici une conséquence fort importante de ce théoreme.

Théoreme 3.2.2 Toute partie p-négligeable de X est incluse dans une partie
S-borélienne et p-négligeable de X .
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Preuve.  Soit N une partie p-négligeable de X. Pour tout m € Ny, il existe
donc une suite (S, ;)jen, d’éléments de S telle que

Cela étant,

est une partie S-borélienne et p-négligeable de X, contenant A.y

Les notions de fonctions S-boréliennes et de parties S-boréliennes sont intime-
ment liées.

Remarque. Pour toute fonction réelle f sur X, tout r € R, toute suite a,, stricte-
ment croissante vers r et toute suite b,, strictement décroissante vers r, on a les égalités
() suivantes:

{zeX:flx)<r} = X\{zeX:f(zx)>r},

o0

freX f@<ry = J{reX: /@) <anl,

m=1
{zeX:flx)y>r} = X\{zeX:f(x)<r},
{zeX:flx)y>r} = U{xGX:f(x)zbm}.D
m=1

Critere 3.2.3 a) Pour toute fonction f réelle et S-borélienne sur X, tout r € R
et tout # € {>,<, <, >, =,#}

{zeX: f(x)#r}

est une partie S-borélienne de X.
Dés lors, pour tout f € FSB(X), tout ¢ € C et tout symbole # € {=,#},
{x € X : f(x)#c} est une partie S-borélienne de X .

b) Soient f une fonction réelle sur X et #, un des symboles >, <, < ou >. Si,
pour tout élément d d’une partie D partout dense dans R,

{zeX: flx)#d}

est une partie S-borélienne de X, alors f est S-borélien.
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Preuve.  Vu la remarque précédente, il suffit d’établir I’énoncé pour # égal a
un des signes >, <, < ou >.

Etablissons le cas ou # est égal a >.

a) Il est clair que ’ensemble

F={heFX):{zeX Rh(z)>s}eSB(X), VseR}

contient toutes les fonctions S-étagées. Il contient aussi la limite de ses suites
ponctuellement convergentes sur X car si la suite (hy,)men, de F(X) converge
ponctuellement sur X vers h, il vient

{xEX:?Rh(a:)>s}:UU ﬂ {zx € X : Rhy(x) > s;}

j=1 M=1m=M

pour toute suite (s;);en, de R strictement décroissante vers s. Il s’ensuit que F
contient FSB(X), ce qui suffit.

b) Pour tout m € Ny, choisissons une suite strictement croissante (7, x)rez de
D telle que

1 1
lm r,p=200 et — <7rpp—Tmir—1 < —, VkeELZ.
k—Zo0 ’ 2m ’ ’ m

Remarquons aussi que, grace aux égalités (%), on obtient aussitot que, pour tout
d € D,’ensemble { x € X : f(x) < d} est S-borélien. Cela étant, pour tout m € Ny,

oo

fm o Z Tm,k‘ X{ weX:rm,k71<f(m)Srm,k}

k=—o00

est une fonction S-borélienne sur X. D’ou la conclusion car on vérifie directement
que la suite (fin)men, converge ponctuellement sur X vers f g

Les conséquences de ce critere sont fort importantes.
Voici d’abord un résultat annoncé au paragraphe précédent.

Théoreme 3.2.4 Soient fi, ..., f, des fonctions réelles et S-boréliennes en
nombre fini. Si Q2 est un ouvert de R™ contenant { (fi(x),..., fo(x)):x € X } et si
f est une fonction ST(Q2)-borélienne, alors la fonction composée f(fi,..., fn) est
S-borélienne.

Preuve.  Considérons ’ensemble

F={geF(Q):9(f1,...,fn) e FSB(X) }.
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D’une part, il contient la fonction caractéristique de tout semi-intervalle I dans
Q car si I s’écrit |ay, b1] x ... X |ay, by,], il vient

XI(fb SR fn) = X{z€X:a;<fj(x)<b; Vj=1,...,n}

et des lors F' contient toutes les fonctions SZ(2)-étagées. D’autre part, il est clair
que F contient la limite de toutes ses suites ponctuellement convergentes sur (2.
Des lors, F' contient FSZ(€2). D’ou la conclusion.y

Corollaire 3.2.5 Pour tout f € FSB(X),

L 0 si f(z) =0

est une fonction S-borélienne sur X.

Preuve.  Posons g = (1/|f])(0si |f| = 0). Comme la fonction |f| appartient a
FSB(X), les implications

r>0 = {rxeX:gx)>r} ={zeX:0<|f(x)]<1/r}
r<0 = {rzeX:gx)>r} =X

et I'égalité

{reX:g(x) >0} ={zeX: f(x)#0}
entrainent que g est une fonction S-borélienne sur X. La conclusion s’ensuit di-
rectement car on a

%(0 si f=0)= (RS —i3f)g°a

On en déduit également la caractérisation suivante de SB(X).

Théoreme 3.2.6 Soit £ un ensemble de parties de X qui contient les unions
dénombrables et les différences de ses éléments.

a) Alors € contient aussi les intersections dénombrables de ses éléments.
b) Si en outre € contient S, alors il contient aussi SB(X).

Par conséquent, SB(X) est la plus petite partie de p(X) qui contient S, les
unions dénombrables et les différences de ses éléments.

Preuve.  a) est connu: si (Ey,)men, est une suite de £, on a en effet

ﬁlEm - (plEm) \ ( U (Ep\Eq)) .

p,g€No; p#q
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b) Considérons I’ensemble F' des fonctions f définies sur X telles que, pour tout
r € R, 'ensemble {x € X : Rf(z) > r} appartienne a £. D’une part, il est clair
que F' contient toutes les fonctions S-étagées. D’autre part, F' contient également
la limite de toutes ses suites ponctuellement convergentes sur X: de fait, si la suite
(fm)men, de F' converge ponctuellement sur X vers f, on a par exemple

{zeX:Rf@)>ry={J | [ {zeX :Rfu(z)>r+1/j} € &

j=1 M=1m=M

Il s’ensuit que F contient FSB(X), ce qui suffit.
La conséquence résulte aussitot de I’'énoncé et des propriétés de I’ensemble des
parties S-boréliennes de X

Ce résultat peut étre précisé de la maniere suivante.

Théoréme 3.2.7 L’ensemble SB(X) est inclus dans toute partie A de p(X) qui
contrent
s,
2) UX_ A, siles A, € A sont deuz a deux disjoints,

3) A1 \ A2 St Al, A2 eA vémﬁent Al D) AQ.
C’est méme la plus petite partie de p(X) de ce type.

Preuve.  L’ensemble
B={BeA:BnNnSeA VSeS}

contient
a) S car, pour tous Sy, 59 € S, il existe une S-partition finie de S; N S5,
b) By \ Bs si By, By € B sont tels que By D By car on a

(Bi\ Bo)NS = (BinS)\ (B,NS), VSeS,

c) U, B, siles By, € B sont disjoints deux a deux,
d) BN S pour tous B € B et S €S car, pour tous Sy, S € S, BN (51 NSs) admet
une partition finie au moyen d’éléments de B.

Cela étant, I’ensemble

C={CeB:CNnBeB, VBeB}

contient

a) S,
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b) C’l \ 02 si C1, Cy € C sont tels que C; D Oy,

) Cp, siles €, € C sont disjoints deux a deux,

) C, si les C, € C sont en nombre fini, vu la définition méme de C
donc contlent

o

[oW

a) S
b) 01\02 8101, OQGCC&I‘OH&Ol\CQ \(01002),
c) UxX_,C,, pour toute suite (Cp,)men, de C. De fait, on a
0o 00 M-1
m=1 M=2 m=1
avec

M-1

Cu\ | Cn=((Cu \C)\ Ca.. )\ Caa.

Des lors, SB(X) est inclus dans C, lui-méme inclus dans B, lui-méme inclus dans
A, ce qui suffit.g

Pour conclure ce paragraphe, voici une tres importante caractérisation des fonc-
tions S-boréliennes.

Critere 3.2.8 Une fonction réelle f sur X est S-borélienne si et seulement si
l'image inverse par f de toute partie ST(R)-borélienne est S-borélienne.

Preuve.  La condition est nécessaire car on vérifie directement que I’ensemble
{BCR: f}(B) e SB(X)} de parties de X contient SZ(R), les unions dénombra-
bles et les différences de ses éléments.

La suffisance de la condition résulte aussitot de la partie b) du critere 3.2.3.y

3.3 Fonctions py-mesurables

Définition.  Une fonction p-mesurable (on dit aussi fonction mesurable si au-
cune ambiguité sur (X, S, u) n’est possible) est une fonction définie p-pp sur X qui
est limite pu-pp sur X d’une suite de fonctions S-étagées.

Bien stir deux fonctions définies p-pp et égales p-pp sur X sont simultanément
p-mesurables.

Remarque. 1l est clair que toute fonction p-intégrable est p-mesurable. Inverse-
ment, on a le résultat suivant qui justifie & lui seul I'introduction des fonctions p-mesurables.
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Critere 3.3.1 Toute fonction p-mesurable dont le module est majoré u-pp par
une fonction p-intégrable est p-intégrable.

Deés lors, une fonction p-mesurable est p-intégrable si et seulement si son module
est p-intégrable.

Preuve.  Soient f une fonction p-mesurable et F' une fonction pu-intégrable
telles que |f| < F p-pp sur X. Bien str, nous pouvons supposer F' a valeurs dans
[0, 00[. Cela étant, soit (ay,)men, une suite de fonctions S-étagées qui converge p-pp
sur X vers f. On vérifie alors directement que les suites

(SUP{—F, inf{F, ?Rozm}})meNo et (sup{—F, inf{F, Sam}})

meENy

de fonctions p-intégrables vérifient les conditions d’application du théoreme de la
convergence majorée. D’ou la conclusion car elles convergent p-pp sur X vers Rf
et S f respectivement .y

Exercice.  Si la suite de fonctions p-intégrables (fm)men, converge pu-pp vers la
fonction p-intégrable fo et silimsup [ |fm| dV < [|fol dVp, alors [ |fm — fo| dV i — 0.

Suggestion.  Pour tout m € Ny, introduisons la fonction

fm(zc)) st [fm(2)] < |fo(z)]
gm(z) = Jm(z :

fo(x)| si |fi(z)| > |fol-
Ifm(x)|’ (z)] | fm ()] > [ fol

11 est clair que (gm)men, est une suite de fonctions p-intégrables qui converge p-pp vers fo
et telle que |fim| < |fo| p-pp sur X. On a donc [ |gm — fo| dV i — 0 et, par conséquent,

[ 1gm| AV — [|fol dVp. Or, de | fon| = |fin — gm| + |gm| p-pp sur X, on tire

/fmr AV = / Fon — gl AV i+ / lgml AV, ¥m € No.

De limsup [ |fm| dVu < [|fo] dVp, on obtient que [ |fm — gm| dV i — 0 donc que

Passons a présent aux propriétés élémentaires des fonctions p-mesurables.

Théoréme 3.3.2 a) Toute combinaison linéaire de fonctions p-mesurables est
p-mesurable.

b) Une fonction f définie u-pp est p-mesurable si et seulement si f est u-
mesurable.

Deés lors, une fonction f définie pu-pp sur X est pu-mesurable si et seulement si
Rf et Sf sont u-mesurables.
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c) Si f est une fonction p-mesurable, |f| est p-mesurable.

Deés lors, une fonction f réelle définie u-pp sur X est p-mesurable si et seulement
si fy et f_ sont p-mesurables.

Cela étant, pour tout J € Ny et toutes fonctions p-mesurables et réelles fi, ...,
f1, les fonctions

sup {f1,..., [/} et inf {fi,...,fs}

p-pp sur X p-pp sur X

sont p-mesurables.

d) Tout produit fini de fonctions p-mesurables est p-mesurable.

e) Si f est une fonction u-mesurable telle que {x € X : f(x) =0} soit p-négli-
geable, alors 1/ f est pu-mesurable.y

Voici un puissant résultat assurant la p-mesurabilité.

Théoreme 3.3.3 St une suite de fonctions p-mesurables converge pu-pp sur X,
sa limite est p-mesurable.
Des lors, toute fonction S-borélienne est p-mesurable.

Preuve.  Soit (fm)men, une suite de fonctions p-mesurables qui converge p-pp
sur X vers la fonction f définie p-pp sur X et soit g une fonction p-intégrable a
valeurs strictement positives. La suite

< fm g)
1+’fm| meENp

vérifie alors les conditions d’application du théoreme de la convergence majorée. Sa
limite p-pp, a savoir F' = fg/(1 + |f|), est donc p-intégrable. Il s’ensuit que son
module |F| = |f|g/(1 + |f]) est g-mesurable, donc que |f| = |F|/(g — |F]|) est
p-mesurable. Par conséquent, f = F/(g — |F|) est y-mesurable.

Pour le cas particulier, il suffit de noter que I’ensemble des fonctions p-mesurables
contient toutes les fonctions S-étagées ainsi que la limite de ses suites ponctuellement
convergentes.g

Ce résultat donne lieu a un exemple supplémentaire de fonctions p-mesurables,
qui interviendra dans la suite.

Proposition 3.3.4 Si f est une fonction p-mesurable, la fonction

{ é/f(fl?) si f(x) # 0

g X—-C z— :
sinon

est p-mesurable.
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Preuve.  Soit (an)men, une suite de fonctions S-étagées qui converge p-pp sur
X vers f. Pour tout m € Ny, la fonction [, définie sur X par (,,(x) = 1/, () si
am(x) # 0 et B(z) = 0 sinon est bien sur une fonction S-étagée. Pour conclure,
il suffit alors de vérifier que la suite (f3%)men, de fonctions py-mesurables converge
(-pp sur X vers g.a

Nous venons d’établir que toute fonction S-borélienne est p-mesurable. Ce
résultat peut étre complété de la maniere suivante.

Critere 3.3.5 Une fonction définie u-pp sur X est u-mesurable si et seulement
si elle est égale p-pp sur X a une fonction S-borélienne.

Preuve.  La condition est nécessaire. Si f est une fonction p-mesurable, il
existe une suite (q;,)men, de fonctions S-étagées et une partie p-négligeable N de
X telle que la suite «,, converge ponctuellement sur X \ N vers f. Comme nous
pouvons supposer que N est S-borélien et comme chacune des fonctions a,,xx\n
est S-borélienne, la suite a,,xx\n converge ponctuellement sur X vers une fonction
S-borélienne qui est égale u-pp a f.

La condition est évidemment suffisante car toute fonction S-borélienne est p-
mesurable et deux fonctions définies u-pp et égales u-pp sur X sont simultanément
p-mesurables.g

Corollaire 3.3.6 Toute fonction p-intégrable est égale p-pp a une fonction S-
borélienne et p-intégrable.y

3.4 Parties y~-mesurables

Définition. Une partie de X est p-mesurable si sa fonction caractéristique
est p-mesurable.

Exemple.  Toute partie p-intégrable est p-mesurable.C
Exemple.  Toute partie S-borélienne est p-mesurable.0

Critere 3.4.1 Une partie A de X est u-mesurable si et seulement s’il existe des
parties S-boréliennes A; et A, de X telles que A; C A C A. et que A, \ A; soit
-négligeable.
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Preuve.  La condition est nécessaire. Il existe une fonction S-borélienne f et
une partie p-négligeable et S-borélienne N de X telles que f(z) = xa(z) pour tout
x € X \ N. Cela étant, il suffit de poser

AZ:{[L'GXf(Z'):l}\N et Ae:AzUN

La condition est suffisante car la fonction y 4 est alors égale pu-pp a la fonction
S-borélienne x4, 4

Remarque. Pour obtenir la plupart des propriétés des ensembles p-mesurables, on
dispose donc de deux méthodes: soit directement en procédant comme pour les parties
S-boréliennes, soit en recourant au critéere précédent et aux propriétés des parties S-
boréliennes.

Théoreme 3.4.2 L’ensemble des parties u-mesurables est une o-algébre de par-
ties de X 4

Théoréme 3.4.3 a) Si [ est une fonction réelle et p-mesurable, alors, pour tous
reRet#e{><,<,>,=#}, Uensemble {x € X : f(x) # r} est u-mesurable.

b) Soit f une fonction réelle et définie p—pp sur X. S’il existe # € {>,<, <, >}
tel que, pour tout élément d d’une partie partout dense dans R, {x € X : f(z) # d }
est p-mesurable, alors f est pu-mesurable.y

Proposition 3.4.4 Pour toute fonction p-mesurable f, il existe une fonction
w-mesurable g telle que f = g|f| p-pp sur X et |g| = xx-

Preuve.  Soit N une partie S-borélienne et u-négligeable contenant 1’ensem-
ble des points ou f n’est pas défini. Introduisons ensuite I’ensemble F = N U
{z € X : f(xr)=0}. Bien sir E est une partie p-mesurable de X. Cela étant,
h = fxx\r+ XE est une fonction définie sur X, p-mesurable, qui ne s’annule pas et
telle que g = h/ |h| convient.y

Théoreme 3.4.5 Une partie p-mesurable de X est p-intégrable si et seulement
si elle est incluse dans une partie p-intégrable de X g

Proposition 3.4.6 Une partie A de X est p-mesurable si et seulement s’il existe
une suite (Qm)men, de parties S-étagées telle que la suite xq,, converge u--pp vers
XA-

Preuve.  La condition est nécessaire. De fait, si la suite (v, )men, de fonctions
S-étagées converge u-pp vers x4 et si on pose

Qm={r€ X : Ra,(z)>1/2}, Vm e Ny,

nous savons que les ensembles @), sont des parties S-étagées telles que |xa4 — x@,.| <
2|xa — an| sur X donc telles que la suite y,, converge u-pp vers x4, ce qui suffit.
La condition est évidemment suffisante.g
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Voici enfin un résultat tres fin (il sera utilisé plus tard, au paragraphe 4.7).

Proposition 3.4.7 Si pu est une mesure réelle, alors, pour toute partie p-inté-
grable A de X, il existe des parties S-boréliennes By et B; de A telles que

p(Bi) = inf u(E) et p(Bs) = sup p(E),
S EcE

ou & est l’ensemble des parties p-intégrables de A.

Preuve.  Etablissons l'existence de B,; celle de B; s’obtient de maniere ana-
logue.
Comme on a u(E) < Vu(A) pour tout E € &,

M = sup u(E)
EcE

est un nombre réel et, pour tout m € Ny, il existe un ensemble S-borélien F,, € £
tel que p(E,,) > M —27™. Cela étant, pour tout m € Ny, il vient successivement

M > (B U Epyr) = p(Em) + p(Epgr) — (B N Epyr) > M =277 — 27!

donc
M—2""" < (B, U...UE,) <M, VkeEN,.

Des lors, une application du théoreme de la convergence majorée établit que, pour
tout m € Ny, A, = UX, Eji est une partie p-intégrable de A telle que M —
2-m+tl < (A,,) < M. Une deuxiéme application de ce théoreme établit ensuite
que l'ensemble S-borélien By, = N>_, A,, est une partie u-intégrable de A, de pu-
mesure égale a M

Le but de la fin de ce paragraphe est d’établir le théoreme 3.4.10. (* — La méme
preuve peut étre utilisée pour généraliser le résultat aux mesures de Haar sur un
groupe localement compact. « )

Proposition 3.4.8 Pour toute partie p-intégrable A de X et tout e > 0, il existe
une suite (Spm)men, de S dont la réunion U contient A, est p-intégrable et telle que

Vu(U) < Vu(A) +e.

Preuve. Posons Ay = A. Vu le théoreme d’approximation des parties u-
intégrables, il existe une partie S-étagée ()1 telle que

Vi(ADQ1) = / Nt — Yo Vi < 2712,
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Si on pose A; = AgAQ1, il vient
Ay CQLUAL, Vu(A) <2717% et Vu(Q) < Vu(Ay) + 2 %.
En continuant de la sorte a partir de Ay, on met en évidence une suite (),, de parties
S-étagées telles que, en posant A, = A, 1AQm,
Ay C QU...UQnUAy
Viu(Ay) < 27M72%
Vi(Q) 4+ ...+ Vu(Qun) < Vu(Ag) +2 %+ .. +27 Mg 27M 2,

En recourant au théoreme de la convergence monotone, on vérifie aussitot qu’il existe
un ensemble p-négligeable N tel que

AcC <D Qm> UN et iV/L(Qm) < Vu(A) +¢e/2.

m=1 m=1
Pour conclure, il suffit alors de poser U = (UX_,Q,,) UV ou V est une union
dénombrable d’éléments de S contenant N et dont la somme des V p-mesures est

majorée par /2.y

Proposition 3.4.9 Pour toute partie (-intégrable et non (-négligeable A de R
et tout € > 0, il existe un semi-intervalle I dans R tel que

UANT) > (1—e)().

Preuve.  Vu le résultat précédent, nous savons qu’il existe une suite (I,,)men,
de semi-intervalles dans R tels que

Ac G L et (1 —€)§:4(1m> < U(A).

Comme on a alors ((A) <> (AN I,), on conclut aussitdt qu'il existe m € Ny
tel que I = I, réponde a la question.y

Théoreme 3.4.10 Pour toute partie (-intégrable et non (-négligeable A de R,
A — A est un voisinage de 0.

Preuve.  Vu le résultat précédent, il existe un semi-intervalle I dans R tel que
((ANT) > 3¢(1)/4. Cela étant, pour tout x € [—€(I)/2,4(1)/2], il vient

{(Am])m((Am])+x) c IN(I+uw)
(TU(l+x) < 3(I)/2.

De (((ANT)+x) =¢(ANI), un raisonnement par I’absurde établit alors aussitot
que (ANDHN((ANI)+x) #0, Cest-a-dire que z € (ANT)— (ANT), donc

[—0(I)/2,6(1)/2] C (ANT)— (ANT) C A— Ay
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Exercice. Si A est un ensemble de parties y-mesurables et disjointes deux a deux
de X, alors I’ensemble des parties non u-négligeables de A est dénombrable.

Suggestion.  Soit (Am)men, une suite de parties p-intégrables de X et de réunion
égale & X. Si A € A n’est pas u-négligeable, il existe m € Ny tel que AN A,, ne soit pas
p-négligeable car toute réunion de parties p-négligeables est u-négligeable. Il s’ensuit que
Pensemble des éléments non p-négligeables de A est inclus dans

[j G{AGA:VM(AﬂAm)Z}C}
m=1 k=1

or chacun de ces ensembles { A € A: Vu(ANA,) > 1/k} est finiy

3.5 Théoréeme de dérivation des intégrales para-
métriques

Théoréme 3.5.1 Soient N une partie p-négligeable de X et A un ouvert de
lespace euclidien R'.
Si fa(x) est une fonction sur A x (X \ N) telle que

a) pour tout v € X \ N, f.(z) € C(A),
b) pour tout A € A, les fonctions fr(-), Dyfa(:), ..., D,fa(+) sont p-intégrables,

c) pour tout compact K de A, il existe une fonction u-intégrable Fy telle que
ID.fa(z)| < Fr(z) sur X\ N, Vke{l,...,l},VAeK,
alors [ frdu appartient a C1(A) et

Dk/fAdN:/Dkadﬂ, Vie{1,...,1}.

Preuve.  Quitte a recourir aux fonctions R fy(x) et I fy(x), nous pouvons sup-
poser la fonction fy(x) a valeurs réelles.

Etablissons tout d’abord que, pour tout k € {1,...,1}, la fonction | D, fi(z) du
est continue sur A. De fait, pour toute suite (A, )men, de A convergente vers A\g € A,
K ={ M\, :m €N} est un compact de A et pour tout x € X \ N, on a D, f\, (z) —
D, fr,(z). Comme les fonctions D, fy,, (z) sont p-mesurables et comme il existe
une fonction p-intégrable Fi telle que |D, fy,, (z)| < Fx p-pp, le théoreme de la
convergence majorée donne aussitot [ D, fy,, dp — [ D, fi, dp, ce qui suffit.

Etablissons ensuite que, pour tout \g € A et tout k € {1,...,n},

. 1
h—})l,II?ERo E (/ f)xo-‘rhek d# - /f>\0 d#) = /Dk:fko d/L
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Il s’ensuivra que | fy du est une fonction dérivable sur A, de k-éme dérivée [ D, fy dp
continue sur A, ce qui suffit pour conclure. Or, pour tout A\g € A, il existe un rayon
r > 0 tel que la boule compacte b = { A : |A — \g| <7} soit incluse dans A. Cela
étant, pour tout z € X \ N, f.(z) appartient & C;(A) et est réel. Des lors, pour tout
h € R\ {0} tel que |h| < r, la formule de Taylor limitée procure 6, € |0, 1] tel
que

f>\o+hek (l‘) - on ({E) = th‘f)\0+0:c,k,hhek ({E)

Des lors le théoreme de la convergence majorée donne

3 | Urosnea@) = ) dis = [ Difiy(o)d =0

et la continuité de [ D, fy du sur A permet de conclure.y

Remarques. * — (1) La condition b) peut étre remplacée par la condition b’) sui-
vante:
b’) pour tout A € A, la fonction fx(-) est u-intégrable.

En effet, pour tout k£ € {1,...,1}, la fonction D, fy(-) est p-mesurable puisque, pour

tOUtxeX\N70na
D, fr(a) = lim Prerm@ = 1@

m—00 1/m ’

c’est-a-dire que D, f1(-) est limite u-pp d’une suite de fonctions p-mesurables (cf. Théo-
reme 3.3.3). Cela étant, D, f\(-) est une fonction p-mesurable et de module majoré p-pp
par une fonction jp-intégrable Fyyy donc est p-intégrable (cf. Critere 3.3.1).

(2) Si A est connexe, la partie b) de 'hypotheése peut étre remplacée par la condition
b”) suivante:
b”) fa(:) est une fonction p-mesurable pour tout X € A et il existe \g € A tel que fy, est
p-intégrable.

On établit d’abord que, si la boule compacte b = { X : |[A — Ag| < r } est incluse dans A,
alors f)(z) est u-intégrable pour tout A € b. De fait, la formule de Taylor limitée procure,
pour tout z € X \ N et tout A € b, un nombre 6, » € ]0, 1] tel que

[
@) = Fao(@) + DA = X0];D; Frgs, 020 ()

Jj=1

et la fonction p-mesurable f)(-) a son module majoré pu-pp par une fonction p-intégrable.
Cela étant, w = { A € A : f) est u-intégrable } est un ouvert de A et un recours au théoréme
de passage des frontieres permet de conclure aussitot.

(3) Par récurrence sur p, on obtient aisément un énoncé applicable au cas ou, pour
tout z € X \ N, fi(z) appartient & C,(A). Le cas p = oo s’en déduit directement.O « x



Chapitre 4

Mesures associées

Convention. Dans ce chapitre et sauf mention explicite du contraire, pour
tout r > 0, la notation 6, désigne la fonction

0 CoC 2547 si|z| <,

" rz/|z| si|z| >r.
Il s’agit d'une fonction “rabot”: elle est continue sur R? et bien utile pour considérer
par exemple f € F(X) comme étant la limite ponctuelle sur X de la suite (6,,0f)men,
de fonctions bornées.

4.1 Extension, restriction d’une mesure

Définition.  Les espaces mesurés (X, Sy, p1) et (X, Sa, p2) sont équivalents si
ona LYX, Sy, ) = LYX, So, p) et [ fduy = [ fdps pour tout f € L1(X, Sy, ).
Si aucune confusion sur X, S; et Sy n’est possible, on dit plus simplement que les
mesures (17 et py sont équivalentes.

Proposition 4.1.1 Soient S; et Sy deux semi-anneauz sur X tels que S; C Ss.

a) Toute fonction Sy-borélienne est Sy-borélienne et, par conséquent, toute partie
Si-borélienne de X est Sy-borélienne.

b) Si, en outre, Sy est inclus dans 'ensemble des parties Sy-boréliennes, alors
une fonction définie sur X est Sy-borélienne si et seulement si elle est Sa-borélienne.
Dans ce cas, une partie de X est donc Si-borélienne si et seulement si elle est So-
borélienne.y

Théoreme 4.1.2 Soient S et Sy des semi-anneauxr sur X tels que S; C Sy et
soit py une mesure sur (X, Sy).
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S1 Sy est inclus dans [’ensemble des parties pi-intégrables de X, alors
po: Sy — C A i (A)

est une mesure sur (X, Ss) équivalente a py. De plus, les mesures Vg et Vg sont
équivalentes.

Preuve.  a) Etablissons d’abord que pg est une mesure sur (X,Ss) telle que
Via(A) < Vg (A) pour tout A € Ss.

D’une part, ps est dénombrablement additif car, pour toute Sp-partition dénom-
brable { A,, : m € Ny} de A € Sy, il vient successivement

> Ha(An Z i (Ay) = ul(A) = p2(A)

(en (%), on utilise le théoreme d’intégration des séries). D’autre part, po a une
variation finie telle que Vus(A) < Vg (A) pour tout A € Sy car, pour toute Sp-
partition finie {Aq,..., A;} de A, on a bien sur

J
Z a2 (A)| = Z [ (A)] < Vi (A).
j=1

b) Etablissons ensuite que Vi (A) = Vg (A) pour tout A € S,.

La majoration Vyg(A) < Vi (A) vient d’étre établie.

L’égalité Vi (S) = Vua(S) a lieu pour tout S € S&;. De fait, d'une part, S
appartient a Sy et, d’autre part, il vient

Viu(S) = up Zlul = sup Zlm

si P1(S) désigne l'ensemble des S;-partitions finies de S, alors que, bien sir, le
dernier membre est majoré par Vs (S).

Nous savons donc que toute partie pi-négligeable de X est ps-négligeable et que
Vi (Q) = Vo (Q) pour toute partie Sp-étagée @ de X.

Vu le théoreme d’approximation des parties u;-intégrables, pour tout A € S, il
existe une suite (Qu)men, de parties Sj-étagées telles que [ |xa — xq..| AV — 0.
Des lors, la suite xq,, est p1-de Cauchy et, quitte a recourir a une sous-suite, nous
pouvons supposer que cette suite définit la fonction pq-intégrable xy4. Vu ce qui
précede, la suite xq,, est aussi une suite po-de Cauchy qui converge po-pp vers xa.
D’ou la conclusion car on a alors

Vi (A) = Em Vi (@) = im Ve (Qn) = Ve (A).
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c) Etablissons enfin que les mesures py et ps d'une part et les mesures Vi et
Vs d’autre part sont équivalentes.

De fait, si f est une fonction pj-intégrable avec j = 1 (resp. j = 2), il existe
une suite (o, )men, de fonctions S;-étagées qui définit f. Comme les a, sont des
fonctions pg-intégrables pour k = 2 (resp. k = 1) et comme la suite oy, est py-de
Cauchy [vu b), on a [ |a| dVu; = [ |a] dV, pour toute fonction Sj-étagée a et
converge fu-pp vers f [vu b), une partie de X est p;-négligeable si et seulement si
elle est py-négligeable], f est aussi une fonction py-intégrable telle que

/fd,uj:hm/amdujzlim/amduk:/fd,uk

/dep,j = lim/am dVip; = lim/am avpy, = /de;LM

Corollaire 4.1.3 Soient Sy et Sy deux semi-anneaux sur X tels que S C Sy et
soit ps une mesure sur (X, Ss).

a) La restriction py de ps a Sy est une mesure sur (X,Sy) telle que Vg <
(Vu2)ls,-

b) Si Sy est inclus dans 'ensemble des parties Sy-boréliennes de X, alors la
restriction py de ps a Sy est une mesure sur (X, Sy) équivalente a ps. De plus, Vg
est équivalent a V jio.

Preuve.  a) est immédiat.
b) Etablissons d’abord que, pour toute partie Si-borélienne B incluse dans un
élément S de Sy, on a Vi (B) < Vue(B). Cela résulte aussitot de ce que

{ f € FSlB(X) : /91 e} (é}%f).;,_ Xs dVMl < /91 ¢} (?Rf)_;,_ Xs dV/LQ }

contient ’ensemble des fonctions Sj-boréliennes [il contient les fonction S;-étagées
vu a) et il contient la limite de ses suites ponctuellement convergentes sur X vu le
théoreme de la convergence majorée].

Déduisons-en que tout A € S, est pj-intégrable et donne lieu a l'inégalité
Vi (A) < Vws(A). Comme X est union dénombrable d’éléments de S;, soit
X = UYX_,S,, il existe une partition dénombrable { B,, : m € Ny} de A en par-
ties Si-boréliennes telles que B,, C S,, pour tout m € Ny. D’ou la conclusion au
moyen du théoreme de la convergence monotone appliqué a la suite des fonctions
caractéristiques des ensembles U}, By.

Des lors, vu le théoreme précédent,

1/2:82—>(C AHﬂl(A)
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est une mesure sur (X, Sy) équivalente a p; et telle que Vi, soit équivalent a V.
Pour conclure, il suffit de prouver que les mesures 5 et s sont égales. Or

B = {B GSlg(X) : VQ(BQS) :/LQ(BHS),\V/S 681}

contient bien stir &; ainsi que les ensembles USY_ | B, si les B, € B sont deux a
deux disjoints et By \ By si By, By € B sont tels que By D Bs. Cela étant, tout
A € S, étant Si-borélien appartient a B et est inclus dans une union dénombrable
d’éléments de S; que nous pouvons supposer disjoints deux a deux. Vu le théoreme
de la convergence monotone, on en déduit aussitot I’égalité ps(A) = ve(A) pour tout
A€ S,. Dou la conclusion.g

Corollaire 4.1.4 Soit 1 une mesure sur (X,S).

a) Pour toute partie S-borélienne et p-intégrable A de X, on a

Vi(A) = s ;; |u(B))| (*)

ot P(A) désigne l'ensemble des partitions finies de A en parties S-boréliennes.

b) Pour toute partie p-intégrable A de X, on a la formule (*) ou P(A) est
I’ensemble des partitions finies de A en parties p-intégrables.

c¢) Pour toute fonction S-borélienne et p-intégrable f, on a

/Ifl quzigfp‘/gdu‘ (")

ou F est l'ensemble des fonctions S-boréliennes g telles que |g| < |f].

d) Pour toute fonction p-intégrable f, on a la formule (**) ou F est l'ensemble
des fonctions p-intégrables g telles que |g| < |f| p-pp.

Preuve.  a) L’ensemble Sy des parties S-boréliennes et p-intégrables de X est
un semi-anneau sur X qui contient S et qui est inclus dans ’ensemble des parties
p-intégrables de X. Il s’ensuit que la fonction pg: Sy — C définie par ps(A) = u(A)
pour tout A € Sy est une mesure sur (X, Sy) et que les mesures Vs et Vi sont
équivalentes. La conclusion est alors immédiate.

b) s’établit de maniere analogue (tout en se simplifiant) en prenant pour S,
I’ensemble des parties p-intégrables de X.

c¢) Il est clair que
/gdu' < /Ifl dvp.

sup
geF
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Etablissons l'inégalité inverse. La fonction |f]| est évidemment limite ponctuelle
sur X de la suite de fonctions

22m

9m = Z 2_m X{xEX:2*mk<‘f(x)‘§27m(k+1)}’
k=1

c’est-a-dire d’une suite croissante de fonctions S-boréliennes et u-intégrables. Pour
tout € > 0, vu le théoreme de la convergence monotone, il existe alors M € Ny tel

que
€
/|f| dVp < /gMdVN+§.
Pour tout k € {1,...,22M} remarquons, vu a), qu’il existe une partition finie

{Ak,la R 7Ak,Jk} de
{zeX 27Yk <|f(x)| <27 M(k+1)}
en parties S-boréliennes telle que

Ji 2M

_ _ €
Vi({zeX:27Me <|f(z)| <27Mk+1)}) < Zlu(A’”)le?W
j=1
Cela étant, on vérifie directement que
22M Jk
9= 2D X,
k=1 j=1
oll on a posé
{ 0 si w(Ap;) =0
Ck),j — M .
27YE |u(Ay, )| /1(Ag;) sinon,

est une fonction S-borélienne telle que |g| < |f] et

/Ifl dVp < '/gdu‘ +¢,
ce qui suffit pour conclure.

d) résulte aussitot de ¢) et du fait que toute fonction u-intégrable est égale p-pp
a une fonction S-borélienne g

Remarque. Il résulte directement du corollaire précédent que si les mesures py sur
(X,81) et ug sur (X,S2) sont équivalentes, alors les mesures Vi et Vg sont équivalentes.
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4.2 Comparaison de mesures

Notation. Soient u et gy deux mesures sur (X, S).
Les notations py < ug et ps > py sont équivalentes; elles présupposent que pq et
2 sont des mesures réelles et signifient que u1(S) < uo(S) pour tout S € S.

Théoréme 4.2.1 Si les mesures positives py et ps sur (X,S) sont telles que
p1 < o, alors
a) toute partie po-négligeable de X est py-négligeable,
b) toute partie ps-mesurable de X est pi-mesurable,

c) toute fonction ps-intégrable f est py-intégrable et

/If! dﬂ1§/|f\ djis -y

4.3 Combinaisons linéaires de mesures

Théoréme 4.3.1 Soit S un semi-anneau sur l’ensemble non vide X .
Si o est une mesure sur (X,S), alors, pour tout ¢ € C, cu est une mesure sur

(X,S) telle que V(ep) = |c| Vi et

a) toute partie p-négligeable est cu-négligeable,

b) toute fonction p-mesurable est cpi-mesurable,

¢) toute fonction p-intégrable f est cu-intégrable et on a [ fdep =c [ fdu
Théoreme 4.3.2 Soient X un ensemble et S un semi-anneau sur X.
Si py et py sont des mesures sur (X,S), alors

a) 1y + po est une mesure sur (X,S) telle que V(p1 + p2) < Vg + Vg, Des lors,
toute partie py- et ps-négligeable est (puy + ps)-négligeable.

b) toute fonction pi- et us-intégrable f est (uy + po)-intégrable et

[+ = [ sdum+ [ fae

Dés lors, toute fonction py- et po-mesurable est (g + pa)-mesurable.

Preuve.  a) Bien sur, p; + po est dénombrablement additif. Pour conclure, il
suffit alors de noter que, pour toute S-partition finie P de S € S, il vient

Z (1 + p2)(T)] < Vipa(S) + Vipa(S5).

TP
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Le cas particulier est trivial.
b.1) Remarquons tout d’abord que, pour tout S € S et tout r > 0, 'ensemble

{f € FSB(X) : /GT(sz) d(pn + p2) = /Gr(fo) dpn +/9r(f><s) duz}

contient toutes les fonctions S-étagées et la limite de toutes ses suites ponctuellement
convergentes sur X donc contient toutes les fonctions S-boréliennes sur X.

b.2) Déduisons-en la propriété annoncée dans le cas ou, en outre, f est une fonc-
tion S-borélienne. Quitte & considérer (Rf)y, (Rf)-, (Sf)+ et (Jf)- séparément,
nous pouvons supposer que f est a valeurs dans [0, 400[. Nous savons qu'il existe une
suite (Sp)men, de S dont la réunion est égale a X et dont les éléments sont disjoints
deux a deux. Cela étant, pour tout m € Ny, le théoréeme de la convergence monotone
appliqué a la suite (0,(fxur  s,))men, €tablit que f est (u1 + pg)-intégrable et tel

que
/fd(u1+uz)=/fdu1+/fduz‘

b.3 ) Etablissons le cas général. Pour j = 1 et j = 2, il existe une fonction
S-borélienne f; et une partie S-borélienne et p;-négligeable N; telles que f = f;
sur X \ N;. Des lors, g = fixx\n, + faxni\n, est une fonction S-borélienne sur X
qui est égale yu1-pp et po-pp donc (p1 + p2)-pp sur X a f. La conclusion est alors
immédiate.

Pour la mesurabilité, on note que, si (S, )men, st une suite de S dont la réunion
est égale a X, alors la suite (f,,)men, définie par

fm = fX{xeu;j:lSm:\f(a:)\gm}

est une suite de fonctions ;- et po-intégrables qui converge - et po-pp vers f, ce
qui suffit, vu ce qui précede.y

4.4 Mesures associées a une mesure

Définitions.  Si p est une mesure sur (X,S),
a) 71 est une mesure sur (X, S), appelée mesure conjuguée de ,
b) Ry et Su sont des mesures sur (X, S), appelées respectivement partie réelle et
partie imaginaire de f.
Bien str, il vient
po=Ru+iSu, 7=Ru—iSy,
Vi=Va<V(®Ru) +V(Sp).
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Remarque. Etant donné une mesure réelle p sur (X, S), on vérifie aisément que les
parties positive et négative de 'application p: & — C ne sont en général pas des mesures
sur (X,S). Les notions correctes s’introduisent de la maniére suivante.

Définitions.  Si p est une mesure réelle sur (X, S), les mesures positives

Vptp Vp—up
pe = — et p-=—5

sont appelées respectivement la partie positive et la partie négative de la mesure pu.
Bien str, il vient
po=php — poey iy < Vpoet po <Vp
La justification de ces définitions résulte des propriétés suivantes.
Théoréme 4.4.1 a) Toute mesure p sur (X,S) s’écrit
p=Rp)y — (Rp)- +i(Sp)+ —i(Sp)-;

il s’agit de la décomposition canonique de i en mesures positives.
b) Si la mesure p sur (X,S) s’écrit sous la forme

po= 1 — po + i — Uy
avec des mesures 11, la, i3 et py positives sur (X, S), alors on a
Rp) < pn, Rp)- <po, (Sp)y <ps et (Sp)- <

Preuve.  a) est trivial.
b) De fait, il vient alors

Ru) — Rp)— = o — p2,  (Sp)y — (Sp)- = piz — s
et
R+ + (Rp)- =VRp) < pin+p2,  (Sp)+ + (Sp)- =V(Su) < ps — pa
Définitions.  Si p et v sont des mesures réelles sur (X, S), les mesures

ptv—V(p—v)
2

p+v+Vip—v)
2

sup{p, v} = et inf{u,v}=

sur (X,S) sont respectivement appelées borne supérieure et borne inférieure de

{p. v}.

Le résultat suivant justifie cette terminologie.
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Théoréme 4.4.2 Si p et v sont deux mesures sur (X,S),

a) sup{u, v} majore p et v, et est majoré par toute mesure sur (X,S) qui majore
et v,

b) inf{u, v} minore u et v, et est minoré par toute mesure sur (X,S) qui minore
et v.

Preuve.  a) De fait, pour tout S € S, il vient

2(sup{p, v})(S) = p(S)+v(S)+ sup Y |u(T)—u(T)|
PEP(S) rep

= 2 sup 3" sup{u(T), W(T)}

PEP(S) fep

si P(S) désigne l'ensemble des S-partitions finies de S. La conclusion est alors
immédiate.
b) s’établit de méme.y

4.5 Produit de mesures, théoremes de Fubini et
de Tonelli

Convention. Dans ce paragraphe,
a) X; et X5 sont deux ensembles non vides et nous posons X = X x Xo,

b) &1 et Sy sont des semi-anneaux sur X; et X, respectivement, et nous posons
S = 81 X Sg.

Rappelons qu’alors S est un semi-anneau sur X.
Théoreme 4.5.1 L’application
pi X pp: S - C 51 xSy = Ml(Sl) : #2(52)

est une mesure sur (X,S) appelée produit des mesures j1, et ps ou encore mesure
produit 1y X ps.
De plus, on a
Vg x p2) =V < Vps.

Preuve.  Cette application g1 X po
a) est définie sur S et telle que pq X p2(0) = 0. De fait, le seul cas ou S € S n’a pas
une écriture unique S = §; X Sy avec S; € S; et Sy € Sy a lieu pour S = () mais
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alors un au moins des ensembles S, Sy doit étre égal a (.
b) est dénombrablement additive. Soit { St X Sam : m € Ny } une S-partition de
S1 x Sy € §. Pour tout x5 € X5, la suite

E XSl mXSQm */1:2 E XSQm x2 XS1m

i) est constituée de fonctions Si-étagées,

ii) converge ponctuellement sur X; vers xg, (z2)xs;
iii) est telle que

M

Z XSz (T2) X810 | < X2 (T2) X,
m=1

ou le second membre est p;-intégrable,
Des lors, pour tout x5 € Xy, vu le théoreme de la convergence majorée, il vient

D X (@2)11(S1m) = X (2) 1 (S1).

Comme de plus la suite

M
> 111(S1.m) XS0
m=1

est constituée de fonctions Ss-étagées dont le module est majoré par la fonction ps-
intégrable fixe V u1(S1)xs,, une deuxieme application du théoréme de la convergence
majorée donne

M
D (Sim)pa(Sam) = (1) - pa(Sa).
m=1
c) a une variation finie. Soit { S7; x Sy : j < J } une S-partition finie de Sy X Sy €
S. 1l existe alors pour kK = 1 et k = 2 une Si-partition finie P, de S telle que
chacun des S 1, ..., Sk, soit I'union des éléments de P, qu’il contient. Cela étant,
on a bien sur

Z |11 (S1,5) p2(S2,5)] < Z Z 11 (S)] [p2(T)] <V pa(S1) - Vpa(S2)

SeP1 TeEP,
ce qui prouve en outre la majoration V(uy X po) < Vg X Vyps.
Cela étant, pour conclure, il suffit d’établir qu’on a aussi Vg X Ve < V(g X p12).
Soient S; € 81 et S5 € Sy, Pour tous ¢, €1, g5 > 0, il existe une Si-partition finie
P; de S; et une Sy-partition finie Py de Sy telles que

Vi (S1) < Z | (T)| +e1 et Vpa(Ss) < Z lp2(T)| + &9
TeP: TEP2
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donc telles que la S-partition finie { Ty x Ty : Ty € Py, Ty € Py } de Sy x Sy vérifie

Vin(S) - Via(Se) —e < > m(Ty) - Y [p2(Ty)]

TP ToePs

< YD) [ x ) (Th x T))

TieEP1 To€Py

si g1 et g5 sont choisis suffisamment petits. D’ou la conclusion.g

Lemme 4.5.2 51 N C X est puy X pug-négligeable, alors, pour ps-presque tout
Ty € Xo, lensemble { x1 € X : (x1,22) € N } est uj-négligeable.

Preuve.  Pour tout k € Ny, il existe une suite

(Sk,m = Sl,k,m X S27k7m)m€N0

de S telle que

N C U Skm €t Z V(% p2)(Skm) < 27k,
m=1

m=1
Si j: Ng — Ny x Ny est une bijection, alors, pour tout M € Ny, il vient N C

Upe—p1S(m) donc

{S(Zl € X1 : (xl,xg) € N} C U Sl,j(m)y Vl’g € X2.

m>M, mQESQ,j(m)

Or en vertu du théoreme d’intégration des séries, la série

Z V,u1<51,j(m))x52,j(m)
m=1

converge o-pp. 1l s’ensuit que, pour ps-presque tout xo € Xo, la suite

> XS (@2)V 11 (S15(m)) = > Vpa (S1,5m))
m=M mZM, $2€S2,j('rn) MGNO

converge vers 0, ce qui suffit.y

Remarque. Si, pour tout n € Ny, nous notons ¢, la mesure de Lebesgue sur R",
il est clair que 4y4n, = ¥l X £, pour tous m, n € Ny. Cela étant, on peut aisément
établir que ce dernier lemme ne peut étre amélioré car A = {(0,y) : y € R} est une partie
lo-négligeable.O
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Théoréme 4.5.3 (Fubini) Si f est une fonction py X po-intégrable, alors
a) pour p-presque tout xo € Xo, f(.,xa) est pui-intégrable,
b) [ fdu est une fonction ps-intégrable,

/(/fdM) duzz/fd(ul X fig).

Preuve.  Remarquons tout d’abord que le théoréeme de Fubini est valable pour
les fonctions S-étagées sous la forme améliorée suivante: si o = ijl cjXs; est une
fonction S;-étagée,

a) pour tout o € Xo, a(.,x3) = ijl CjXs,, (T2)Xs,,; est une fonction S-étagée,

c) on a

b) [adu = Z;jzl cji1(S1,j)Xs,, est une fonction Sy-étagée,

c) on a f (f@dﬂl) dpip = Z}Izl cjpn(S1,7)p2(S2,5) = fad(ul X fly).

Cela étant, considérons une suite (v, )men, de fonctions S-étagées qui est 113 X pro-
de Cauchy et qui converge 11 X ps-pp vers f. Quitte a passer a une sous-suite, il est
clair que nous pouvons supposer avoir

/‘aerl — | AV (p1 X p2) <27, Vm € N,.

Vu le lemme précédent, pour ps-presque tout xo € Xy, la suite of., z5) de fonctions
Sp-étagées converge p-pp vers f(.,x2). De plus, vu le théoreme d’intégration des
séries, la série

> [ lantema) = ()] Vi
m=1

converge fo-pp. 1l s’ensuit que, pour po-presque tout xo € Xo, la suite a,, (., x2) est
p1-de Cauchy car on a

s—1
/yar<.,x2> —ay(om) AV <3 / o 2) — g (1 22)] AV i,

De la sorte, nous avons déja établi a) ainsi que

/Oém dpn — /fdul [2-Pp.

b) résulte alors aussitot de ce que la suite [ a, dpy de fonctions po-étagées est
po-de Cauchy car on a

f| o= o

dVpg < /|ozr —ag| dV (X pa).
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Ceci établit aussi la convergence

J ([ ) = [ ([ £m) e

c) est alors immédiat car on a bien sur

[(Jon) e ot~ 1t

Théoréme 4.5.4 (Tonelli) Si f est une fonction py X ps-mesurable sur X, si
|f(.,z2)| est pi-intégrable pour po-presque tout o € Xo et si [|f] AV est po-
intégrable, alors f est py X ps-intégrable.

Preuve. 11 suffit bien str d’établir que |f| est p; X po-intégrable.
Soit (S )men, une suite d’éléments de S dont la réunion est égale a X. La suite

(901 = O (1 Dxont, )

MEeNg

est constituée de fonctions p; X po-intégrables, croit pq X ps-pp vers |f| et est telle

que
/QM dV (1 X i2) (f)/ (/gM qu1> dV g < / (/|f| dvul) dV sy

(en (x), on applique le théoreme de Fubini). Des lors, |f| est une fonction py X pio-
intégrable, par application du théoreme de la convergence monotone.g

Corollaire 4.5.5 Si N est une partie p; X ps-mesurable de X et si sa section
{z1 € Xy : (21,22) € N} est uj-négligeable pour po-presque tout x4 € Xo, alors N
est 1 X pa-négligeable.y

Proposition 4.5.6 Si f est une fonction py X ps-mesurable telle que f(.,x2)

soit py-intégrable pour po-presque tout xo € Xo, alors ffdul est une fonction fio-
mesurable.

Preuve.  Soit (Sy;)men, une suite de S dont la réunion est égale a X. Cela
étant, pour tout M € Ny, posons

Ju = QM(f)Xuﬁ‘;{:lSm-
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Bien stir chacun des fj; est p; X po-intégrable. Des lors, vu le théoreme de Fubini,
chacune des fonctions [ fs duy est po-intégrable donc pp-mesurable. Pour conclure,
il suffit alors de prouver que, pour ps-presque tout x5 € Xy, on a

[ty = [ s

Cela résulte d'une application du théoreme de la convergence majorée car, pour
po-presque tout xo € Xo, la suite (far)aren,

a) est constituée de fonctions p;-intégrables dont le module est majoré pi-pp par la
fonction pi-intégrable |f(., z2)],

b) converge u1-pp vers f(.,xz3) car la suite fy; converge pi; X po-pp vers f.g

Proposition 4.5.7 a) Si f1 et fy sont des fonctions respectivement Si- et So-
boréliennes, alors

[ X —=C (21,72) = fi(r1)fa(22)
est une fonction S-borélienne.

b) Si f est une fonction S-borélienne, alors, pour tout xo € Xy, f(.,x2) est une
fonction S1-borélienne.

c) Si f est une fonction S-borélienne telle que, pour tout xo € Xy, la fonction
f(.,x9) soit py-intégrable, alors [ f duy est une fonction Sy-borélienne.

Preuve.  a) Si fo est So-étagé, on établit de suite que
{fi € F(Xy) : f est S-borélien }

contient I’ensemble des fonctions Si-boréliennes. Cela étant, on vérifie de suite que,
pour toute fonction Sj-borélienne fi,

{f2 € F(X3) : f est S-borélien }

contient I’ensemble des fonctions Sy-boréliennes.
b) Il est en effet clair que, pour tout x5 € Xy,

{feF(X): f(.,x2) est S;-borélien }

contient ’ensemble des fonctions S-boréliennes.

c¢) Nous savons qu'il existe des suites (S1.m)men, €t (S2.m)men, de S1 et Sy respec-
tivement telles que Uy,eng S1m X S2.m = X1 X Xo. Cela étant, on vérifie directement
au moyen du théoreme de la convergence majorée que, pour tout zo € X5, on a

/em © (fXUZ”‘:lsl,kxsz,k)(‘? x2) d:ul - /f(axQ) d,ul'
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Pour conclure, il suffit alors de vérifier que, pour tout m € Ny,

{g € FSB(X) : /Qm 0 (gXUp 51 4xSs,) diin est SQ—borélien}

contient I’ensemble des fonctions S-boréliennes, ce qui est immédiat.g

Proposition 4.5.8 a) Si f1 et fy sont des fonctions respectivement py- et pio-
mesurables, alors

f: X —C (.171,1'2> — fl(xl)fg(l’g)

est une fonction 1y X ps-mesurable.
b) Si f1 et fo sont des fonctions respectivement - et ps-intégrables, alors cette
fonction f est 1 X us-intégrable et telle que

/fd(/h Xﬂz)Z/fld,ul'/ﬁdm-

Preuve. a) Pour j = 1 et j = 2, il existe une suite (@, )men, de fonctions
S;-6étagées et une partie S;-borélienne et pj-négligeable N; de X; telle que la suite
ajm converge ponctuellement sur X; \ N; vers f;.

Des lors la suite aq,(21)asm(x2) de fonctions S-étagées converge ponctuelle-
ment sur X \ ((N; x X5) U (X3 x Ny)) vers f. Pour conclure, il suffit alors de noter
que les ensembles N; x X5 et X7 X Ny sont p; X po-négligeables. Or, par exemple,
N; x X5 est une partie S-borélienne donc p; X ps-mesurable telle que, pour tout
9 € Xo, la section N; est pi-négligeable.

b) résulte aussitot des théoremes de Tonelli et de Fubini.y

4.6 Mesures du type F.u

Définition.  Soit (X, S, 1) un espace mesuré.
Si F' est une fonction définie u-pp sur X et si A est une partie de X, F'y4 est la
fonction définie p-pp sur X selon

~fo0 sixze X\ A,
(Fxa)(z) = { F(z) sixz € Aetsi F(x) est défini.

Cela étant, une fonction S-p-intégrable est une fonction F' définie p-pp et telle
que F'xgs soit p-intégrable pour tout S € S. Comme X est une réunion dénombrable
d’éléments deux a deux disjoints de &, il est clair qu'une telle fonction est u-
mesurable donc égale u-pp a une fonction S-borélienne. Il est clair également que,
si F' est une fonction S-p-intégrable, alors |F| est aussi une fonction S-p-intégrable.
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Théoréme 4.6.1 Si (X, S, ) est un espace mesuré et si F' est une fonction
S-p-intégrable, alors

Fu.§—C S|—>/Fx5du
est une mesure sur (X,S) telle que V(F.u) = |F|.Vu.

Preuve.  a) Etablissons que F.u est une mesure sur (X, S) telle que V(F.u) <
|F| .V .

Bien sur, on a F.u(0) = 0.

Cela étant, F.u est dénombrablement additif. En effet, pour toute S-partition
dénombrable {S,, :m e Ny} de S € S, le théoreme de la convergence majorée
donne aussitot

> (Fu)(S Z/FxSmdu /Fdeuz(F-u)(S)-

Enfin, pour toute S-partition finie {Sy,...,5;} de S € S, il vient

J J J
SO IE)(S Z [ Fxs du‘ <3 [1Fhs avi= [ IFlxsavi
j=1 = j=1

b) Pour conclure, il suffit alors d’établir qu’on a aussi |F| . Vu < V(F.pu).

b.i) Prouvons que cela a lieu si F' est une fonction S-étagée. Dans ce cas, nous
savons qu’il existe des S1, ..., S; € § en nombre fini et deux a deux disjoints et des
coefficients ¢y, ..., ¢; € C tels que F = ijl cjxs,- Cela étant, pour tout S € S, il
vient successivement

J

WLV = Ylelvasns) = 32 w5 leu(r)

j=1 PeP(SNS;) Tep

< sup Z /FXTdu'
PEP(SN(U/_,5))) Tep

< sup /FXTd#' = V(Fp)(S)
PEP(S) rep

si P(A) désigne 'ensemble des S-partitions finies de A.
b.ii) Etablissons le cas général. Vu le théoreme d’approximation, pour tout S € S
et tout ¢ > 0, il existe une fonction S-étagée a telle que [|Fxs —al dVu < /2
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donc telle que

£ 15
(FIVi(S) < 5+ [lalxsdVi = 5+ Vian)s)

9

< S+ sup /adeu'
2 Per(s) fop

<S4 osw > (‘/(F—a)deu‘vL‘/FdeuD
2 Pep(s) rch

< V(Ep)(S) +e,

ce qui suffit.g

Théoréme 4.6.2 Si (X, S, ) est un espace mesuré et si F' est une fonction
S-p-intégrable, alors F.u est la mesure 0 si et seulement si F' est nul p-pp.

Preuve.  La condition est nécessaire. Soit (S, )men, une suite d’éléments de S
de réunion égale a X. Si F.u est la mesure 0, il vient

V(F.u)(Sm) = / |F| xs,, dVu =0, Vm e Ny,

¢’est-a-dire que fozl |F'| xs,, est égal a 0 u-pp pour tout M € Ny, ce qui suffit.
La condition est évidemment suffisante.g
Corollaire 4.6.3 Soit (X,S, i) un espace mesuré.
a) Des fonctions S-u-intégrables F' et G telles que F.pu = G.u sont égales p-pp.
b) Si p est une mesure positive et si F' est une fonction S-u-intégrable, alors la

mesure F.u est positive si et seulement si on a ' > 0 pu-pp.

Preuve.  a) est immédiat car on a évidemment F.p — G.p = (F — G).p.
b) La nécessité de la condition résulte aussitot de a) car on a alors F.u =
V(F.u) = |F|.Vu=|F|.u. La condition est évidemment suffisante.y

Théoréme 4.6.4 Soit (X, S, 1) un espace mesuré.
St F' est une fonction S-p-intégrable,

a) N C X est F.u-négligeable si et seulement si {x € N : F(x) # 0} est u-négligea-
ble.

b) wune fonction f définie u-pp est F.u-mesurable si et seulement si fF est -
mesurable.

c) une fonction f définie u-pp est F.u-intégrable si et seulement si fF est u-
intégrable, auquel cas on a [ fdF.u= [ fFdu.
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Preuve.  Comme il existe une fonction S-borélienne égale p-pp a F', nous pou-
vons sans restriction supposer que F' est une fonction S-borélienne. Soit (S5, )men,
une suite de S dont la réunion est égale a X. Pour tout M € Ny, posons @ =
UM_S,,. Cela étant, établissons tout d’abord que, pour tout entier M € Ny et tout
r >0,

B = {f € FSB(X) fer(fXQM)dF'/l = fe’!’(f)FXQ]V[ d,
f67<|f| XQM)dV(F/L) = f‘gr(|f|) |F‘ XQum dvlu}

est égal & FSB(X). De fait B contient
i) toutes les fonctions S-étagées « car 6,(a), 0, (|al), 8, (axg,,) ainsi que 0,.(|a| xg,,)
sont alors des fonctions S-étagées,
ii) la limite de toutes ses suites ponctuellement convergentes, vu le théoréme de la
convergence majorée.

a) La condition est nécessaire. Soit B une partie S-borélienne et F.p-négligeable
contenant N. Pour conclure, il suffit bien str d’établir que, pour tout M € N,
{x € BNQy : F(x) # 0} est u-négligeable. Cela résulte aussitot des égalités

0 = V(Fn)(BNQy) = /QI(XBXQM)CZV<F-/~L)
= /91<XB) |F|XQM dVup = /|F|XBOQIM dv p.

La condition est suffisante. Soit B’ une partie S-borélienne et p-négligeable
contenant l'ensemble {x € N : F(x) # 0 }. Posons

B=BU{z€X : F(z)=0}.

Pour tout M € Ny, la fonction |F'| xpng,, est alors égale pu-pp a 0 et il vient

0 = /XB\F\XQMqu = /Hl(XB)-\FIXQMdVM
— [bmxe) dV(EL = VERENQu),

ce qui suffit pour conclure.

b) La condition est nécessaire. Il existe une suite (o, )men, de fonctions S-étagées
et une partie F.pu-négligeable N de X telles que la suite a,, converge ponctuellement
sur X \ N vers f. Cela étant, la suite a,,F de fonctions p-mesurables converge
ponctuellement sur X \ {z € N : F(z) # 0} vers fF, ce qui suffit.

La condition est suffisante. Vu a), toute fonction pu-mesurable est bien str F.u-
mesurable. Cela étant, les fonctions fF et 1/F(0si F' = 0) sont F.p-mesurables
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ainsi que leur produit. D’ou la conclusion car ’ensemble des points ou ce produit
differe de f est inclus dans {x € X : F(z) = 0}, c’est-a-dire dans un ensemble F. -
négligeable.

c¢) La condition est nécessaire. Si f est une fonction F.u-intégrable, nous savons
qu’il existe une suite (v, )men, de fonctions S-étagées qui est F.u-de Cauchy et qui
converge F.u-pp vers f. Cela étant, la suite a,, F
i) est constituée de fonctions p-intégrables,
ii) est p-de Cauchy car, pour tous r, s € Ny, on a successivement

/|Oz,,F—asF] qu:/]ar—asHF\ qu:/\ar—asl AV (F.p),

iii) converge p-pp vers fF, vu a).
Des lors, fF' est une fonction p-intégrable et il vient

/de.uzlim/amdF.,uzlim/oszdu:/de,u.

La condition est suffisante. Vu b), la fonction f est F.u-mesurable. Il existe donc
une fonction S-borélienne g égale F.u-pp a f sur X. Cela étant, (6a(|g] X0, ))men,
est une suite de fonctions F.pu-intégrables qui croit ponctuellement sur X vers |g| et
telle que

[ outlslxe)aV(FR) = [ bullal)xen FI Vi

< /|fF| AV, VM €N

Il s’ensuit que g est F.u-intégrable, ce qui suffit.y

4.7 Théoreme de Radon-Nikodym

Définition.  Soient p et v deux mesures sur (X,S). La mesure u est absolu-
ment continue par rapport a v et on écrit u < v si toute partie v-négligeable est
p-négligeable.

Critere 4.7.1 Si pu et v sont des mesures sur (X,S), alors p est absolument
continu par rapport a v si et seulement si, pour toute partie v-négligeable et S-

borélienne N de X et tout S € S, on a uy(NNS)=0.

Preuve. La condition est évidemment nécessaire.
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La condition est suffisante. Soit /N une partie r-négligeable de X. Nous savons
qu’il existe une partie v-négligeable et S-borélienne B de X qui contient N. Pour
conclure, il suffit alors de prouver que B est p-négligeable. 11 suffit alors de noter
que I’hypothese signifie que yp.u est la mesure 0 donc que xg = 0 pu-ppa

Théoréme 4.7.2 (Radon-Nikodym) Soient p et v deuz mesures sur (X, S).

La mesure p est absolument continue par rapport a v si et seulement s’il existe
une fonction S-v-intégrable F' telle que = F.v.

De plus, si G est une fonction S-v-intégrable telle que p = G.v, alors on a F' = G

V-pp.
Preuve.  La suffisance de la condition ainsi que I'unicité v-pp de F sont connues.
Pour établir la nécessité de la condition, nous allons procéder en plusieurs étapes.

1) Remarque préliminaire.

Si et v sont réels et tels que u < v, alors on a pu(A) < v(A) pour toute parties
u- et v-intégrable A de X: de fait, A est alors (v — u)-intégrable et la mesure v —
est, positive.

2) Preuwve du cas 1 >0, v >0 et u(X) < oo.
Considérons I’ensemble

.7::{fEFSB(X)ZfZO,fEEI(X,S,V>,f.V§/L}.

Bien str, F est non vide.

Etablissons que F contient I'enveloppe supérieure de ses parties finies. Il suffit
évidemment de le faire pour tout couple d’éléments de F. Or si f; et fo sont des
éléments de F et si on pose

Ay ={zeX: folr) < filz)} et Ay={zeX:fi(z)<falz)},

alors {A;, As} est une partition S-borélienne de X et on a

sup{ f1, fo} = fixa, + foxa,.

On conclut alors en notant que, pour tout S € S, il vient

sup{ f1, fo}.v(S) = fLv(SNA)+ for(SNA)
< pSNA) +u(SNA) = u(S).

Cela étant, posons M = sup{ [ fdv:fe F}. Il est clair que M < p(X).
Etablissons qu’il s’agit en fait d’'un maximum, c’est-a-dire qu’il existe fo € F tel que
M = [ fodv. De fait, il existe une suite (f,n)men, de F telle que [ f,, dv — M. Vu
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ce qui précede, et quitte a remplacer f,, par sup{ fi,..., fi.}, nous pouvons supposer
cette suite f,, croissante. Cela étant, la propriété résulte aussitot du théoreme de
la convergence monotone, quitte a remplacer sa limite v-pp f{ par une fonction
S-borélienne fy égale v-pp a f{.

Pour conclure, prouvons que fy. = u. Si ce n’est pas le cas, il existe Sy € S tel
que (fo.v)(So) < u(Sp) donc & > 0 tel que

1(So) — (fo-v)(So) —ev(Sp) > 0. (%)

En recourant a la Proposition 3.4.7 et au fait que p — fo.v — v est une mesure sur
(X,S), il existe une partie S-borélienne B, de Sy telle que

p(Bs) = (fo-v)(Bs) — ev(Bs)
= sup{p(B) = (fov)(B) —ev(B) : B€ B},

ou B désigne l'ensemble des parties S-boréliennes de Sy. Remarquons que ceci
entraine l'inégalité v(B;) > 0 sinon By serait v- donc p-négligeable, ce qui serait en
contradiction avec l'inégalité (x). Cela étant, prouvons que (fo + exp.).v < p. De
fait, pour tout S € S, il vient

u(S) = ((fo+exs)w) (5) = [u(S\ B) = (for)(S\ B.)
n [u(s N B, — (for)(SNB,) —ev(SN BS)}

ol le premier terme entre crochets du second membre est > 0 car fy € F et ou le
second terme s’écrit aussi

(1(B) = (or)(B) —ev(B.) = (w(B.\ 8) = (for)(B.\ S) = v(B,\ S))

et est donc > 0 par définition de B,. Des lors, il vient fy + exp, € F, ce qui est
absurde car on a bien str

/(fo +exp,)dv = M + ev(Bs) > M.

3) Prewve du cas pu réel, v >0 et Vp(X) < oo.
Il existe une partie S-borélienne B, de X telle que

p(Bs) = sup{p(B): B € SB(X)}.

Cela étant, xp,.nt et —xx\B,-/t sont des mesures sur (X,S) et ces mesures sont
positives car on a les égalités suivantes

(XB,-1t) (S) = (BsNS) = pu(Bs) —pu(Bs\S) >0
(—xx\B.-1t) (S) = —u(S\ By) = pu(By)—u(B,US) >0



70 4. Mesures associées

pour tout S € S. De plus, ces deux mesures sont bien siir absolument continues par
rapport a v et a variation finie sur X. Des lors, vu 2), il existe des fonctions f et
g qui sont S-v-intégrables et telles que f.v = xp,.u et g.v = —xx\p,.pt donc telles
que (f — g).v = p.
4) Preuve du cas v > 0 et Vu(X) < oc.

Les mesures réelles fu et S sont a variation finie sur X et absolument continues
par rapport a v. Vu 3), il existe des fonctions f et g qui sont S-v-intégrables et
telles que f.r = Ry et g.v = Su donc telles que (f +ig).v = p.

5) Preuve du cas v > 0.

Nous savons qu’il existe une fonction S-borélienne F' & valeurs dans |0, +o00]
et p-intégrable. 1l est clair qu'on a F.u < p done F.p < v. Vu 4), il existe
alors une fonction S-v-intégrable f telle que f.v = F.u. Cela étant, comme 1/F
est une fonction S-F.p-intégrable donc S-f.v-intégrable, f/F est une fonction S-v-
intégrable et telle que

1

M:f-(

Fpu) = %(fy) =5
6) Preuve du cas général.

D’une part, on a bien sir v < Vv. Vu 5), il existe donc une fonction S-v-
intégrable G telle que v = G.Vv. Comme de plus 'ensemble {z € X : G(z) =0}
est v-négligeable, H = 1/G(0 si G = 0) est une fonction v-mesurable qui, comme on
le vérifie de suite, est S-G.Vv-intégrable. Des lors, il vient Vv = H.(G.Vv) = H.v.
D’autre part, on a aussi u < Vv et, vu 5), il existe une fonction S-v-intégrable f
telle que p = f.Vv. Au total, il vient p = f.(Hv) = (fH).vy

Corollaire 4.7.3 Pour toute mesure u sur (X,S), il existe une fonction S-ji-
intégrable J telle que |J| = xx p-pp et p= J.Vp.

Preuve.  Vu le théoreme de Radon-Nikodym, il existe une fonction S-p-inté-
grable J telle que p = J.V . Des lors, il vient Vi = |J| .V done (xx —|J]).Vu =0,
ce qui entraine |J| = xx p-ppa

Corollaire 4.7.4 Si les mesures p et v sur (X,S) et C > 0 sont tels que Vi <
CVv, alors il existe une fonction S-v-intégrable F' telle que p = F.v et |F| < C

V-pp.

Preuve.  Comme p est bien stur absolument continu par rapport a v, il existe
une fonction S-v-intégrable F' telle que p = F.v. On a alors Vi = |F| Vv < CVw
donc (C' — |F|).Vv > 0, ce qui suffit.y
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Remarque. Sip et v sont deuxr mesures sur (X,S) et si p est fini et absolument
continu par rapport a v, alors, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, pour toute partie S-
borélienne et v-intégrable B de X telle que Vv(B) <mn, on a Vu(B) < e. Sice n’est pas le
cas, il existe € > 0 et une suite B,,, de parties S-boréliennes et v-intégrables de X telles que
Vv(By,) <27 et Vu(By,) > € pour tout m € Ny. Mais alors B = N5_; U2, By est une
partie S-borélienne et v-négligeable de X telle que Vu(B) > . D’ou une contradiction.Od

4.8 Décomposition de Lebesgue

Définition. Soit & un semi-anneau sur 'ensemble non vide X.

a) Un porteur de la mesure u sur (X, S) est une partie S-borélienne de X dont
le complémentaire dans X est u-négligeable.

b) Etant donné deux mesures p et v sur (X,S), p est étranger par rapport a v
s’il existe un porteur de p qui est v-négligeable; on écrit p L v.

Il est clair qu’alors v est aussi étranger par rapport a p; aussi on dit bien souvent
que les mesures p et v sont étrangéres.

Remarques. a) Il est clair qu'une mesure est étrangere par rapport a elle-méme si
et seulement si c’est la mesure 0.

b) Il est aussi clair que la seule mesure étrangere et absolument continue par rapport
a une mesure, est la mesure 0.

Exemple. Si la mesure p est réelle sur (X,S), alors les mesures piy et ji_
sont étrangeres. C’est une conséquence directe du résultat suivant, qui a son intérét
propre.

Proposition 4.8.1 Si p est une mesure réelle sur (X,S), il existe une partie
S-borélienne B de X telle que py = xp.pt et pi_ = —Xx\B-H-

Preuve.  Soit {S,, : m € Ny } une S-partition dénombrable de X.
Pour tout m € Ny, nous savons qu’il existe une partie S-borélienne B,, de S,
telle que

((Bm) =sup{ p(A) : A € By } (%)

ou B,, est I'’ensemble des parties S-boréliennes de S,,. Pour conclure, nous allons
établir que la partie S-borélienne B = U°_, B,, convient. Posons p; = xp.u et
po = —xx\g-p- 1l est clair que p; et py sont des mesures sur (X,S), que i
est positif et que p = p; — pe. Etablissons par 'absurde que ps est positif. Si
S € S est tel que pa(S) < 0, on a u(S\ B) > 0 et il doit exister m € Ny tel que
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u((SNSy,)\ B) >0, ce qui est contradictoire avec (). Pour conclure, il suffit alors
d’établir que p (S) > p1(S) pour tout S € S. Or, étant donné S € S, il vient

et = AT 2 a5 ()] 4+ ()

ou P(S) désigne l'ensemble des partitions S-boréliennes finies de S alors que {S N
B, S\ B} est une telle partition telle que u(S N B) > 0 et pu(S\ B) < 0 donc telle

que i+(S) = xB-p(S)4

Définition. Une mesure sur (X,S) est atomique si elle admet un porteur
dénombrable.O

Exemple.  Toute mesure atomique sur (R",SZ(R™)) est étrangére par rapport
a (.0

Remarque. On peut établir qu’il existe des mesures c-boréliennes sur R et étrangeres
par rapport a £, qui ne sont pas atomiques. * — Ainsi la mesure ;i associée a la fonc-
tion singuliere de Cantor f sur [0,1] prolongée par 0 sur |—oo,0[ et par 1 sur |1, +o0[
est c-borélienne (direct) et étrangere par rapport a ¢ (elle admet ’ensemble des nombres
triadiques de Cantor comme porteur) mais ne peut étre atomique (yuy differe de 0 et est
diffus, c’est-a-dire que p({z}) = 0 pour tout z € R). « x

Théoréeme 4.8.2 (Lebesgue) Si u et v sont des mesures sur (X,S), il existe
des mesures fi, et p. sur (X,S) telles que

Po LV, e Lv et =g+ pe.

De plus, ces mesures ji, et p. sont uniques et il existe une partie S-borélienne B
de X telle que p1, = XB.jt €t fle = Xx\B-H-

Cette décomposition unique p = p, + pe est appelée décomposition de Lebesgue
de i par rapport a v; p, est la partie absolument continue et u. la partie étrangere
de p par rapport a v.

Preuve.  L’unicité est aisée a établir: si g = pig1 + e €t 1t = g2 + fle2 sONt
deux telles décompositions, la mesure fi,,1 — fta,2 = fe,2 — [le,1 €5t & la fois absolument
continue et étrangere par rapport a v donc est la mesure 0.

Posons A = Vu + V. On obtient aussitot p << A et v < A. 1l existe donc des
fonctions S-A-intégrables f et g telles que u = f.\ et v = g.\. 1l existe aussi une
partie S-borélienne B de X égale A-pp a {z : g(x) # 0}. On a alors xx\p.pt L v car
X \ B est v-négligeable. On a aussi xp.pu < v car, pour toute partie S-borélienne
et v-négligeable N de X, N N B est A\-négligeable donc p-négligeable.

D’ou la conclusion.g
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Remarque. * — Toute mesure sur un intervalle ouvert de R admet une décomposition
canonique en sa partie atomique, sa partie absolument continue par rapport & £ et sa partie
diffuse étrangere par rapport a £.0 «— %
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4. Mesures associées




Chapitre 5

Intégration sur un espace
localement compact séparé

5.1 Parties et fonctions boréliennes
Proposition 5.1.1 Si X est un espace topologique séparé,
AX)={QNF:Q=ouvert de X, F = fermé de X }
est un semi-anneau sur X .

Preuve.  Seule la vérification de la propriété (sad) n’est pas triviale. Il suffit
cependant de vérifier que, pour tous ouverts €2y, {25 et tous fermés F;, F; de X,

(N )\ (2N F)
= @nP)((X\ U\ F)
- (91 N(FN(X\ 92))> U ((Q1 N(X\ F))N F1>
— Qlﬂ(FlﬂFgﬁ(X\Qg) 1
Remarque. En fait, la preuve précédente établit que si X est un ensemble et si P
est une partie de P(X) qui contient (O, un recouvrement dénombrable de X ainsi que les

unions finies et les intersections finies de ses éléments, alors S ={ A\ B: A, B € P} est
un semi-anneau sur X .O

Définitions.  Soit X un espace topologique séparé.
Une partie B de X est borélienne si elle est A(X)-borélienne; on dit aussi que
B est un borélien.
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L’ensemble des parties boréliennes de X est noté B(X). Il s’agit d'une o-algebre
de parties de X donc d’un semi-anneau sur X.

Il est clair que les notions de partie “borélienne”, “A(X)-borélienne” et “B(X)-
borélienne” de X coincident.

Une fonction borélienne sur X est bien str une fonction B(X)-borélienne (ou, ce
qui revient au méme, une fonction A(X)-borélienne).

Proposition 5.1.2 Si X; et Xy sont deux espaces topologiques séparés et si
est une application continue de X, dans Xs, alors, pour toute partie borélienne B
de X3, ¢ 1 (B) est une partie borélienne de X;.

Preuve.  De fait, 'ensemble A des parties de X5 dont I'image inverse par ¢
appartient a B(X;) contient bien sur
a) .A(XQ),
b) les réunions dénombrables de ses éléments,
c) A1\ Ay si A et Ay appartiennent a Ay

Proposition 5.1.3 5@ X, est un sous-espace topologique de [’espace topologique
séparé X, alors B(X,)={BNX;:BeB(X)}.

Preuve.  L’injection canonique j: X; — X étant continue, nous savons déja
par le résultat précédent que B = { BN X;: B € B(X) } est inclus dans B(X).
Inversement, il est clair que B est une partie de p(X;) qui contient A(X7), les
unions dénombrables de ses éléments et By \ By si By et By appartiennent a B,
c’est-a-dire que B contient B(X;).a

Exemple. 1l est clair que les ouverts et les fermés d’un espace topologique
séparé sont des parties boréliennes donc que la fonction caractéristique d’un ouvert
ou d’un fermé de X est une fonction borélienne.O

Exemple. Toute fonction continue sur un espace topologique séparé est boré-
lienne. De fait, si f est une fonction continue sur l'espace topologique séparé X,
alors Rf et Sf sont des fonctions continues sur X donc telles que, pour tout r € R,
les ensembles

{zeX Rf(x)>r} e {zeX:¥f(x)>r}
sont boréliens car ouverts.O

Voici un deuxiéme semi-anneau sur un espace topologique séparé, qui joue lui
aussi un role fondamental.



5.2. Mesures boréliennes régulieres 77

Définitions.  Soit X un espace topologique séparé et o-compact (autrement
dit X est réunion dénombrable de parties compactes).

Cela étant, nous notons B.(X) I'ensemble des parties boréliennes et relativement
compactes de X. Il est clair qu’il s’agit d’'un semi-anneau sur X et que 1’égalité
B.(X) = B(X) a lieu si et seulement si X est compact.

Afin de rendre les expressions plus agréables a formuler, on pourrait dire partie
c-borélienne au lieu de partie B.(X)-borélienne et fonction c-borélienne au lieu de
fonction B.(X)-borélienne chaque fois qu’une confusion serait possible. Cela n’est
pas nécessaire, vu le résultat suivant.

Proposition 5.1.4 Soit X un espace topologique séparé et o-compact.
a) Une partie de X est c-borélienne si et seulement si elle est borélienne.

b) Une fonction sur X est c-borélienne si et seulement si elle est borélienne.

Preuve.  a) La condition est nécessaire vu que B.(X) C B(X).

La condition est suffisante. Soit B une partie borélienne de l'espace X. Si
{ K., : m € Ny } est un recouvrement compact de X, alors B est égal a UX_, BN K,
donc est c-borélien.

b) est direct.y

Remarque. Ilyadoncidentité entre les parties boréliennes et les parties c-boréliennes
ainsi qu’entre les fonctions boréliennes et les fonctions c-boréliennes. C’est au niveau des
mesures qu’il y a une distinction: par exemple la mesure de Lebesgue sur R" est une
mesure c-borélienne mais n’est pas une mesure borélienne.O

5.2 Mesures boréliennes régulieres

Définitions.  Soit X un espace topologique séparé.

Une mesure borélienne sur X est une mesure sur (X, B(X)).

Si, en outre, X est o-compact, une mesure c-borélienne sur X est une mesure
sur (X, B.(X)). Si X est o-compact, il est clair que toute mesure borélienne est
c-borélienne et que toute mesure c-borélienne finie est borélienne.

Proposition 5.2.1 a) Si p est une mesure borélienne sur l’espace topologique
séparé X, alors, pour toute partie pu-mesurable A de X et toute fonction continue f
sur X, fxa est une fonction p-mesurable.

b) Si p est une mesure c-borélienne sur l’espace topologique séparé et o-compact
X, alors, pour toute partie u-mesurable A de X et toute fonction continue f sur X,
fxa est une fonction p-mesurable.
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Preuve.  De fait, c’est le produit de deux fonctions p-mesurables.y

Remarque. Les énoncés a) et b) de la proposition précédente sont particulierement
similaires et cela va avoir lieu plusieurs fois dans la suite. Aussi nous allons condenser
de tels énoncés sous la forme suivante: Si p est une mesure [c-]borélienne sur [’espace
topologique séparé |et o-compact] X, alors, pour toute partie p-mesurable A de X et toute
fonction continue f sur X, fxa est une fonction u-mesurable. Sous cette formulation, on
obtient un premier énoncé en omettant les parties comprises entre crochets et un second
énoncé en incluant ces parties.

Définition.  Une mesure [c-]borélienne p sur P'espace topologique séparé [et
o-compact| X est réguliére si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(r1) toute partie Q ouverte [et u-intégrable] de X est égale pu-pp a une réunion
dénombrable de compacts inclus dans (2,

(r2) toute partie B borélienne [et p-intégrable] de X est égale u-pp a une intersec-
tion dénombrable d’ouverts [p-intégrables] contenant B.

Proposition 5.2.2 Soit X un espace topologique séparé [et o-compact].
a) Une mesure [c-]borélienne p sur X est réguliere si et seulement si V p Uest.

b) Une mesure borélienne p sur X est réguliére si et seulement si Ry et Su le
sont.
[Une mesure c-borélienne p sur X est réquliere si Ru et Su le sont.]

c) Une mesure borélienne réelle o sur X est réguliére si et seulement si p et
- le sont.
[Une mesure c-borélienne réelle u sur X est réguliére si py et u_ le sont.]

Preuve.  a) est direct.
b) est direct si on note d’une part que toute partie p-intégrable est Ru- et Spu-
intégrable, et d’autre part que

V(Ru), V(Sp) <V <V(Rup) +V(Sp).

c) est direct si on note d’une part que toute partie u-intégrable est p - et p_-
intégrable, et d’autre part que

Py e SV < pig + Vi

Voici une propriété d’approximation tres intéressante des mesures boréliennes
positives qui sont régulieres.
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Critere 5.2.3 Une mesure [c-|borélienne positive sur ’espace topologique séparé
let o-compact] X est réguliére si et seulement si les deux conditions suivantes sont
satisfaites:

(r1’) pour toute partie Q) ouverte [et u-intégrable] de X, on a

() =sup{ uw(K): K = compact, K C Q},
(r2’) pour toute partie B borélienne [et p-intégrable] de X, on a

wu(B) = inf { wu(82) : Q = ouvert [u-intégrable], B C ) } :

Preuve.  De fait, on a successivement:
(r1) = (r1’). Soit £ une partie ouverte [et p-intégrable] de X. Vu (rl), il existe
une suite (K,,)men, de compacts inclus dans 2 dont l'union est égale p-pp a €.
D’une part, comme 2 est p-intégrable, on a pu(2) = pw(Us_, K,,). D’autre part, vu
le théoreme de la convergence monotone, on a aussi u(UM_ K,,,) T u(U>_, K,,). La
conclusion s’ensuit aussitot.
(r1’) = (r1). Soit © une partie ouverte [et p-intégrable] de X. Vu (r1’), pour tout
m € Ny, il existe un compact K, inclus dans ) tel que () < u(K,,) +1/m, c’est-
a~dire tel que u(2\ K,,) < 1/m. Des lors, Q\ (UX_, K,,) est bien sir p-négligeable,
ce qui suffit.
(r2) = (r2’). Il suffit de procéder comme dans (rl) = (rl’).
(r2’) = (r2). Il suffit de procéder comme dans (rl’) = (rl).y

Ce critere donne lieu aux théoremes d’approximation suivants.

Théoreme 5.2.4 (approximation) Siu est une mesure [c-|borélienne régulié-
re positive sur l’espace topologique séparé [et o-compact| X, alors, pour toute partie
p-intégrable A de X, on a

uw(A) = inf{u(Q): Q= ouvert [u-intégrable], Q O A}
= sup{p(K): K = compact, K C A}.

Preuve.  Nous savons qu’il existe des parties boréliennes B; et B, de X vérifiant
les inclusions B; C A C B, et telles que B, \ B; soit pu-négligeable. Bien sur, B; et
B, sont alors des parties boréliennes p-intégrables vérifiant p(B;) = p(A) = u(Be).
Cela étant, d’'une part, on a

w(B;) = inf{u(Q): Q= ouvert [p-intégrable], Q@ O B; }
inf { u(Q2) : Q = ouvert [u-intégrable], Q2 D A}

<
< inf{ () : Q@ = ouvert [p-intégrable], @ D B.} = w(B.)
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donc la premiere égalité annoncée. D’autre part, pour tout ¢ > 0, il existe un
ouvert p-intégrable Q. tel que B; C Q. et u(Q.) < u(B;) + ¢/3. 1l existe ensuite
un compact K. inclus dans . tel que p(€2.) < p(K.) +¢/3. Enfin, comme €. \ B;
est un ensemble borélien et p-intégrable de p-mesure majorée par £/3, il existe un
ouvert p-intégrable U, tel que .\ B; C U. et pu(U:) < 2¢/3. Au total, K. \ U est
une partie compacte de B; donc de A telle que

M(Ks \ Ue) - M(Ks) - M(Ks N Us) > M(Q€) —€2 :u(BZ) - &
ce qui suffit pour conclure aussitot.y

Rappel. Une partie d'un espace topologique est
a) Gy si elle est intersection dénombrable d’ouverts,
b) Fy si elle est union dénombrable de fermés.

Théoréme 5.2.5 (approximation) Sipu est une mesure [c-]borélienne régulié-
re positive sur ’espace topologique séparé [et o-compact X, alors, pour toute partie
pu-mesurable A de X et tout € > 0, il existe une réunion dénombrable A. de parties
compactes de X et un ouvert Q. de X tels que A, C A C Q. et que Q. \ A. soit
p-intégrable et de p-mesure majorée par €.

Par conséquent, il existe des parties A; et A, respectivement F,, et G5 de X telles
que A; C A C A, et que A\ A; soit p-négligeable.

Preuve.  Nous savons qu’il existe des parties boréliennes B; et B, telles que
B; C AC B et u(B.\ B;) = 0. Nous savons aussi que B, est inclus dans une union
dénombrable de parties boréliennes, deux a deux disjointes et p-intégrables. Des
lors, pour tout m € Ny, vu le théoreme précédent, il existe un compact K, inclus
dans B; N B,, et une partie ouverte et u-intégrable €2, contenant B, N B,, tels que
w(2 \ Ky < 27™e. On vérifie alors de suite que les ensembles A, = U_, K, et
Q. = Ur°_,€),, conviennent.

Pour conclure, il suffit alors de poser d'une part A; = Uj_; Ay, et d’autre part
A, = m?:;:191/m-l

Exemple. Signalons qu’au paragraphe suivant, nous établissons que, si X est
un espace localement compact séparé [et o-compact], ayant une base de topologie
dénombrable, alors toute mesure [c-]borélienne sur X est réguliere.

*k —
La fin de ce paragraphe est destinée a établir un résultat transcendant diu a
Lusin, qui peut étre réservé pour une deuxieme lecture.
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Théoréme 5.2.6 (Lusin) Soient p une mesure [c-|borélienne réguliére sur [’es-
pace topologique séparé [et o-compact] X, f une fonction p-mesurable et A une
partie p-intégrable et non p-négligeable de X.

Alors, pour tout ¢ > 0, il existe un compact K de A tel que f € Cyo(K) et
Vu(A\ K) <e.

Preuve.  Considérons d’abord le cas o il existe des parties y-mesurables A, de
X, deux a deux disjointes et recouvrant X, ainsi qu’une suite (¢, )men, de nombres
complexes tels que f = >~ ¢nxa,,. Comme A est p-intégrable, il existe M € Ny
tel que Vu(A\UYM_,A,,) < e/2. Vularégularité de y, il existe ensuite des compacts
Ky, ..., K tels que K,,, C ANA,, pour tout m < M et Z%zl Vu((ANA)\Kn) <
g/2. Cela étant, K = UM_ | K,, est un compact de A tel que V(A \ K) < ¢ alors
que f € Co(K) car les compacts K, ..., Ky sont en nombre fini et deux a deux
disjoints, et f constant sur chacun d’eux. D’ou la conclusion dans ce cas particulier.

Passons au cas général. Nous pouvons, sans restriction, supposer f réel. Cela

étant, pour tout m € Ny, posons

+ook

fm: Z EX{mEX:£<f(x)§%}'

k=—o00

Il est clair qu’il existe une partie p-négligeable N de X (a savoir I’ensemble des
points de X ou f n’est pas défini) telle que la suite f,, converge ponctuellement
sur X \ N vers f. Or, vu la premiére partie de cette preuve, pour tout m € Ny, il
existe un compact K, de A\ N tel que Vu(A\ K,,,) <2 ™ et f, € Co(K,,). Cela
étant, K = N9Y_, K, est un compact de A tel que Vu(A\ K) <ceet f,, =k f, donc
fe Co(K).|

— %

5.3 Espaces localement compacts séparés

Il ne s’agit pas de faire une étude approfondie de ces espaces dans ce paragraphe
mais bien d’en signaler les propriétés utilisées dans la suite.

Définition.  Un espace completement régulier séparé est un espace topologi-
que séparé X tel que, pour tout fermé F' et tout compact K de X non vides et
disjoints, il existe une fonction continue f: X — [0,1] telle que f(F) = {0} et
fK) = {1}
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Rappel. Un espace normal est un espace topologique séparé tel que, pour tous
fermés Fy et F5 disjoints de X, il existe des ouverts disjoints 1 et (2o tels que F} C 4 et
Fy, C Q.

Les exemples privilégiés d’espaces normaux sont constitués par les compacts séparés et
les espaces métrisables.

Lemme 5.3.1 (Urysohn) Si Fyy et Fy sont deux parties fermées, non vides et dis-
jointes de l’espace normal X, il existe une fonction continue f: X — [0,1] telle que

f(Fo) = {0} et f(F1) = {1}

Exemple. Vu le lemme d’Urysohn, il est clair que tout espace normal est un espace
completement régulier séparé.0

— *

Théoréeme 5.3.2 (Urysohn) Toute fonction f continue sur un compact non
vide K d’un espace completement régulier séparé X a une extension F continue et
bornée sur X telle que ||F||x = || f|| -

Preuve.  Si f =0, il suffit de prendre F' = 0. Si f # 0, il vient ||f||, > 0 et il
suffit de procéder comme suit.

Etablissons d’abord que tout g € Cyo(K) a valeurs dans [—1, 1] a une extension
continue sur X. Les compacts

K={zeK:-1<g(x)<-1/3} e K'={zeK:1/3<g(z)<1}

étant disjoints, il existe hg € Co(X) a valeurs dans [—1, 1], égal & —1 en tout point de
K’ et a1 en tout point de K” (si K’ et K" different de (), cela résulte de la définition
des espaces completement réguliers séparés, sinon I'une des deux fonctions —yx ou
xx convient). Cela étant, gy = ho/3 est a valeurs dans [—1/3,1/3] et est égal a
—1/3 en tout point de K’ et a 1/3 en tout point de K”. Des lors, g — gy appartient a
Co(K) et est a valeurs dans [—2/3,2/3]. En recommengant cette opération a partir
de 3(¢9 — go)/2 au lieu de g, on obtient Iexistence de g; € Co(X), & valeurs dans
[—1/3,1/3] et tel que

2\ 2 2 2\ 2
—(§> Sg—go—gglé(g) sur K.

En continuant de la sorte, on obtient une suite (g, )men de Co(X) telle que —1/3 <

gm < 1/3 et
2)m+1 m <2>k (2)m+1
— | = gg—z | < |z sur K
(3 2 \3 3
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pour tout m € Ny. Il suffit alors de constater que la série >~ ~_(2/3)™g,, converge
uniformément sur K vers g, est uniformément de Cauchy sur X et est a valeurs dans
[—1,1].

Cela étant, il existe des extensions Fy et Iy € Co(X) de Rf/ || fll 5 et SF/ 11 fll %
respectivement. Il suffit alors de constater que

F=|[fllg - 0ro (F1+1F)
convient.y

Lemme 5.3.3 Pour tout fermé F' et tout compact K non vides et disjoints d’un
espace completement régulier séparé X , il existe une fonction continue f: X — [0, 1]
prenant la valeur 0 en tout point d’un voisinage de F' et la valeur 1 en tout point
d’un voisinage de K.

Preuve.  L’espace topologique X étant completement régulier et séparé, il exis-
te une fonction continue g: X — [0, 1] telle que g(F) = {0} et g(K) = {1}. Cela
étant, si h: [0,1] — [0,1] est une fonction continue telle que h([0,1/4]) = {0} et
h([3/4,1]) = {1}, on vérifie de suite que f = h o g convient.g

Proposition 5.3.4 Si{Q, : j < J} est un recouvrement ouvert fini du compact
non vide K de l’espace complétement régulier séparé X, alors il existe des fonctions
continues fi: X — [0,1], ..., f;: X — [0,1] telles que supp(f;) C §; pour tout
7 < J et que ijl f; soit majoré par xx et prenne la valeur 1 en tout point d’un
voisinage de K.

Preuve.  Bien sir y
K=K\ (U Qj>
j=2

est une partie compacte de €2;. Vu le résultat précédent, il existe une fonction
continue ¢g;: X — [0, 1] prenant la valeur 1 en tout point d’un voisinage ouvert V;
de K et la valeur 0 en tout point d’un voisinage de X \ ;. En particulier le support
de g; est inclus dans §2;.

Par induction sur j =2, ..., J — 1, on vérifie que

K = (K\ LJJ Qj>\(V1u...uVH)

j=l+1

est une partie compacte de €2; et on obtient l'existence d'une fonction continue
gi: X — [0,1] prenant la valeur 1 en tout point d'un voisinage V; de K; et de
support inclus dans €);.
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Enfin
K;y=K\(WViu...UV;)

est une partie compacte de Q; et il existe donc une fonction continue g;: X — [0, 1]
prenant la valeur 1 en tout point de K ; et a support inclus dans €2;.

Cela étant, g = Z}]:1 g; est une fonction continue sur X, & valeurs dans [0, co[
et telle que g(z) > 1 en tout point x de K. Des lors,

V={zxeX:g(x)>1/2}

est un voisinage ouvert de K et il existe une fonction continue h: X — [0, 1] prenant
la valeur 1 en tout point d’un voisinage de K et a support inclus dans V. On vérifie
alors aisément que les fonctions fi, ..., f; définies sur X par

gi(z) .
fi(z) = h(zx) o(0) sizeV

0 sinon

conviennent.g

Définition. Un espace localement compact séparé est un espace topologique
séparé dont tout élément a un voisinage compact.

Exemples. Les exemples privilégiés d’espaces localement compacts séparés
sont:
a) les espaces euclidiens R™ quel que soit n € Ny,
b) les espaces topologiques discrets,
c) les espaces topologiques séparés compacts.0
Lemme 5.3.5 S5t K1, ..., K; sont des parties compactes, non vides, disjointes

deuzr a deux et en nombre fini de l’espace topologique séparé X, il existe des ouverts
Qy, ..., Q5 de X deuz a deuz disjoints et tels que K; C §; pour tout j < J.

Preuve. 11 suffit d’établir que, pour tout j < J, il existe des ouverts disjoints
Vi et W; de X tels que

K;CV; et U Kicw;
L<k<, ki

car alors les ensembles

szvjﬂ( N Wk>

1<k<J, k#j
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conviennent.

Tout compte fait, nous sommes ainsi ramenés a établir I’énoncé dans le cas J = 2.

Or, étant donné x € K, pour tout y € Kj, il existe des ouverts V,, et W, tels
que x € V,, y € Wy et V, N W, =0, car X est séparé. Du recouvrement ouvert
{W, :y € Ky} du compact K5, on peut alors extraire un recouvrement fini, soit
{Wy,,...,W,,}. Pour tout x € Kj, il existe donc des ouverts V, et W/ tels que
z eV, Ky C W, et V/NW, = 0: il suffit par exemple de poser V, = NJ_,V,,
et W, = U/_,W,,. Cela étant, du recouvrement ouvert { V; : z € K; } du compact
K, on peut extraire un recouvrement fini, soit {V; ,...,V; }. On vérifie alors
directement que les ensembles Oy = Uj, V] et Q, = N/, W, conviennent.y

Théoreme 5.3.6 Si le compact K et ['ouvert Q de ’espace localement compact
séparé X sont tels que K C €, il existe un ouvert relativement compact V de X tel
que K CV C V™ CQ.

Preuve.  Tout x € K a un voisinage ouvert et relativement compact U,. Quitte
a remplacer U, par U, N €, nous pouvons supposer avoir U, C 2. Comme les
compacts {x} et U; \ U, sont disjoints, le lemme précédent donne des ouverts V. et
W, tels que z € V,,, U-\U, C W, et V,NW, = . Cela étant, U,NV, est un voisinage
ouvert de x dont 'adhérence est compacte et incluse dans 2. Du recouvrement
ouvert {U, NV, :z € K } du compact K, on peut alors extraire un recouvrement
fini, soit {Us,,...,Us,}. On vérifie directement que V = U/_, (U,, N'V,,) convient.y

Théoreme 5.3.7 Tout espace localement compact séparé est complétement ré-
gulier séparé.

Preuve.  Soient K un compact et F' un fermé, non vides et disjoints de ’espace
localement compact séparé X. Vu le résultat précédent, il existe un ouvert rela-
tivement compact V' tel que K C V. .C V- C X \ F. Vu le lemme d’Urysohn, il
existe ensuite une fonction continue g: V- — [0, 1] telle que g(V~\ V) = {0} et
g(K) = {1}. On vérifie alors aussitot que

. g(x) sizeV™
f: X =10.1] x'_){() sinon

est une fonction continue sur X telle que f(K) = {1} et f(F) = {0}a

Voici quelques conséquences de ce résultat.

Corollaire 5.3.8 Soit X un espace localement compact séparé.

a) Si le compact K et Uouvert Q de X sont tels que K C 2, il eziste f € Do(X)
tel que xx < f < xq et supp(f) C Q.
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b) Pour tout f € Do(X) et tout recouvrement owvert fini {2y, ...,Q;} desupp(f),
il existe des fonctions f1, ..., f; € Do(X) telles que supp(f;) C Q; pour tout j < .J
J
et f = Zj:l fj-
Si, en outre, la fonction [ est a valeurs réelles (resp. dans [0,400[), on peut
exiger qu’il en soit de méme pour les fi, ... f;.

c) Si Ky, ..., Kj sont des parties compactes, non vides, deux a deux disjointes
et en nombre fini de X, alors, pour tous ¢, ..., ¢y € C (resp. R; [0, +00]), il existe
f € Do(X) (resp. Do(X;R), Do([0,4+00[)) tel que f(z) = ¢; pour tout x € K; et
tout j < J, et

1l = sup{lejl 5 < T}

Preuve.  a) Il existe un ouvert relativement compact V' de X tel que K C V C
V= C Qpuis f € Co(X;]0,1]) tel que f(K) = {1} et /(X \V) = {0}. Dot la
conclusion car on a bien stur supp(f) C V.

b) Comme supp(f) est compact, on sait qu'il existe des g; € Co(X;]0,1]) tels
que supp(g;) C ©; pour tout j < J et que Xsupp(s) < Z}]:1 g; < xx. Il suffit alors
de poser f; = fg; pour tout j < J.

c) Il existe des ouverts 4, ..., Q; de X, deux a deux disjoints et tels que
K; C Q; pour tout 7 < J. Vu a), pour tout j < J, il existe f; € Do(X;[0,1]) tel
que xx, < f; < xx. Il suffit alors de poser f = Z}]=1 cifja

Voici encore une propriété intéressante de certains espaces localement compacts
séparés.

Proposition 5.3.9 Si X est un espace localement compact séparé qui admet
une base de topologie dénombrable,

a) tout ouvert de X est F,; il est méme réunion dénombrable de compacts.
En particulier, X est o-compact.

b) tout fermé de X est Gs.

Preuve.  a) Soit V une base de topologie dénombrable de X. Si {2 est un ouvert
de X, notons Vg 'ensemble des éléments de V dont I’adhérence est un compact inclus
dans €2. Vu la proposition précédente, (2 est égal a Uyep,V ™.

b) se déduit aussitot de a) par passage aux complémentaires.y

Exercice. Etablir que tout espace localement compact séparé est un espace de
Baire.O

Voici les exemples de mesures boréliennes régulieres annoncés au paragraphe
précédent.
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Exemple. 5i X est un espace localement compact séparé qui a une base
dénombrable de topologie, alors toute mesure [c-]borélienne sur X est réquliére.

Preuve.  Soit p une mesure [c]-réguliere sur X. Comme il suffit de prouver que
Vi est régulier, nous pouvons supposer la mesure p positive.

D’une part, comme tout ouvert de X est réunion dénombrable de compacts, il
est clair que la condition (rl) est vérifiée.

D’autre part, la mesure p étant positive, vu la preuve du critere 5.2.3, pour
conclure, il suffit d’établir que p vérifie aussi la condition (r2”).

Soit B une partie borélienne et p-intégrable de X.

Par hypothese, il existe une suite croissante (€),,)men, d’ouverts relativement
compacts de X dont I'union est égale a X. Pour conclure, il suffit alors bien str
d’établir que, pour tout € > 0 et tout m € Ny, il existe un ouvert p-intégrable U, ,,
tel que

BNQ, CUcpm et w(Uey) < u(BNQy,)+2Me
(en effet, par exemple, U. = U_,U.,, est alors un ouvert p-intégrable tel que
B C U, et p(Us) < pu(B) +¢).
Désignons par A I'ensemble des parties u-intégrables A de €, pour lesquelles
w(A) = inf{pu(Q): Q = ouvert p-intégrable, A C Q C Q,, }
= sup{u(K): K = compact, K C A}.

Pour conclure, il suffit alors de prouver que A contient I’ensemble des parties
boréliennes de €2,,.

L’ensemble A contient toutes les parties ouvertes de €2,,: de fait, pour une
partie ouverte de €2,,, la premiere égalité est triviale et la second résulte de ce que
la condition (r1l) donc la condition (r1’) est vérifiée.

Si (Ag)ken, est une suite d’éléments deux a deux disjoints de A, on vérifie di-
rectement que leur union appartient aussi a A.

Si Ay et Ay appartiennent a A et sont tels que Ay C Ay, on a Ay \ Ay € A car,
pour tout € > 0, il existe des ouverts U; et Us et des compacts K7 et K tels que

K1CA1CU1CQm, KQCAQCUQCQm

et
U\ K1) <e/2, p(Uz\ K3) < /2.

Des lors, Uy \ Ky et K; \ Uy sont respectivement un ouvert et un compact tels que
Kl\UQ CAl\AQ C Ul\K2

et
p((Un\ Ka) \ (K1 \ U2)) < p(Un \ Kq) + p(Uz\ K3) <e.

D’ou la conclusion.g
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Critere 5.3.10 Si X est un espace localement compact séparé [et o-compact,)
alors une mesure [c-|borélienne réguliere p sur X

a) est nulle si et seulement si [ fdu =0 pour tout f € Do(X; [0, 4+00]).
b) est positive si et seulement si [ fdu > 0 pour tout f € Do(X; [0, +00]).
c) est réelle si et seulement si [ fdu est réel pour tout f € Do(X; [0, +00]).

Preuve.  a) (resp. b); ¢)). Vu la régularité de u, pour tout ouvert u-intégrable
2 de X, il existe une suite de compacts K,, C €2 tels que UX_,K,, = Q u-pp.
On peut en outre supposer avoir K,, C K, ,, pour tout m € Ny. Cela étant, il
existe une suite f,, € Do(X) telle que xk, < fm < Xk, pour tout m € No.
Une application directe du théoreme de la convergence majorée donne alors p(€2) =
0 (resp. p(2) > 0; u(€2) € R). Cela étant, pour tout ouvert u-intégrable €2 et tout

fermé F' de X,
p(QNF) = p(Q) — p(Q\ F)

est égal a 0 (resp. est > 0; est réel). D’ou la conclusion, vu la partie b) du
Corollaire 4.1.3 .4

Proposition 5.3.11 Si X est un espace localement compact séparé [qui a une
base de topologie dénombrable] et si p est une mesure [c-|borélienne réguliére sur X,
alors toute réunion d’ouverts p-négligeables est p-négligeable.

Preuve.  Soit = U;c;{; une réunion d’ouverts p-négligeables.

Dans le cas d'une mesure borélienne réguliere sur X, toute partie compacte de §2
est incluse dans la réunion d’un nombre fini de §2; et est par conséquent p-négligeable.
D’otu la conclusion, vu la régularité de pu.

Dans le cas d'une mesure c-borélienne réguliere, nous savons que {2 est réunion
dénombrable de compacts. Pour conclure, il suffit alors de noter que chacun de
ces compacts est inclus dans une réunion finie des {2; et est par conséquent p-
négligeable.y

Définition. La proposition précédente assure le sens de la notion suivante. Si
i est une mesure [c-]borélienne réguliere sur un espace localement compact séparé
X [qui a une base de topologie dénombrable|, le support de u est le complémentaire
dans X de 'union de tous les ouverts p-négligeables de X. Il est noté supp(u); c’est
un fermé de X tel que X \ supp(u) soit p-négligeable et c’est le plus petit fermé de
X vérifiant cette condition.
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5.4 Théoremes de représentation de Riesz

Lemme 5.4.1 Si p est une mesure positive [c-|borélienne réguliére sur l’espace
localement compact séparé [et o-compact] X, alors, pour toute partie ouverte [et
p-intégrable] Q de X, on a u(Q) = My = My ou

M, = sup{/fdu:feDo<X),0§f§xQ},
M, = sup{/fdu:fEDo(X),OSfSXQ,Supp(f)CQ}-

Preuve. 11 est clair que tout f € Do(X) vérifiant 0 < f < xq est p-intégrable
et tel que [ fdp < p(Q). Des lors, nous avons déja M, < M; < u(9), ce qui nous
permet de conclure si u(Q2) = 0. Si p(€2) # 0, pour tout r € [0, (€], vu la régularité
de p, il existe un compact K de X inclus dans € tel que r» < pu(K) < u(Q2). Cela
étant, pour toute fonction f € Co(X) telle que xx < f < xo,onar < [ fdu <
1(£2), ce qui suffit.y

Théoréme 5.4.2 (représentation, Riesz) Soit X un espace localement com-
pact séparé et o-compact.

Pour toute fonctionnelle linéaire positive T sur Do(X;R), il existe une et une
seule mesure positive c-borélienne réguliere pur sur X telle que

(-,T>:/~du7 sur Do(X;R).

Preuve.  Nous allons procéder en plusieurs étapes.

Unicité de pr.

Soient p et v deux mesures positives c-boréliennes régulieres sur X telles que
[ fdu = [ fdv pour tout f € Do(X). Vu le lemme précédent, pour tout ouvert
relativement compact 2 de X, on a alors u(Q2) = v(Q) car un tel ouvert est - et
v-intégrable. Vu la régularité de p et de v, on obtient ensuite u(B) = v(B) pour
toute partie borélienne et relativement compacte B de X car une telle partie est p-
et v-intégrable. D’ou la conclusion.

Ftude de p*.
a) Définition de p*. Pour toute partie ouverte €2 de X, posons

(@) = sup { (£, T) : F € Do(X), 0 < [ < xasupp(f) € 2 }

si cette borne supérieure est finie et ©*(€2) = o0 sinon. Il est alors clair que p*(2)
appartient a [0, +oo[ pour tout ouvert relativement compact €2 de X (car il existe
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J € Do(X) tel que xq < f donc tel que p*(Q2) < (f,T)) et que
w(Q) =inf { " (w) : w = ouvert de X,w C Q}

pour tout ouvert 2 de X.
Dans ces conditions, il est licite d’introduire la fonction

ut p(X) = [0,+00[U {+00}
A — inf{u*(Q) : Q = ouvert de X,QDA}.
b) Propriétés de p*. On a successivement:
1) p*(@) = 0. De fait, par définition, il vient p*(@) = (0,7) = 0 car () est un ouvert
de X.
2) p (A1) < p*(As) si A, Ay € p(X) sont tels que A; C A,. Cela résulte aussitot
de la définition de p*.

3) (U Q) < D00 ¥ () pour toute suite (€,,)men, d’ouverts de X. De fait,
pour tout f € Do(X) tel que

0<f<xux_,0, et supp(f) C Up_1Qpn,

il existe M € Ny tel que le compact supp(f) soit inclus dans UM_,Q,, puis des
fonctions fi, ..., fu € Do(X) telles que

0<fm<xa, et supp(fm) C Qn, Vm < M,

et f= Z%zl fm. Dans ces conditions, il vient

LT = S T) <D 10 ( Q) <3 (),

ce qui suffit.

4) (U2 Ay) < S w*(Ayy) pour toute suite (A, )men, de p(X). Sl existe un
entier m € Ny tel que p*(A,,) = 400, c’est trivial. Sinon, pour tout € > 0 et tout
m € Ny, il existe un ouvert €2, de X tel que

Ap CQp et " () < p'(Ap) +27 e,

11 vient alors
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ce qui suffit pour conclure.

5) p*(A) = u*(AN B) + u*(A\ B) pour toute partie A et toute partie borélienne
B de X. Remarquons que l'inégalité “<” résulte aussitot de la propriété 4). Pour
conclure, il suffit de prouver que ’ensemble

B={Bep(X): u'(A) = (AN B) + p*(A\ B),VA € p(X) }

contient B(X). Or B contient
i) toute partie ouverte 2 de X. Soit A une partie de X. Si p*(A) = +oo, c’est
trivial. Sinon, pour tout € > 0, il existe un ouvert U de X tel que

AcCcU et p'(U)<p(A)+e.
Cela étant, il existe f; € Do(X) tel que
0<fi <xvna, supp(fi) CUNKQ, et (fi,T)>p(UNQ) —e.

Comme U \ supp(fi) est un ouvert contenant U \ €2, il existe aussi fo € Do(X) tel
que
0 < fo < Xtnsupp(f):  Supp(f2) C U \ supp(f1)
et
(f2,T) =2 p*(U \ supp(f1)) — ¢
donc tel que
(f2, T) 2 p"(U\ Q) —e.

Comme on a alors f1 + fo € Do(X), 0 < f1 + fo < xv et supp(fi1 + f2) C U, il vient
successivement

wU) = (it fo,7T) = (1,T)+(fo,7T)
> pwr(UNQ)+p (U\Q)—2
d’ou on tire
p(A)+e > w(U)

VIV
t*
<
»
=2
+
t*
<
—
=2

|
[\
™

La conclusion s’ensuit aussitot.
ii) By \ By s'il contient By et By et si on a By D By. De fait, pour toute partie A de
X, il vient successivement

' (A) p (AN By) + p'(A\ Br)
= W ((ANB)NBy) + (AN B1) \ By) + " (A\ By)
P (AN (B By)) + " (AN (Bi\ By)) = p'(4)

,\
x|V
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(en (x), on note que (AN By)\ Ba = AN (B;\ By) et on applique 4) aux deux autres
termes).

iii) U | B,, s’il contient chacun des B, et si les B,, sont disjoints deux a deux.
Pour tout M € Ny, on a

p(A) = p(ANB) +p(A\ B1) =

> (AN Ba) (AN (UL, Bo)

donc
A 2 D (AN B (AN (U1 B

Par conséquent, on a aussi

W(A) = Y W(AN By) + 1 (AN (U=, Bn))

m=1

Z (AN (UnoBm) + 1 (AN (UpoiBr) = p7(A),

ce qui suffit pour conclure.

6) P (U_1Bm) = > o 1*(Bm) si les B, sont des parties boréliennes et deux &
deux disjointes de X. Vu 4), nous avons déja 'inégalité “<”. De plus, vu 5), nous
avons aussi

pUpoiBm) = 15 (By) + 0 (UpsBm) =

W (Up=pr1Bm)

I
1=
=

pour tout M € Ny donc

(B = 30 (B

m=1

ce qui suffit.

7) pour tout compact K de X et tout f € Do(X) tels que xx < f, on a pu*(K) <
(f,T). De fait, pour tout ¢ € ]0,1[, Q. = f~'(]J1 — &, +00[) est un ouvert rela-
tivement compact de X et, pour tout g € Do(X) tel que 0 < g < xq., il vient
g < f/(1—¢)donc u*(Q) <{(f,7)/(1—¢) et, par conséquent p*(K) < (f, 7).

8) pour tout compact K de X et tout f € Dg(X) tels que 0 < f < xg, on a
(f,T) < p*(K). De fait, pour tout ouvert 2 de X contenant K, on a nécessairement
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(f.T) < (9).
Etude de pr.
a) Définition de pr. Introduisons la fonction

pr: Be(X) — [0, +00[U {400} B p*(B).

b) Propriétés de pr. Vu ce qui précede, pr est une mesure c-borélienne positive
car pi7 est a valeurs dans [0, +00[ et est dénombrablement additif.

Mais on a aussi:
1) une partie borélienne B de X est pr-intégrable si et seulement si on a p*(B) <
oo, auquel cas pur(B) est égal & p*(B). Toute partie borélienne B est réunion
dénombrable de parties boréliennes deux a deux disjointes et relativement com-
pactes; soit B = Uy°_ B,,,. Cela étant, vu b.6), il vient p*(B) = > °_, p*(By) et,
vu le théoréme de la convergence monotone pur(B) = > °_, ur(By,), ce qui suffit
pour conclure.
2) pr est une mesure réguliere. D’une part, pour toute partie borélienne et pr-
intégrable B, il vient successivement

pr(B) = p*(B) = inf{p*(2):Q D B,Q ouvert }
= inf{p*(Q): QD B, ouvert, u*(Q) < oo}
= inf{ur(Q):Q D B,Q ouvert ur-intégrable }.

D’autre part, pour tout ouvert uz-intégrable Q de X, il est clair que

pur(Q) = p*(Q) sup { p*(K) : K compact, K C Q}

>
> sup{pr(K): K compact, K C Q}.

De plus, pour tout f € Dg(X;R) tel que 0 < f < xq et supp(f) C 2, on a
(f,T) < p*(w) pour tout ouvert w contenant supp(f) donc (f,7) < p*(supp(f)) =
w7 (supp(f)). Des lors, on a aussi

pr(§2) = p* ()
= sup{(f.7): f € Do(X;R),0 < f < xa,supp(f) C 2}
< sup{pr(K): K compact, K C Q},

ce qui suffit pour conclure.

¢) Vérification. On a (f,T) = [ fdur pour tout f € Do(X;R). Vu la
décomposition canonique f = f, — f_ de tout élément f de Dy(X;R) en fonctions
positives, il suffit d’établir que

(f.T) :/fd,MT, Vf € Do(X; [0, +00).
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Soit f € Do(X;[0,+00[). Si f est égal a 0, ¢’est trivial. Sinon on procéde comme
suit. Pour tout m € Ny, posons

am:%sup{f(a:):xe)(}

et, pour tout n € {1,...,m}, introduisons la fonction
fmn = inf{sup{f — (n —1)e,n,0},en} : X — [0,6,)]
0 s f(l’) < (n - 1)5m
T flx)—(n—1)gn si(n—1)e, < f(z) < nep,
Em si ney, < f(2)

et le compact
Kpn={z€X: f(z) Zne, }.

En outre, posons K, o = supp(f) pour tout m € Ny. Cela étant, pour tout m € Ny
et tout n € {1,...,m}, comme nous avons bien sur

ngKm,n S fm,n S EmXKm,n_U
il vient
€m,UT(Km,n) S /fm,n dﬂ’f S smﬂ’f(Km,nfl)

et
8m,u'Z'([(m,n) S <fm,n>T> S Em,UT(Km,n—l)-

Dés lors, pour tout m € Ny, de f =>""" | f.n, DOUS tirons aussitot

m—1

EmZNT<Km,n) < { ‘Q;’Cé/f; } <ém ZNT(Kmm)

donc

/fduT —(f 7>‘ < empr(supp(f))-
La conclusion s’ensuit aussitot.g

Notation. Si X est un espace localement compact séparé, Cpo(X) désigne
I'espace vectoriel des fonctions f continues sur X qui tendent vers 0 a l'infini (c’est-
a~dire que, pour tout € > 0, il existe un compact K de X tel que |f(z)| < € pour
tout x € X \ K), muni de la norme ||-|| .

Théoréme 5.4.3 Si X est un espace localement compact séparé, alors Cgo(X)
est un espace de Banach dont Do(X) est un sous-espace vectoriel dense.
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Preuve.  D’une part, 'espace normé Cgo(X) est de Banach. De fait, si la
suite (fim)men, est de Cauchy dans cet espace, il s’agit d’une suite uniformément de
Cauchy sur X, constituée de fonctions continues sur X. Il existe donc fy € Co(X)
tel que f,, =x fo. Pour conclure, il suffit d’établir que f tend vers 0 a U'infini. Or,
pour tout € > 0, il existe M € Ny tel que || far — follx < €/2 puis un compact K de
X tel que || furllx\x < €/2. Onaalors || fl|y < €, ce qui suffit.

D’autre part, Do(X) est dense dans Cqo(X) car, pour tout f € Cyo(X) et tout
e > 0, il existe un compact K de X tel que HfHX\K < ¢ puis g € Dy(X) tel que

XK < g < xx done tels que [|f — fglly = [[f = follx\x < €
Théoréme 5.4.4 (représentation, Riesz) Soit X un espace localement com-
pact séparé.

a) Pour toute mesure borélienne réquliére p sur X,
T,: Coo(X) = C fr /fd,u

est une fonctionnelle linéaire continue sur Coo(X) telle que |7,]] < Vu(X) (et
meéme telle que ||7,]| = Vu(X), vub)).

b) Pour toute fonctionnelle linéaire continue T sur Coo(X), il existe une et une
seule mesure borélienne réguliére ur telle que (-, T) = [ -duz et |T| = Vur(X).

c) Au total, si on désigne par
i) M(X) l’espace linéaire des mesures boréliennes réqulieres sur X , muni de la norme
i) Coo(X), le dual fort de Coo(X), c’est-a-dire lespace vectoriel des fonctionnelles
linéaires continues sur Coo(X), muni de la norme

sup { |(f, )] = f € Coo(X), [Ifl <1},

alors 'application
T: M(X) — Cop(X), nr—1,

est une isométrie.
d) De plus,
i) T est réel si et seulement si ju 1’est,
ii) T est positif si et seulement si p [est,
i) T est égal a 0 si et seulement si p ['est.

Preuve.  a) est direct.
b) Nous allons procéder en plusieurs étapes.
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b.1) Les fonctionnelles R7 et Y7 définies par

sont des fonctionnelles linéaires, réelles et continues sur Cgo(X;R) telles que

pour tout f € Cpo(X).

b.2) Pour toute fonctionnelle linéaire réelle et continue 7" sur Cy(X;R), prou-
vons qu’il existe des fonctionnelles linéaires continues et positives 7, et 7_ sur
Coo(X;R) telles que 7 =T, — 7_.

Pour toute fonction positive f € Cpo(X;R), posons

t+(f) =sup{(g,7): g € Coo(X;R),0<g < f}.

Il est clair que
0<t(f) < AT, VF € Cop(X;[0, +00),

et
ti(rf) =rti(f), Vf € Coo(X;[0,+o0]),Vr > 0.

Prouvons qu’on a aussi
to(fi+ fo) =t (fr) +t:(f2)

pour tous fi, fa € Coo(X;[0, +00[). D'une part, pour tous g1, go € Coo(X; [0, +00])
telsque 0 < g1 < fiet 0 < gy < fo,onabienstr 0 < g;+g2 < fi+ f2, ce qui entraine
déja I'inégalité “>". D’autre part, si g € Coo(X, [0, +o00[) vérifie 0 < g < fi + fo,
posons g; = inf{fi,g} et go = g — g1. 1l est clair que g; et g appartiennent a
Co,0(X; [0, +00]) et vérifient 0 < g; < fi1 et 0 < go < fo. Il vient donc

(9.7) = (91, T) + (92, T) <t (fr) +1:(f2)

et, par conséquent 'inégalité “<”.
Cela étant, établissons que

Ti: Coo(XsR) =R f=ti(fy) — (/)

est une fonctionnelle linéaire positive et continue.
Sa positivité est claire.
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Etablissons que (rf,7,) = r(f,7;) a lieu pour tous f € Coo(X;R) et r € R.
Pour r = 0, c’est trivial par définition; pour r > 0,ona (rf), =rfyet (rf)_ =rf_,
et cela résulte aussitot des propriétés de t,; pour r < 0, on a (rf)y = —rf_ et
(rf)- = —rfy, et cela résulte aussi des propriétés de .

Pour tous éléments fi, fo € Cpo(X;R), on a aussi

(fit+ 2 T0) = ([, ) + {fo, T4)

car, de

(it fo)y—(fit+fo)-=fi+fo=(fir+ for)— (fi-+ fo),

on tire en effet

(it f)r+ i+t fo=(fi+ L)+ fir + for

donc

(it fo)e, T0) + (. Th) + (o Ty)
= (it fo). )+ (i, T0) + (forrs T0)

ce qui suffit.
Enfin, pour tout f € Coo(X;R), on a

[Tl <t (fr + ) =t (7D < AT

Des lors, 7 = 7, —T est aussi une fonctionnelle linéaire continue sur Co(X; R
De plus, 7_ est aussi une fonctionnelle positive car, pour tout f € Cqo(X; [0, +o00]),
ona (f,7) <t (f). Enfin, pour tout f € Cqo(X; ]R) on a certainement |<f 7)<
2117 (en fait, on peut méme établir que [(f, 7-)| < ||f|| [|T1]).

b.3) Pour toute fonctionnelle linéaire positive Q sur Do(X; R) telle que

).
)

1QII = sup { [{f, Q)| : f € Do(X;R),[If]| <1}

soit fini, il existe une et une seule mesure positive, borélienne et réguliere pgo sur X
telle que

(-, Q) = /-du sur Do(X;R).

Pour établir cet énoncé, il suffit de reprendre, tout en la simplifiant, la preuve
du premier théoreme de représentation de Riesz. L’unicité de pg ne pose aucun
probleme. La construction de ug se fait comme suit. On définit p* de la méme
maniére mais on remarque que p*(2) est fini pour tout ouvert 2 de X donc que
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1 (A) est fini pour toute partie A de X. Les propriétés de p* peuvent étre reprise
telles quelles. On vérifie ensuite sans probleme que

po: B(X) = C B~ u*(B)

convient.
b.4) Vu 1), 2) et 3), il existe des mesures positives, boréliennes et régulieres i,
Mo, i3 et py sur X telles que

URT) = [~ [ fdw e (5.9T) = [ [ £

pour tout f € Do(X;R).

b.5) Les formules de représentation établies en b.4) sont valables pour tous les
éléments de Coo(X;R).

Soit f un élément de Cyo(X;R). Vu la densité de Dy(X;R) dans cet espace,
il existe une suite (fy)men, de Do(X;R) qui converge uniformément sur X vers f
donc telle que la suite (f,,, T) converge vers (f,7) mais aussi telle que [ f, dur —
[ f dug st on définit la mesure pr comme étant égale & pg — po + if3 — ijs.

b.6) Cela étant, la formule établic en b.1) donne aussitot lieu a la formule de
représentation

(.T) = /'d/,b’]' sur Coo(X).
b.7) Passons a la vérification des propriétés de pi7.

i) On a |7|| = Vur(X). L'inégalité “<” est connue, vu a). Inversement, pour tout
e > 0, il existe une partition borélienne finie {By, ..., B;} de X telle que

J
€
Vipr(X) < ; luz(Bj)l + 5
puis des compacts K1, ..., K; inclus respectivement dans By, ..., B et tels que
! €
Vir(X) <> |ur(K;)| + 3
j=1

Quitte a éliminer certains de ces K, nous pouvons supposer avoir pi7(K;) # 0 pour
tout j < J. Cela étant, nous savons qu'il existe un élément f de Do(X) tel que
I <1 et

K-
ﬂ@:%%%,We&,wgl
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11 vient alors

2

J
[ s = S0 [ faur| - vie (0L
j=1 7K
J
> S purE) - > Vpr(X) -,
j=1

ce qui suffit pour conclure.

ii) L'unicité de pz résulte aussitot du critere 5.3.10.
c¢) Les autres propriétés de pr sont alors immédiates.
d) résulte aussitot lui aussi du critere 5.3.10.4

5.5 Produit de mesures boréliennes régulieres

Proposition 5.5.1 Soient X etY deux espaces topologiques séparés.

L’ensemble
A={AxB:AeB(X),BeB(Y)}

est un semi-anneau sur X xY.
Si B désigne l’ensemble des parties A-boréliennes et B, celui des éléments rela-
tivement compacts de B, on a les propriétés suivantes:

a) BCB(X xY) et B, CB.(X xY).
b) pour tout B € B(X xY) et touty €Y, on a

{x e X :(z,y) € B} € B(X).

c) pour toute fonction borélienne f sur X XY et touty € Y, f(-,y) est une fonction
borélienne sur X.

Preuve.  Nous savons déja que A est un semi-anneau sur X x Y.
a) Il suffit bien str d’établir que A est inclus dans B(X x Y'). Soient A € B(X)
et B € B(Y). Comme les projections
T X xY =X (2,y)— z,
T X XY =Y  (xr,y)—y
sont des application continues, 7, '(A) = A x Y et 7, ' (B) = X x B appartiennent

a B(X xY). D’ou la conclusion car on a A x B=(AxY)N (X x B).
b) Pour tout y € Y, Papplication

Oy X = X XY z+ (z,y)
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est bien siur continue. Cela étant, il suffit de noter que, pour toute partie B de
X xY,ona

{reX:(x,y)eB}=29,"(B).

c¢) De fait, 'ensemble des fonctions f € F(X x Y) telles que, pour tout y € Y,
f(-,y) soit une fonction borélienne sur X contient toutes les fonctions B(X x Y)-
étagées vu b) ainsi que la limite de toutes ses suites ponctuellement convergentes,
comme on le vérifie de suite

Remarque.  Avec les notations de I’énoncé précédent, on peut avoir B # B(X xY')
et B, # B.(X x Y).0

Théoreme 5.5.2 Soient X et Y deuzr espaces localement compacts séparés ad-
mettant chacun une base dénombrable de topologie.

a) Avec les notations introduites dans l’énoncé précédent, il vient B = B(X xY)

et B.=B.(X xY).

b) Si et v sont des mesures [c-|boréliennes réguliéres sur X et'Y respective-
ment, alors p X v est équivalent a une mesure [c-|réguliére sur X x Y.

Preuve.  a) Vu ce qui précede, il suffit d’établir que B(X x Y') C B. Désignons
par U et V une base dénombrable de topologie de X et Y respectivement. Posons

W={UxV:Uel,VeV};

il est clair que W est une base de topologie de X x Y et que W est dénombrable. 11
s’ensuit que tout ouvert de X x Y est réunion (forcément dénombrable) d’éléments
de W donc appartient a B. La conclusion est alors immédiate car B contient par
conséquent 2 N F' pour tout ouvert 2 et tout fermé F de X x Y.

b) Il est clair que p X v est équivalent & une mesure [c-|borélienne sur X x Y. D’ou
la conclusion au moyen des exemples privilégiés de mesures boréliennes régulieres.y



Chapitre 6

Intégration sur un espace euclidien

Préambule. Dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, €2 désigne
un ouvert non vide de ’espace euclidien R"™. Il s’agit donc d’un espace localement
compact séparé ayant une base de topologie dénombrable.

Cela étant, remarquons que les fonctions (resp. les parties) boréliennes coincident
avec les fonctions (resp. les parties) SZ(Q2)-boréliennes: de fait, d'une part, on a
bien sur SZ(2) C B() car tout semi-intervalle dans €2 est I'intersection d'une partie
ouverte et d'une partie fermée de € et, d’autre part, toute partie ouverte de {2 est
réunion dénombrable de semi-intervalles dans ).

Par conséquent, toute mesure p sur (2,8Z(€2)) est c-borélienne réguliere sur
et méme une mesure borélienne réguliere sur €2 si ) est p-intégrable.

Au total, nous avons déja une ample connaissance des mesures sur (2, SZ(12))
que, afin de simplifier un peu le vocabulaire, nous allons appeler mesures sur €2, une
mesure finie sur {2 étant une mesure sur {2 pour laquelle ) est intégrable.

Ce chapitre est consacré a 1’étude de quelques propriétés remarquables des me-
sures sur un ouvert €2 de R".

6.1 Interprétation de Riemann

Théoréme 6.1.1 Soient u une mesure [c-|borélienne sur l’espace métrique X
el (Em)men, une suite strictement positive qui tend vers 0.
St les conditions suivantes sont réalisées:

a) A est une partie p-intégrable de X,

b) pour tout m € Ny, { Apni: k€ No,k < K(m)} est une partition dénombrable
(on a donc K(m) € Ny ou K(m) = o0) de A en parties p-mesurables telles que
diam(An, k) < &, pour tout k < K(m),

c) pour tout m € Ny et tout k < K(m), zmy est un élément de A, N A,
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d) f est une fonction continue et bornée sur A,

alors fxa est une fonction p-intégrable et

K(m)
k=1

Preuve.  Pour tout m € Ny, posons

F =Y F@mr)X A s

k=1

On vérifie directement que la suite f,, est constituée de fonctions p-mesurables et
converge p-pp vers fxa. De plus, on a bien stur |f,,| < || f[|4xa. Des lors, vu le
théoreme de la convergence majorée, fya est une fonction p-intégrable telle que

J fmdp — [ fxadp.

Pour conclure, il suffit alors de vérifier que

/fm dp =Y f(@mp)i(Amr), Ym € No.
k=1

Pour tout m € Ny tel que K (m) € Ny, ¢’est trivial. Sim € Ny est tel que K(m) = oo,
cela résulte aussitot d'une deuxieme application du théoreme de la convergence
majorée appliqué a la suite

K
<gm,K =>f (fvm,k)XAm,k> )
k=1

KeNy
comme on le vérifie de suite.g

Remarque. L’idée de la preuve du résultat suivant est incluse dans la démonstra-
tion du théoreme précédent. Elle peut étre généralisée.

Proposition 6.1.2 Si p est une mesure [c-|borélienne sur l'ouvert Q) de R™ et
si A est une partie p-mesurable de ), alors, pour tout f € Co(A), fxa est une
fonction p-mesurable.

Preuve.  Comme A est une partie u-mesurable de 'ouvert 2, il existe une suite
(Qm)men, de parties SZ(§2)-étagées telle que la suite xq,, converge p-pp vers xa.

semi-intervalles dans €2 que nous pouvons supposer deux a deux disjoints et tels que

Pour tout m € Ny, I'ensemble @),, est égal a une union finie Q),, = UkK(T)Im,k de
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diam(Z,, ) < 107™ et I, s N A # 0 pour tout k < K(m). Il suffit alors de choisir un
point z,, ) dans chacun de ces ensembles I,,, , N A et de vérifier que la suite

(m)
fm = Z f(xkym)XIm,k
k=1

est constituée de fonctions p-mesurables dans {2 et converge p-pp vers fxa.a

6.2 Caractérisation des mesures sur un intervalle
ouvert de R

Remarques.  Soit ]a, b] un intervalle ouvert de R.
a) Soit p une mesure sur |a,b[. Pour tout r € ]a,b[, définissons la fonction f,, sur
|a, b] par
—u(]z,r]) siz<r
Jur(x) =4 0 six=r
u(lr,x])  six>r
En fait, ces fonctions ne different que par une constante additive car si r et s appartiennent
aJa, b et sont tels que r < s, on a bien sur f,, = fus+ p(Jr, s]). De plus, la connaissance
d’une de ces fonctions détermine p car on a

plle,d]) = fur(d) = fur(c)

pour tout semi-intervalle |c, d] dans ]a, b]. Enfin, vu les propriétés de u, il est clair que

1) fur est une fonction continue a droite sur ]a,b[: c’est une conséquence directe du
théoreme de la convergence majorée,

2) pour tout découpage fini [co, ..., cs] de I'intervalle compact [c,d] de ]a,b[ (c’est-a-dire
que JENyetc=¢p<...<cy=d),ona

J J
D Fur(e) = Furei-)l = Y Inllej-1, D) < Viule,d)).
j=1

j=1
b) Si f est une fonction sur |a, b[, il est clair que

0—0
Je,d] — f(d) — f(c)
est une application finiment additive sur SZ(]a, b[). Cependant comme, avec des notations
claires par elles-mémes, on a uy, = p, il est clair que py n’est pas nécessairement une
mesure sur |a, b|.

c¢) Dans ce paragraphe, nous allons établir que les conditions 1) et 2) mises en évidence
en a) constituent une condition nécessaire et suffisante sur f pour que pf soit une mesure

sur ]a,b[. La condition 1) est bien connue; dans un premier temps, étudions la condition
2).

uy: S70at) - {
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6.2.1 Fonctions a variation finie

Définition.  Une fonction f définie sur l'intervalle I de R a une variation finie

sur I si
{Z|f<aj)_f(aj—1)| : lag, ..., ay] ED}

est un borné de R, ou D désigne 'ensemble des découpages finis des intervalles
compacts inclus dans I.
Dans ce cas,

a) la variation de f sur I est la borne supérieure de cet ensemble; elle est notée
Vi),

b) on vérifie de suite que
(abc€ La<b<c) = Villa,d) = Vyfa,b]) + Vy([b. <))
c) il est clair que f est une fonction bornée sur I.

Critére 6.2.1 a) Une fonction f définie sur lintervalle I de R a une variation
finie sur I si et seulement s’il existe des fonctions réelles, bornées et croissantes fi,

fa, f3 et fy sur I telles que f = fi — fo+ifs —ifs.

b) Une fonction f définie sur lintervalle I de R a une variation finie sur tout
intervalle compact inclus dans I si et seulement s’il existe des fonctions réelles et
croissantes fi, fa, fz et fu sur I telles que f = f1 — fo+ifs —ify.

Dans chacun de ces deux énoncés, si en outre f est continu (resp. continu a
droite; continu a gauche) en r € I, on peut exiger qu’il en soit de méme pour
chacune des fonctions f;.

Preuve. 11 suffit bien str d’établir ce critere dans le cas o f est une fonction
réelle sur I car le cas d'une fonction non réelle g sur I s’en déduit aussitot en
recourant a Rg et Fg. Supposons donc f a valeurs réelles.

La condition est évidemment suffisante.

La condition est nécessaire. Fixons un point r de I, définissons la fonction f;
sur [ par

—Vi([z,r]) stz <r
filz) =< 0 six=r
Vi([r,z]) stz >r

et posons fo = f1 — f. Il est alors certain que f; est une fonction réelle et croissante
sur I qui, dans le cas a), est bornée sur 1. Il est aussi clair que f; est une fonction
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réelle sur I qui, dans le cas a), est bornée sur I. De plus, f; est une fonction
croissante sur I car, pour tous x, y € I tels que x < y, il vient successivement

foly) = folz) = (fily) = fil@)) = (f(y) — f(x))
= Vi(lz,y]) = (fy) = flx)) = O

D’otu la conclusion.

Pour conclure, il suffit de prouver que, si f est continu a droite (resp. a gauche)
en s € I, alors il en est de méme pour f;. Etablissons le cas de la continuité a droite;
celui de la continuité a gauche s’établit de méme. Bien siir, nous pouvons choisir
r = s et fixer un point ¢ € I tel que t > r. Pour tout € > 0, il existe ensuite un
découpage fini [ay, . .., ay| de [r, ] tel que

Vf([’/‘, t]) < Z |f((lj) — f(aj_1)| + g

puis, vu la continuité a droite de f, by € |r, a;[ tel que

[F(b1) = f(r)| < e/2.

Cela étant, pour tout découpage fini [co, . .., ck] de [r, by],
1) d'une part, [co, ..., CKk,a1,...,a;] est un découpage fini de [r, t] et
K J
D If(en) = flewn)l + If () = flex)l + D 1f(ag) = flag-o)| < Vi([r 1)),
k=1 Jj=2
2) d’autre part, [r,b1,aq,...,ay ] est un découpage fini de [r,¢], qui est plus fin que
lag, .. .,ay]; on a donc
J
5
Vi([r, 1) < [£(by) = F(r) + [ far) = Fb)] + D 1f(ag) = fla1)] + 5
j=2

Au total, comme on a cx = b, il vient

S If(e) = flan) < 5 +1f(by) = f(r)] < e,

ce qui suffit pour conclure.g

Théoréme 6.2.2 L’ensemble des fonctions a variation finie sur (resp. sur tout
intervalle compact inclus dans) Uintervalle I de R est une sous-algébre de F(X).
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Preuve.  Pour établir qu’il s’agit d'un sous-espace vectoriel de F(X), c’est di-
rect. Pour conclure, il suffit alors de noter que si f et g sont deux fonctions a variation
finie sur I, alors, pour tous J € Ny et zq, ..., x5 € I tels que xg < ... < xy, il vient
successivement

Z | (25)g(x;) — f(2j1)g(x-1)]

< Z |f(x5) = f(zj-0)] - |g(zy)| + Z |f(zi-1)| - |g(z5) — g(z5-1)]
< V(D) - llglly + 1Nl - Vo(T)a

Remarque. Une fonction continue sur un intervalle I de R n’a pas nécessaire-
ment une variation finie sur tout intervalle compact inclus dans I. Ainsi on vérifiera
aisément que la fonction linéaire par morceaux définie sur [0, 1] par les valeurs f(0) = 0 et
f(1/m) = (=1)™* /m pour tout m € Ny est continue sur [0, 1] mais n’a pas une variation
finie sur [0,1]. Cependant on a le résultat suivant.O

Exemple. Si f est une fonction continument dérivable sur ["intervalle ouvert
la,b] de R et si Df est une fonction (-intégrable sur |a,b|, alors f a une variation
finie sur]a, b égale a fab |ID f| dz. D’une part, pour tout découpage fini [ro, ..., 7]
d’un intervalle compact [r, s| inclus dans ]a, b[, il vient

b
< [ psl ds,

Tj
/ Dfdx
Ti—-1
ce qui assure que [ a une variation finie sur |a, b[, majorée par ff ID f| dz. D’autre

J
1 |/ri-
part, pour tout € > 0, il existe un intervalle compact [r, s] inclus dans |a, b[ tel que

Z [f(ry) = flrim) =

j=

b s
[ osaes [ e+

alors que les majorations
[ D1 ds < Vi(insl) < Vi)

ont lieu (en (*), on remarque que, pour toute suite fondamentale de découpages a
la Riemann

(g™ ST (™) < m
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de [r,s], on a

s J(m)
[ D1 = tim 3 [0 6 <o)
r oy
avec
J(m)
> (P 6 =iy = re§m) = raim|)
j=1
Jm) | aplm)
= Z (m) <Df(8§'m)) - Df(@) dx
Jj=1 Ti—1

alors que D f est une fonction uniformément continue sur [r, s]). D’ou la conclusion.O

6.2.2 Caractérisation

Théoréme 6.2.3 Soit f une fonction sur l'intervalle |a,b] de R.
L’application

BD—0
% SIGa;bD —C { ]c7 d] — f(d) - f(c)

a) est une mesure finie sur |a,b| si et seulement si f est continu a droite sur |a,b]
et a une variation finie sur |a,b|,

b) est une mesure sur |a, b si et seulement si f est continu a droite sur |a,b| et a
une variation finie sur tout intervalle compact inclus dans |a, b|.

Preuve.  Nous avons déja constaté la nécessité de la condition.

La condition est suffisante. Il est clair que py est une application finiment ad-
ditive et a variation finie sur SZ(]a, b[); elle est méme telle que Vs (1) < Vi(]a, b])
pour tout semi-intervalle I dans ]a, b[ si f a une variation finie sur |a, b[. Pour con-
clure, il suffit alors d’établir que, pour toute partition dénombrable { I, : m € Ny }
d’un semi-intervalle |c, d] dans |a, b en semi-intervalles, on a

pr(le.d)) = pp(In).

D’une part, une telle série >~ us(I,) converge absolument car, pour tout
M € Ny, il existe une partition finie de ]c, d] en semi-intervalles dont Iy, ... Iy sont
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des éléments; par conséquent, il vient

D lusIm)l < Vi(le,d]), VM € N,

ce qui suffit.

D’autre part, établissons que la limite d'une telle série Y~ *_, ps(I,) est égale
a piy(Je,d]). Vu le critere relatif aux fonctions qui ont une variation finie sur tout
intervalle compact inclus dans ]a,b[, nous pouvons supposer f réel et croissant,
quitte a considérer séparément les cas de fi, fo, f3 et fs. Pour tout € > 0, vu la
continuité a droite de f, il existe ¢’ € e, d[ tel que f(¢') — f(c) < e/2 et, pour tout
Iy = |cm, dp), il existe d,, > d,, tel que ¢, d) ] soit un semi-intervalle dans |a, b| et
que f(d,)— f(dy) <27 e, Cela étant, {]cy,,d.,[: m € Ny } est un recouvrement
ouvert du compact [¢/,d], dont nous pouvons extraire un recouvrement fini. On
obtient alors

peled) < pe(ld,d]) +¢/2

< > uplemdy))+e/2 <D pp(ln) +e
(m) m=1

ol Z(m) désigne la somme finie relative au recouvrement fini. D’ou la conclusion
car la majoration > us(1,) < ps(Je, d]) est clairey

Remarque.  Si f est une fonction continiment dérivable sur 'intervalle ouvert ]a, b
de R, il est clair que py = (D f).£.0

6.2.3 Fonctions et mesures absolument continues

Définition.  Une fonction f sur l'intervalle ouvert (resp. compact) I de R
est absolument continue sur I si, pour tout € > 0, il existe n > 0 pour lequel
Z}]:1 |f(bj) — f(a;)] < e pour tout J € Ny et tous semi-intervalles |ai,by], ...,

lay,bs] dans I (resp. inclus dans I), deux a deux disjoints et tels que Z;}:l(bj —aj) <
n.

Remarques. 1) Il est clair que toute fonction absolument continue sur un intervalle
ouvert ou compact I de R est uniformément continue sur I. La réciproque de cette
propriété est fausse: on peut méme établir que la fonction singuliere de Cantor f est a
variation finie et uniformément continue sur [0, 1] (trivial) * — mais n’est pas absolument
continue sur cet intervalle: pour tout m € Ny, l’ensemble des composantes connexes de
K, est constitué de 2™ intervalles [a;, b;] tels que les semi-intervalles Ja;, b;] soient inclus
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dans [0, 1], deux a deux disjoints, de longueur égale a 37 et tels que f(b;) — f(a;) =27™.
— * Cela résulte aussi du théoreme suivant.

2) En fait toute fonction absolument continue sur un intervalle compact [a,b] de R a
une variation finie sur [a,b]. Il existe n > 0 tel que Z}]:1 |f(bj) — f(a;)] <1 pour tout
J € Ny et tous semi-intervalles |ay, b1], ..., |as, bs] inclus dans [a, b], deux & deux disjoints
et tels que ijl(bj —aj) < n. Dans ces conditions, pour tout découpage |ao, ..., a;] de

[a, b], on vérifie directement que Z;-Izl |f(a;) — flaj—1)]| < (b—a)/n+1.0

Théoreme 6.2.4 Soit f une fonction définie sur l'intervalle ouvert I de R.
L’application

0—0
py: SI(I) — C { Ja,b] — f(b) — f(a)

est une mesure sur I absolument continue par rapport a £ si et seulement si f est
absolument continu sur tout intervalle compact inclus dans I.

Preuve.  La condition est nécessaire. La remarque du paragraphe 4.7 signale
que, pour tout € > 0 et tout intervalle compact [a, b] inclus dans I, il existe n > 0 tel
que, pour toute partie borélienne B de [a, b] vérifiant ((B) < n, on a Vur(B) < e.
Cela étant, si les semi-intervalles |aq,b1], ..., |as,bs] sont en nombre fini, deux a
deux disjoints et tels que ijl(bj —aj) <mn, il vient

J J
Z | f(bj) — fla;)| = Z g (Jaz, i) < Vg (Ul Jag, by]) <e,

ce qui suffit.

La condition est suffisante. Il est clair que py est une mesure sur /. Pour
conclure, il suffit alors de prouver que toute partie f-négligeable et relativement
compacte IV de I est pug-négligeable. Soit K un intervalle compact inclus dans I et
contenant N. Pour tout € > 0, vu 'absolue continuité de f sur K, il existe n > 0
tel que Z;.Izl |f(b;) — f(a;)] < e pour tout J € Ny et tous semi-intervalles |ay, by],
...y Jay,by] inclus dans K, deux a deux disjoints et tels que ijl(bj —a;) <n. Or,
pour tout € > 0, il existe un recouvrement { |a,,,by,|: m € Ny} de N constitué de
semi-intervalles dans I dont la somme des /-mesures est majorée par 7 et que bien
stir nous pouvons supposer inclus dans K et deux a deux disjoints. Comme, pour
tout m € Ny, nous avons

Vitg(Jam, bu]) = sup Y |f(b) = f(a)]

PeEPm Ja,bleP
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ou P, est 'ensemble des partitions finies de |a,,, b,,] en semi-intervalles, nous obte-
nons

M
> Vig(Jam, b)) <&, VM € Ny,
m=1

done > Vus(Jem, dm]) < e. Dot la conclusion g

Le résultat suivant est maintenant aisé a établir; il sera sensiblement amélioré
au paragraphe suivant.

Proposition 6.2.5 Soit r un point de l'intervalle ouvert I de R.
a) Pour tout f € LY(I) [resp. f € L] (I)],

loc

F:1—-C :vr—>/$f(t)dt

est une fonction absolument continue et ayant une variation finie sur (resp. sur
tout intervalle compact inclus dans) I qui s’annule en r.

b) Inversement, pour toute fonction F absolument continue et ayant une varia-
tion finie sur (resp. sur tout intervalle compact inclus dans) I, il existe f € L'(I)
(resp. f € LL (1)) tel que

b
FO) - Fla) = [ £ty
pour tout intervalle compact |a,b] inclus dans I .y

Définition. Le résultat précédent incite a dire qu'une mesure sur R" est ab-
solument continue si elle est absolument continue par rapport a ¢.

6.3 Différentiation d’une mesure

Notations. Dans ce paragraphe,
a) Q est un ouvert non vide de R™,

b) si p et v sont deux mesures sur (§2, SZ(£2)) et si A est une partie u- et v-intégrable
de €2, nous posons

0 si v(A) =0,
(W) A) = pd)

c) pour tout x € R™ et tout r > 0, A(x,r) est le cube ouvert [resp. le cube fermé; la
boule ouverte; la boule fermée| de centre = et de coté 2r [resp. et de coté 2r; et de
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rayon r; et de rayon r]. Pour tout = € €, il existe donc r > 0 tel que A(z,p)” C Q
pour tout p € ]0, 7.

d) si p et v sont deux mesures positives sur (€2, SZ(2)), nous considérons les deux
applications

D u: Q@ —[0,+00[U{+00} x> lim inf (u/v)(A(z,p))
r—0+ 0<p<r
et o
Dyp: Q — [0,400[U{+0o0} z+— lim sup (u/v)(A(z,p)).
r—0T 0<p<r
Il est alors clair que
0 < Dyu(x) < Doula), Vo e,

et

D,u(z) = Dyu(z) =0, V€ Q\supp(v).

Lemme 6.3.1 (recouvrement) Pour tout n € Ny, il existe un entier M(n) €
Ngy tel que, pour tout compact non vide K de R™ et toute fonction r définie sur
K et a valeurs dans une partie finie de |0, +oo[, il existe un recouvrement fini de
K au moyen d’ensembles du type A(x,r(x)) avec x € K, tel que tout point de R™
appartienne au plus a M(n) éléments de ce recouvrement.

Preuve.  Soient K et r un tel compact et une telle fonction.

Pour alléger les notations, posons A, = A(x,r(x)) pour tout z € K.

Nous allons d’abord construire un recouvrement fini particulier de K. Posons
r. = sup{r(z):x € K} et choisissons un point 2 € K tel que r(z")) = r;. Si
K est inclus dans A, ), nous prenons {A,m }. Sinon nous obtenons de proche en
proche des ™ € K pour m = 2, ... jusqu'a ce que les A ), ..., A, ainsi
obtenus recouvrent K, au moyen du procédé suivant. Si ™), ..., 2" sont obtenus
et si K n’est pas inclus dans Ul_, A, ), nous posons

g =sup {7(2) 1 € K\ (Ui Auw) |

puis nous choisissons #(+Y) dans K \ (Ui::lAm(k)) tel que r(z(*Y) = r;y;. Comme
la fonction r est a valeurs dans une partie finie de ]0, +oof, il existe ro > 0 tel que
r(x) > 1o pour tout z € K. Deés lors, nous devons avoir ‘[E(j) — x(k)‘ > ro pour tous
7, k € Ny distincts ainsi construits. Comme K est compact, la construction s’arréte
et procure donc un recouvrement fini de K au moyen d’ensembles du type A, avec
z e K.

Pour conclure dans le cas des cubes ouverts (resp. fermés), établissons que tout
x € R™ appartient au plus a 2" des ensembles A, retenus. Il suffit de prouver
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que, pour tout € R™, il n’existe pas deux centres distincts V) et 2¥) construits,
appartenant au méme 2"-ant de sommet x et a faces paralleles aux hyperplans
{yeR":yy=0}pourl=1,...,n,et tels que x appartienne a A, et a A . De
fait, pour # = < (resp. # = g), nous aurions alors

sup a:l—xl #7"] et sup xl—xl ‘#rk
I<n I<n
donc
j (k)
sup |z ‘ # sup{r;,r}
I<n

et 'un des cubes A, ou A,k contiendrait le centre de 1'autre cube.
Pour conclure dans le cas des boules ouvertes (resp. fermées), nous procédons
comme suit. Pour tout e € R"™ de module égal a 1, I’ensemble
_ n . Yy
Fe_ yER.|y|7AO,——€

<1}
Y| 4

est un cone ouvert de R™. Comme ces ensembles constituent un recouvrement ouvert
du compact S = {e € R": |e| =1}, nous pouvons en extraire un recouvrement fini;
soit {T'.,, :m =1,..., M } un tel recouvrement. Cela étant, nous allons établir que
M(n) = M + 1 convient en prouvant que, pour tout x € R", il n’existe pas deux
centres distincts 2) et #(*) construits, appartenant au méme cone z + I', avec
m < M et tels que x appartienne a A, et a A,w. De fait, pour # = < (resp.
# = <), on aurait alors par exemple

|29 — 2] < |2®) — g

et le point
o)
|zt) — x|

appartiendrait alors a la boule A, &) vu que

y=z+ (V) — )

z®) z — z0)
k) _ oy = |g® —
|2 — y| |2® — | - |x<k)_x| iz — 20|
(k) )
(k) _ LT ror Tk
< | —af- (, k) — g em| + z — @] ™ 7y

Cela étant, le point
v w T 0 )

appartient lui aussi a A,x), vu la convexité de cet ensemble. D’oli une contradiction.y
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Théoréme 6.3.2 (différentiation) Sip et v sont des mesures sur l’ouvert non
vide Q) de R™, alors

D,u(z) = lim (u/v)(A(=,7))

est défini pour v-presque tout x € 2. La fonction D, i ainsi définie v-pp sur ) est
localement v-intégrable et la mesure D, pu-v est égale a la partie absolument continue
de p par rapport a v. Des lors, si i est une mesure sur l’ouvert non vide €1 de R™
et si f est une fonction localement p-mesurable sur §2, il vient

f(x) = lim (f - u/p)(Alz, 7))
pour p-presque tout x € €.

Preuve.  Nous allons procéder en plusieurs étapes.
A. Preuve du cas 1 > 0,v > 0.

i) Etablissons d’abord la propriété suivante: pour tous xy € supp(v), ro > 0 et
sp > 0 tels que A(xg,79)” C Q et

sup (p/v)(A(zo, p)) > s0,

0<p<ro

il existe r € |0,79] et une boule b de centre x, tels que A(x,r)” soit inclus dans
pour tout x € b et que

(u/v)(A(x,r)) > s9, Vo € bNsupp(v).

Il existe py € ]0,70[ tel que (u/v)(A(xo,ro) > so. Cela étant, remarquons que
{ Az, p)®: 0 < p <rg} est une famille de parties u- et v-intégrables, deux a deux
disjointes et incluses dans 'ensemble - et v-intégrable A(zg,79)”. Il s’ensuit que
A(xg, p)° est u- et v-négligeable pour tout p € |0, 7| sauf une infinité dénombrable
de valeurs de p au plus. Des lors, il existe une suite (o, )men, de ]0, 79[ strictement
décroissante (resp. strictement croissante) vers poy dans le cas ou les A(x,r) sont
fermés (resp. ouverts) telle que A(xg, p,)° soit - et v-négligeable pour tout m € Nj.
Vu le théoreme de la convergence monotone, on a bien sur

(/) (Ao, pm) — (1/v)(A(o, po));

on en déduit aussitot l'existence de r € ]0,79[ tel que (u/v)(A(zo,7)) > so et
que A(zg,r)° soit u- et v-négligeable. Comme r € ]0,7[, on obtient directement
I'existence d'une boule # de centre xg telle que A(x,r)” C A(xg,r0)” C Q pour
tout x € 3. Pour conclure, il suffit alors de vérifier au moyen du théoreme de la
convergence majorée que

(1/V)(A(@m, 7)) = (1/v)(Al2o, 7))
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pour toute suite (z,,)men, de [/ qui converge vers .
Mettons en évidence les deux conséquences de cette propriété, que nous allons
utiliser dans la suite:

1) pour tous r, s > 0,

{iosuppv) : sup (/) (At > 5§

0<p<r

est un ouvert dans supp(v); des lors,

{x € supp(v) : lim sup (u/v)(A(z,p)) > 3}

”*0+O<p<r
oo o0 1
= U ﬂ x €supp(v): sup (u/v)(A(z,p) >s+ -
p=1m=1 0<p<l/m p

est une partie borélienne de X incluse dans supp(v).
2) si r et s appartiennent a |0, +o00[ et si K est un compact inclus dans

{x & supp(v) : sup (4/v)(A(z, p)) > 5 } ,

0<p<r

alors, pour tout m € Ny, il existe une fonction r,,: K — ]0,1/m] telle que r,,(K)
soit un ensemble fini et que (u/v)(A(z,rn(z))) > s pour tout x € K. (Nous nous
trouvons alors dans les conditions d’application du lemme de recouvrement.)

ii) Cela étant, I'idée de la preuve est la suivante: nous savons qu’il existe une
partie borélienne et v-négligeable N de €2 telle que la décomposition de Lebesgue de
i par rapport a v soit donnée par p = xo\n-4 + Xn.. 1l vient alors

D, xow-#+ D, xn. <D, < Dyp < Dyxorw- + Dyxv-p

et il existe une fonction F' localement v-intégrable sur €2 telle que xo\n.pu = Fl.v.
Pour conclure, il suffit donc de prouver que

D,xny.u(z) =0 et D, Fu(z)=D,Fv(r)=F(x)

pour v-presque tout x € (2.
iii) Prouvons que D, xn.u(x) = 0 pour v-presque tout z € €.
Il est clair que D, xn.u(z) = 0 pour tout x € Q \ supp(r) et que

{« € supp(v) : Dyxw.pu(x) >0} = {:c € supp(v) : Dyxw.p(x) > % } :

p=1
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ou, vu i), le second membre est une union dénombrable de parties v-mesurables de
supp(v). Pour conclure au moyen de la régularité de v, il suffit alors de prouver que,
pour tout p € Ny, tout compact K de

{2 € supp(v) : Duxn.pu(z) >1/p} \ N

est v-négligeable. Or, vu i), pour tout m € Ny, il existe une fonction r,, € F(K) a
valeurs dans une partie finie de ]0,1/m] telle que

(xn-1/V)(A(z, r(x))) > 1/p, Vz € K.

Pour tout m € Ny, soit { A(x,r,(z)) : € K, } un recouvrement de K obtenu au
moyen du lemme de recouvrement. D’une part, il vient successivement

v(K) < ) vlAl@ (@) < p Y xvn(Alw, ()

IEKm a?eKm

< oo | aterio)).

l’EKm

D’autre part, il vient aussi

X ( U A(x,rm@))) — yn(K) = p(N A K) =0

rEKy,

car K est disjoint de N. D’ou la conclusion.
iv) Prouvons que
D, Fv(r)=D,Fv(x) = F(z)

v-pp sur ).
a) Etablissons d’abord que D,F.v(z) = D,Fv(r) = F(z) pour v-presque tout
re{yeQ:Fly)=0}.

Comme nous pouvons supposer F' a valeurs dans [0, +oc[, il suffit d’établir que
D, F.v(x) = 0 pour v-presque tout x € {y € Q : F(y) = 0} ou encore que, pour tout
p € Ny, 'ensemble

{yeQ:F(y)=0,D,Fur(y)>1/p}

est v-négligeable. Or, pour tout compact K inclus dans cet ensemble et tout m € Ny,
vu i), il existe r,, € F(K) a valeurs dans |0,1/m]| tel que

(Fv)/v)(A(x,rm(z))) > 1/p, Vze K.
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Pour tout m € Ny, soit { A(x,r,(x)) : @ € K, } un recouvrement de K obtenu au
moyen du lemme de recouvrement. La conclusion est alors immédiate car on a bien
str

v(K) < ) v(Alra(2) < p Y Fu(A@ ()

mEKm ZEEKm

F.u( U A(x,rm(x))> — Fu(K) = /FXK dv = 0.

.’EEKm

b) Prouvons ensuite que, si I’ est la fonction caractéristique xp d’une partie v-
mesurable B de Q, alors D, F.v(x) = D,F.v(z) = F(z) pour v-presque tout x € €.

Vu a), il suffit d’établir que ces égalités ont lieu pour v-presque tout x € B.
Or on peut aussi appliquer a) a la mesure yo\p.v: on obtient alors I'existence d'un
ensemble v-négligeable F C € tel que

D,(xo — F)v(r) = BV(XQ —F)v=0, VreB\E.
Comme ygq.v = v, on en déduit de suite que

D, Fv(x)=D,Fr(z)=1, Vrec B\E,

ce qui suffit.
c) Passons au cas général.
Etant donné deux nombres réels r, s tels que 0 < r < s, posons

B,s={xeQ:r<F(z)<s}\N.
Vu a), il existe un ensemble v-négligeable N, ¢ tel que
D,Fxa\p,.v(x) =0, Vo€ B,,\ N (%)

Vu b), il existe un ensemble v-négligeable M, ; tel que

DVXB,.,S-V(x) =1, Vexe B\ M., (%)
Comme on a bien sur

TXBT,S.U + (FXQ\BT,S)I/ S FI/ S SXBT,S'V _|— (FXQ\BT,S)'V7
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on déduit de suite de (x) et de (xx) que
r <D, Fv(r) <D,Fu(z)<s, V€ B\ (N.sUDM,y).

Cela étant, soit D l’ensemble dénombrable des couples (r,s) de nombres ra-
tionnels tels que 0 < r < s. Comme

E= |J (N,uM,)

(r,s) €D
est v-négligeable et comme
D, Fv(z) =D, Fuv(x)=F(z), Vre{yeQ:F(y)>0}\(EUN),

on conclut aussitot.

B. Preuve du cas v > 0.
C’est une conséquence directe de A appliqué aux mesures (Ru)y, (Ru)_, (Su)+
et (Su)_.

C. Preuve du cas général.

D’une part, comme v < Vv, le théoreme de Radon-Nikodym affirme I'existence
d’une fonction J localement v-intégrable telle que v = J. Vv donc telle que |J| = xq
v-pp. Vu ce qui précede, on a donc Dy,v = J v-pp sur Q) et, comme |J(z)| =1
pour v-presque tout x € ),

Vv(A(z,r)) 1

Tlir& A = j(O si J =0)(x), v—pp.

D’autre part, vu ce qui précede,

lim (p/Vv)(A(z,7)) = Dy ()

r—0t

existe et est fini pour v-presque tout x € 2, est localement v-intégrable et est tel
que Dy,u.Vv est la partie absolument continue de p par rapport a Vv donc par
rapport a v.

La conclusion est alors immédiate: pour v-presque tout x € 2, il vient

i MA@ ) Az r) V(A )
r—0t V(A(z, 7)) r—0* Vu(A(x,r))  v(A(z,r))

1 .
j<0 si JJ=0)(x)

= DVVIU(:B)

1 1
<DV,,p,.j(O siJ= O) v = Dy,p. ((3(0 siJ = O)).l/> = Dy,uVvy
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Notations. Dans le résultat qui suit,

a) A est 'ensemble des cubes non dégénérés ouverts ou fermés et des boules ouvertes
ou fermées de R”, d’adhérence incluse dans Q. Etant donné A € A, ¢(A) est le centre
de A et r(A) est la moitié du coté de A si A est un cube et le rayon de A si A est
une boule. Etant donné x € Q et A € A tels que x € A, il est clair que A(x,2r(A))
contient A et a son adhérence incluse dans €2 si r(A) est suffisamment petit. De
plus, on a

U(A(z, 2r(A))) = 2(A).

b) si p est une mesure positive sur € absolument continue par rapport a ¢, on
introduit les applications

Du: Q — li inf A

Dy [0, +oo[U {+oo} &+ lim xeAeerr<A)gr(“/£)( )
et

Du: Q — [0, 400U {+00} =+ lim sup  (u/0)(A).

r—=0% gz AeA, r(A)<r

Il est alors clair que
0 < Du(x) < Dpu(z), Vze Q.
Voici a présent le théoréeme de différentiation d’une mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesque.

Théoreme 6.3.3 Si i est une mesure sur l'ouvert non vide €2 de R", il existe
une partie (-négligeable N de Q) telle que, pour tout x € Q\N et toute suite (Am)men,
de A vérifiant x € A,, pour tout m € Ny et r(A,,) — 0, la suite (u/0)(Ay,) converge.

De plus, la fonction Du ainsi obtenue (-pp sur ) est égale C-pp sur 2 a Dyu;
ta = Du.l est donc égal a la partie de i absolument continue par rapport a £.

Preuve.  Nous allons procéder en deux temps.
A. Preuwve du cas p > 0.

a) Etablissons qu’en tout x € € tel que Dyp(x) = 0, Dy est défini et égal a 0.

Soit (Am)men, une suite de A telle que x € A, pour tout m € Ny et r(A,,) — 0.
Pour m suffisamment grand, A,y = A(x,2r(A,,)) a son adhérence incluse dans €
et contient A,,; il vient donc
< MAm) _ #Aem) UAw) _ gub(Am)
T U(AR) K(A(m)) (Am) — X(A(m))

La conclusion est alors immédiate.
Nous pouvons donc supposer la mesure p absolument continue par rapport a £.
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b) Etablissons que, pour toute partie -mesurable £ de Q, Dy g.¢ est défini {-pp
sur () et égal a yg (-pp sur €L
b.i) D'une part, on a Dyxg.f(z) = 0 pour f-presque tout z € Q \ F donc, vu a),
Dy .l est défini et égal a 0 en (-presque tout = € Q \ E.

b.ii) D’autre part, en recourant a b.i) pour Q \ E, on obtient que D(xq — x&).¢ est
égal a 0 en {-presque tout x € E. Comme on a bien sur Dyg./ = xq, on en déduit
de suite que Dxg.¢ est défini et égal a 1 en ¢-presque tout =z € F.

c) Passons au cas général. Soit F' une fonction localement ¢-intégrable et a valeurs
positives ou nulles sur €2 telle que p = F.0. Posons E, s = {z e Q:r < F(z) <s}
pour tous nombres réels r, s tels que 0 < r < s. Vu a), il existe un ensemble
(-négligeable N, ; tel que

DFxa\p,..l(x) =0, Vz € E. \ N,
Vu b), il existe un ensemble ¢-négligeable M, ¢ tel que
ﬁxEns.Z(w) =1, VereE \M,;.
Comme on a bien sur
XE L+ Fxag, L < FL <sxg, L+ Fxog,.,t
on obtient de suite
r < Du(z) <Du(r) <s, Vo€ E,;\ (N.,UDM,,).

On conclut alors comme d’habitude: soit D I’ensemble dénombrable des couples (r, s)
de nombres réels rationnels tels que 0 < r < s. Comme N = U g)ep(Nys U M, )
est (-négligeable et comme

Du(x) =Dp(z) = F(x), Vee{yeQ:F(y)>0}\N,

il vient Dy = F £-pp sur Q car on a Dyu(z) = 0 pour ¢-presque tout point = €
{yeQ:Fy)=0}.
B. Preuve du cas général.

C’est une conséquence directe de A appliqué aux mesures (Ru), (Ru)—, (Su)+

et (Su)_a

Ce dernier résultat permet de donner un complément fort intéressant relatif a la
dérivabilité des fonctions définies sur un intervalle de R.

Notations. a) Si p est une mesure sur U'intervalle ouvert I de R, nous ren-
voyons au paragraphe 6.2 pour la définition et les propriétés des fonctions f, .

b) De méme, si f est une fonction sur I'intervalle ouvert I de R, nous renvoyons
au paragraphe 6.2 pour la définition et les propriétés de piy.
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Lemme 6.3.4 Si p est une mesure sur l'intervalle I de R, alors, pour toutr € I,
la fonction f,, est dérivable en tout x € I ot Dy est défini (donc est dérivable ¢-pp
sur I) et, en chacun de ces points, on a Df, .(x) = Du(z).

Preuve.  Si Du est défini en xy € I, il vient bien str u({zo}) = 0 et par
conséquent, pour F' = f,,, il vient

pllzo, w0 + 1))

Flay+ 1) = Flao) _ | lao.ao+h) =175
h u(lzo + hy o))

oot hag) S0

si h est de module suffisamment petit. Pour conclure, il suffit alors de recourir
a la définition de Du(zp). (On remarquera que, pour h < 0, u(]zo+ h,zo]) et
U(Jxg + h, zo]) sont respectivement la limite des suites

(u(fzo + (1= 1/m)h, zo])) e, €t (£(fzo + (1 = 1/m)h, zo])) e, )0

Théoréme 6.3.5 (Lebesgue) Toute fonction a variation finie sur tout inter-
valle compact inclus dans l'intervalle ouvert I de R (en particulier, toute fonction
réelle et monotone sur I) est dérivable (-pp sur 1.

Preuve.  Vu le critere relatif aux fonctions a variation finie, il suffit de prouver
que toute fonction f réelle et croissante sur I est dérivable ¢-pp sur I.

La fonction

g I >R z+— 1im+f(y)
Yy—x

est croissante et continue a droite sur I. Des lors p, est une mesure sur /. Vu le
lemme, la fonction f,, , est dérivable {-pp sur I; il s’ensuit que g = f,, » + g(r) est
une fonction dérivable ¢-pp sur / (on a méme Dg = Dy, ¢-pp sur I).

Nous savons qu’il existe une partie dénombrable (donc f-négligeable) D de I telle
que f(z) = g(x) pour tout x € I\ D. Pour conclure, il suffit alors de remarquer qu’en
tout point = € I tel que f(z) = g(z) et pour tout h € Ry de module suffisamment

petit, le nombre réel
fl+h) - flz)

h

est compris entre

gz + (1 —1/m)h) — g(z) g(x +h) —g(r)
(1—-1/m) A= L/mh et h :

(Remarquons qu’ainsi nous avons obtenu D f = Dy, ¢-pp sur 1.)y
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Voici également un complément relatif aux fonctions absolument continues.

Théoréme 6.3.6 (Lebesgue) Pour toute fonction f (-localement intégrable
sur l'intervalle ouvert I de R et tout r € I, la fonction

F:1—-C xH/zf(t)dt

est absolument continue sur I et dériwable £-pp sur I.
De plus, on a DF = f {-pp sur I.

Preuve.  Nous savons déja que F' est absolument continu sur I donc a une
variation finie sur tout intervalle compact inclus dans I. Vu le théoreme précédent,
F est dérivable f-pp sur I et on a DFF = Df. donc DF = f {-pp sur [ .3

Remarque. Si f € Cy([a,b]) est dérivable (-pp sur l'intervalle compact [a,b] de R,
alors D f est £-mesurable sur [a,b]. De fait, en tout x € [a,b] ou f est dérivable, on a

D f(z) = limm(f(z +1/m) — f(x));

D f apparait donc comme limite ¢-pp sur [a, b] d’une suite de fonctions continues.O

Corollaire 6.3.7 Une fonction F définie sur lintervalle compact [a,b] de R est
absolument continue sur cet intervalle si et seulement si elle est dérivable (-pp sur
la,b], telle que DF' soit (-intégrable sur [a,b] et vérifie

F(x) :F(a)+/xDth Vo € [a,b].

Preuve.  La condition est nécessaire. Comme il existe f € £([a, b]) pour lequel
F(x) — F(a) = [T f(t)dt pour tout x € [a,b], le théoréme de Lebesgue précédent
permet de conclure aussitot.

La suffisance de la condition est immédiate.y

Corollaire 6.3.8 Si F' et GG sont des fonctions absolument continues sur ["inter-
valle compact [a,b] de R, il vient

F)G(b) — F(a)G(a) = / (GDF + FDG)ds.
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Preuve.  Etablissons d’abord que F'G est absolument continu sur [a, b]. De fait,
si les semi-intervalles |a;, b;] pour j =1, ..., J sont inclus dans [a, b] et sont deux a
deux disjoints, il vient

Z [F'(b;)G(by) — F(a;)G(ay)|
< Z bi)l 1G(bs) — G(@j)\+Z\F(bj)—F(aj)HG(aj)!

< ||F||Z|G(b] G(ay) |+||G||Z|F F(a;)| .

On conclut alors aussitot.
Cela étant, F'G est dérivable (-pp sur [a, b] et

F(0)G(b) = F(a)G(a) + / bD(FG) dt

alors que D(F'G) est bien str égal & G.DF + F.DG (-pp sur [a, b].
D’ou la conclusion.g

6.4 Théoréeme du changement de variable

Rappel. Dans R"”,
a) une matrice de multiplication est une matrice réelle et diagonale M de dimension n x n
pour laquelle il existe [ € {1,...,n} et r € Ry tels que
M = diag(1,...,1,r,1,...,1),
N——
!
b) une matrice d’addition est une matrice réelle A de dimension n x n pour laquelle il

existe [, m € {1,...,n} distincts et r € Ry tels que A =id + B ou B a tous ses éléments
nuls sauf I’élément (I, m) égal a r.

Avec ces notations, si T" est une matrice réelle de dimension n X n, alors

a) MT s’obtient en multipliant les éléments de la [-éme ligne de T par r et en laissant les
autres éléments inchangés,

b) T'M s’obtient en multipliant les éléments de la [-eme colonne de T par r et en laissant
les autres éléments inchangés,

c) AT s’obtient en ajoutant r-fois la m-éme ligne de T a la [-eme ligne et en laissant les
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autres éléments inchangés,

d) T'A s’obtient en ajoutant r-fois la m-éme colonne de T & la [-éme colonne et en laissant
les autres éléments inchangés.

De plus, avec ces notations,

a) la matrice M est inversible et M ! est la matrice de multiplication

M~ =diag(1,...,1,4,1,...,1),
N———

)

l

b) la matrice A est inversible et A~! est la matrice d’addition A~! = id — B.

Rappelons que toute matrice de permutation peut s’écrire sous la forme d’un produit
de n — 1 matrices du type MA3zAsA; ou A§A5ATM', ou M et M’ sont des matrices de
multiplication et A;, ..., Aj sont des matrices d’addition.

Lemme 6.4.1 Toute matrice inversible est un produit fini de matrices de multiplica-
tion ou d’addition.

Preuve.  Soit T une matrice inversible.

Si Ty # 0, alors il existe une matrice de multiplication By pour laquelle (B1T)1,1 = 1.
Sinon comme 7T est inversible, il existe [ tel que 17 ; # 0 et des lors une matrice d’addition
B telle que (B1T)1,1 = 1.

Il existe ensuite des matrices d’addition As, ..., A, telles que, pour tout entier k €

{2,...,n},
(Ak...AgBlT)Ll =1 et (Ak...AgBlT)l,l =0, Ve {2,,k}
Cela étant, il existe des matrices d’addition A, ..., A/ telles que, pour tout k €
{2,...,n},

(Ap... ABiTA,.. Ay = 1,
(An...AgBlTA/Q...A%)Z’l = 0, Vie {2,...,n},
(An...AgBlTA/Q...A;C)Ll = 0, Vie {2,...,]€}.

Des lors,

Ap...AsBiTA, ... Al ala forme ( (1) 2 >

On obtient alors aisément qu’en continuant de la sorte, on arrive a la matrice iden-
tité donc que T' s’obtient par un produit fini d’inverses de matrices de multiplication ou
d’addition, ce qui suffit pour conclure.g

Proposition 6.4.2 Soit T une matrice réelle de dimension n X n.

a) Si T n'est pas inversible, TR™ est {-négligeable.
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b) Si T est inversible, 'image par T de toul borélien (resp. c-borélien) est
borélien (resp. c-borélien).

Dans les deuz cas,
UTB) = |det(T)| - ¢(B), VB € B.(R").

Preuve.  a) De fait, TR™ est inclus dans un hyperplan et, vu le corollaire 4.5.5,
tout hyperplan est /-négligeable. Cela étant, la formule résulte aussitot de ce que
det(7) = 0.

b) Comme I'image par T' de tout borné est bornée, il suffit d’établir que 'image
par T' de tout borélien est borélien. Comme T est un produit fini de matrices de
multiplication ou d’addition, il suffit de prouver que

B={BCR":TB e B(R")}

contient B(R™) pour toute matrice 7' de multiplication ou d’addition. Or B contient
i) SZ(R™). De fait, T: R" — R™ est une bijection continue alors que, pour tout
I € SZ(R"), il existe des compacts K; et Kj tels que I = K; \ Ks; on a donc
TI=(TKi)\ (TK>) € B(R"),
ii) les unions dénombrables disjointes de ses éléments,
iii) By \ By si By, By € B sont tels que By D By.

Pour conclure, il reste alors a établir la formule dans le cas ou 7' est une matrice
de multiplication ou d’addition. Cela résulte aussitot de ce que, dans les deux cas,

B={BeB.R"): (T(BNI)) = |det(T)| - 4(BNI), VIeSIR"}

contient

i) tout I € ST(R™). C’est trivial dans le cas ou T" est une matrice de multiplication.
Si T est une matrice d’addition, T s’écrit id + C' ou C' est une matrice réelle de
dimension n x n dont tous les éléments sont nuls sauf le (I, m)-eme avec [ # m égal
ar € Ryg. Dans ce cas, pour tout I € SZ(R"), il vient

bl br‘—?"mk bn br‘r?"iﬂk
oTT) = / day .| / dzl... / iz, / day = (1),
al a;+rey an a;+rey

grace au théoreme de Fubini,
ii) toute union dénombrable disjointe de ses éléments,
111) B1 \ BQ si Bl, BQ S B vérifient B1 D) B2.|

Rappel. L’application

[flo : R™ = [0,400[ @+ sup |z;]
j<n
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est une norme sur R" telle que |||, < || < vn ||l De plus, si L(R™,R™) désigne
I’espace linéaire des matrices réelles de dimension n x n, 'application

n
Il : LRR") =R A sup ) ajul
IS =1

est une norme sur L(R™ R™) telle que
|Az|| <Al -1zl s VA € LR, R"),Vz € R",

(vérification directe).

Cela étant, si 2 est un ouvert de R™ et si 'application ¢: Q@ — R” est Cy, alors, pour
tout xg € Q et tout y € R™ tel que y # zy et que le segment { zo +t(y —xo) : t € [0,1] }
soit inclus dans €2, il vient

: Hy - xOHoo

o0

lo(y) — @(w0)[lo < sup

£ -

(pour tout j < n, ¢, appartient en effet & C1(2;R) et, vu le théoreme de développement
limité de Taylor, il existe ¢; € ]0, 1 tel que
n

03 (y) = 2i(20) = Y Dibilag 1, (yvo) - Uk — T0 )
k=1

donc tel que
n
03 () — @i (z0)] < ‘[Dk%]xoﬂj(y,xo) Ny = 2oll o ;
k=1
la conclusion s’ensuit aussitot).g

Remarque. Pour toute fonction étagée o dans R”, tout h € R™ et tout r € R, les
fonctions a(- 4+ h) et a(r-) sont ¢-intégrables et telles que

/oz(-+h)d£:/ad£ et /a(r-)dezh}'n/adz.

11 s’ensuit directement que, pour toute fonction ¢-intégrable f sur R™, les fonctions f(-+h)
et f(r-) sont f-intégrables et telles que

/f(~+h)d€:/fd€ ot /f(r-)de:’:‘n/fde.m

Lemme 6.4.3 Pour toute matrice réelle T' de dimension n X n, tout r > 0 et
tout cube compact I de R™ dont la longueur des cotés est égale a c, il vient

mes((T1),) < mes([). ( |det(T)| + 202" (v/n | T + r)”-lr)

o

(TI), ={xzeR":d(z,TI)<r}.
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Preuve.  En recourant a une translation puis a une homothétie, on vérifie di-
rectement qu’il suffit d’établir cette formule dans le cas I = [0,1]".

a) Si on a det(T) = 0, TR"™ est inclus dans un hyperplan H. Comme [ est
inclus dans la boule b(y/n), il vient TI C HNb(y/n||T|| ). Par une rotation (vu la
proposition 6.4.2, cela ne modifie ni I'intégrabilité ni la mesure des ensembles), nous
pouvons supposer avoir H = {x € R" : x,, = 0 }. 1l vient alors

(T1), C (H V1Tl =7V Tl +ﬂ> X [=r,7]

Jj=1

donc
mes((T1),) < 2" ' (vn|T||, +7)" .2,

ce qui suffit.
b) Sion a det(T") # 0, T est une bijection linéaire continue et on procéde comme
suit. Comme

mes((T1),) = mes(T1) + mes((T1), \ (T1))

avec mes(T1) = |det(T)|, il suffit de majorer adéquatement le second terme du
second membre. Pour tout x € (T'1), \ (T'I), il existe un point y du compact 7'I qui
réalise la distance de x a T'I et, comme T'I° est ouvert, y appartient a 'image par
T d’une des 2n faces F de I; il vient donc

2n
(T1), \(T1) € | J(TF, +b(r)).
k=1
Si z est le centre la face Fy, il vient Fy C b(z, y/n) donc
TF, Cb(Tz.,v/n||T|), Vk<2n.

Comme T'F}, est aussi inclus dans un hyperplan, un raisonnement analogue a celui
effectué en a) donne

mes((T1), \ (T1)) < 2n.2" ' (v/n||T| +r)" " *.2r,
ce qui suffit.g

Théoréme 6.4.4 (inégalité de Sard) Pour tous ouvert Q0 de R™, application
©: Q — R™ du type Cy et compact K C 2, le compact p(K) donne lieu a 'inégalité

de Sard o)
00 (29)

mes(ip(K)) < /

K
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Preuve. 1l existe rg > 0 tel que K,, C €. Vu la continuité uniforme des
éléments de la matrice jacobienne J(x) = (9(y)/d(z)) sur K,,, pour tout ¢ € |0, 1],
il existe r € ]0, 7| tel que

x,zo € Ky,
||.I - ‘r()Hoo <r

} s () — (o), <=

Posons I = [0,1]" et
M =sup { 2n.2"(v/n||J(z)||, +70)" " 1z € K,y }.

a) Si C est un cube compact inclus dans K,,, dont la longueur commune des
cotés est n < r et si xg est son origine, il vient C' = xq + nl puis

[((x) — J(zo)z) — (@(x0) — J(0)Z0)||
< til[éli] [J(zo + t(z — 20)) — J(20)[| o - |17 — w0l (. < en <,

pour tout x € C, donc

©(C) C (o) — J(0)T0 + (J(70)C), /2y
puis
mes((C)) < mes((J(20)C) )
< mes(O) - (|det(J(z0))| + vVnnM).
b) Soit R,, le découpage de R™ d’équidistance 10~™. Il existe mg € Ny tel que,
pour tout m > myg, si C € R,, vérifie C" N K # (), on a C~ C K,,. Pour tout

m > myg, s0it {Cp1,...,Cm yem} Pensemble des mailles de R, dont I'adhérence
rencontre K. Pour tout m > mg, on a donc

J(m)
Kc |JCncK,

J=1

puis

J(m)
p(K) C U 2(Crnj)
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et enfin

mes(¢(K))

IN

J(m)
> mes(p(Cry)

IN

J(m)
S mes(Cog) - (Idet(J ()] +107"/M)

J(m)
< / S [det( ()| X, () dz + 107 /T Mmes(K,, ).
QD

D’ou la conclusion au moyen du théoreme de la convergence majorée.y

Lemme 6.4.5 (Sard) Si Q est un ouvert de R" et si p: Q@ — R™ est une
application Cy, alors l’ensemble des points critiques de @, a savoir [’ensemble

K¢:{xEQ:rang<%)<m},

a) p(K,) est (-négligeable sim =n et k=1,

est tel que

b) o(K,) = p(Q) est (-négligeable sin < m et k=1,
* — c) p(K,) est l-négligeable sin >m et k>n —m+ 1. *.

Prewve.  a) Dans ce cas, K, coincide avec le fermé dans
{x € Q:det(0(p)/0(x)) =0}.

Il est donc réunion dénombrable de compacts dont, vu 'inégalité de Sard, I'image
par ¢ est chaque fois /-négligeable, ce qui suffit.
b) Si on pose w = Q x R™ " et si on introduit

:iw—=R" (2,y) = (),

alors a) appliqué a v assure que (k) est ¢-négligeable or on a K, = w et ¢(w) =

p(9).
x — ¢) cf. S. Sternberg, Lectures on differential geometry, New York, 1964.« %y

Théoréme 6.4.6 (changement de variable) Si x(z) est un changement de
variable régulier d’ordre > 1 entre les ouverts Q et ' de R™, alors

e LYY),

fla) € LYQ) <= fla(a")). ’det (g((fé)
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auquel cas il vient

| i@~ [ rat).

Preuve.  Posons (!
J(z) = ( @))7 Vo € Q,

J'(2') = (%) , vr eq.

Vu l'inégalité de Sard, pour tout compact K’ inclus dans €2, il vient

i) <

z(K’)

|det(J(x))| dx = /QXK/(x’(x)). |det(J(x))| dx

car z(K") est un compact inclus dans Q tel que 2/(x(K’)) = K’. Comme tout semi-
intervalle I’ dans €)' est réunion d’une suite croissante de compacts inclus dans €/
et comme x7(2'(x)). |det(J(z))| est une fonction f-intégrable sur 2, le théoreme de
la convergence monotone assure que cette majoration s’étend aux semi-intervalles
dans €' donc aux fonctions étagées dans ' a valeurs dans [0, +oo[. Cela étant, une
nouvelle application du théoreme de la convergence monotone établit que

5 f'(@) dl"S/Qf’(fc/(fv))‘!det(J(fC))\ dzx (")

pour tout f" € Dy(€') a valeurs dans [0, +oo[. Comme z(-): 2 — R™ est aussi une
application de type Cy, il vient aussi

[ i@ < [ fa@). e @) i )

pour tout f € Dg(2) a valeurs dans [0, +00], ¢’est-a-dire que ces inégalités (*) et (**)
sont en fait des égalités qui alors sont bien str valables pour tout f € Do(€') et tout
f € Dg(R2) respectivement. Cela étant, pour toute fonction f ¢-intégrable sur €,
nous savons qu'il existe une suite (f,,)men, de Do(2) qui est de Cauchy dans £(Q)
et converge (-pp sur € vers f. Il s’ensuit que la suite f,,(xz(z)). |det(J'(z"))| est
de Cauchy dans £!(€). Pour conclure, il suffit alors de prouver que cette derniere
suite converge ¢-pp sur ' vers f(z(x')).|det(J'(z’))|. Pour s’en convaincre, il suffit
de noter que, si N C  est f-négligeable et borélien, alors z/(N) = z7'(N) est
I'image inverse de N par l'application z(z’) donc est borélien et que, pour tout
compact K’ C 2/(N), x(K') est f-négligeable car inclus dans N donc que K’ est
(-négligeable, vu l'inégalité de Sard.y
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Mesure d’une boule de R". Pour tout x € R” et tout r» > 0, il est clair que
C(b(w;r)) = £(b(x; <)) = £(b(r)) = £(b(< 7).
Il reste a calculer ¢(b(r)) pour tout r > 0. Posons
w(r) =z eR": |z| <r})

pour tout n € Ny et tout » > 0. Cela étant, remarquons que le changement de
variable linéaire = r2’ de R™ dans lui-méme donne aussitot

wn(r) = r"w,(1).

De plus, par réduction, pour tout n > 3, il vient

wn(l) = / W—9 ( 1—a?— x%) dzq dzo
{(@1,22):[(z1,22)[<1 }

donc, en recourant & la formule w,_»(r) = 7" 2w, _o(1),

1 Lo
(1) =wnalt)2m |21 = 22| = Za o)
n o N
Au total, il vient donc
wi(r) = 2r,
w2(7"> = 7””27
2.(2m)™ "
wnn) = G- e
won(r) = %r% Vn € No,
ou encore
(r) ™ vhen
wp(r) = ™, Vn :
I'(1+n/2) 0
En particulier, il vient
n(1
wp(1) =0 et WQEz) 10

(on remarque que 2" = (([—1,1]")).0



Appendice A

Intégration a la Riemann,
Darboux ou Lebesgue

Convention. Dans cet appendice, sauf mention explicite du contraire, [a, b]
désigne un intervalle compact de R.

A.1 Intégrale de Riemann

Rappel. Un découpage de [a,b] est la donnée de nombres réels ag, ..., ay en
nombre fini et tels que @ = ag < ... < ay = b. 1l est noté [ag,...,ay]. Il est
subordonné a r > 0sionaa; —aj—1 <rpourj=1,...,J. Ilest moins fin que le

découpage [by, . .. bg| de [a,b] si {ag,...,a;} C {bo,..., bk}
Un découpage a la Riemann de [a,b] est la donnée

a) d’'un découpage [ag, . . .,ay| de [a,b],
b) pour tout j € {1,...,J}, d'un point r; de [a;_1,a,].
Il est noté {[ao,...,as], (7;);<s}-

Une suite fondamentale de découpages a la Riemann de [a,b] est une suite de
découpages a la Riemann

(Haé’"), i), (Tj('m))jSJ(m)}>

meENy
de [a, b] telle que

sup ‘agm) — a?ﬂ‘ =g, — 0sim — occ.
J<J(m)

Définition.  Une fonction f sur [a,b] est Riemann-intégrable sur [a,b] (on dit
aussi R-intégrable sur [a,b]) si, pour toute suite fondamentale de découpages a la
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Riemann o )
(€lag™. o af™ ) 0 esmd)
de [a, b], la suite
= (m) (m) (m)
Z flr™) (ajm - aﬁl)
i=1 meENy

converge vers une limite finie. Il est alors clair que toutes ces limites coincident;
leur valeur commune est appelée intégrale de Riemann de f sur |a,b] (on dit aussi
R-intégrale de f sur [a,b]) et est notée R2(f).

L’ensemble des fonctions R-intégrables sur [a, b] est noté R([a, b]).

Exemple.  Toute fonction f continue sur |a,b] est R-intégrable sur [a,b] et

on a RY(f) = f; fdx. Comme f est (-intégrable sur [a, b], cela résulte aussitot de
I'interprétation de Riemann de l'intégrale.0]

Théoréme A.1.1 a) L’ensemble R([a,b]) est bien sir un sous-espace vectoriel
de F(la,b]).

b) On a RA(f+g) = RY(F)+RU(g) et RE(cf) = cRY(f) pour tous f, g € R[a, b))
etce C.

c) Si f, g € R([a,b]) sont réels et tels que f < g sur [a,b], alors il vient RE(f) <
R;(9)a

Théoréme A.1.2 Une fonction est R-intégrable sur |a,b] si et seulement si R f
et Sf le sont, auquel cas RL(f) = RE(RS) +iRE(Sf)a

Théoreme A.1.3 Toute fonction R-intégrable sur |a,b] est bornée sur [a,b].

Preuve.  Procédons par contraposition.

Soit f une fonction non bornée sur [a,b]. A ce moment, £f ou If sont non
bornées sur [a,b]. Vu les deux théoremes précédents, il suffit donc d’établir que, si
f est une fonction réelle et non majorée sur [a, b], alors f n’est pas R-intégrable sur
[a, b].

Pour tout m € Ny, soit [agm), . ,agm%)] un découpage de [a, b] subordonné a

1/m. Comme f est non majoré sur [a,b], pour tout m € Ny, il existe j(m) €
(m) (m)

j(m)fl,aj(m)]. Cela étant, pour
(m) (

tout j € {1,...,J(m)} \ {j(m)}, choisissons un point rjm) dans [aj_l,ajm)} puis

o : (m) (m) (m)
choisissons un point T(m) dans [aj(m)_p aj(m)} tel que

G (aﬁ% - GSE”%H) >m— Y, [0 (a§m) - aﬁ-”—q) :

1<j<J(m), j#j(m)

{1,...,J(m)} tel que f ne soit pas borné sur [a
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Il est alors clair que

(m) (m) (m)
> m 0

est une suite fondamentale de découpages a la Riemann de [a, b] telle que la suite

ne converge pas. D’ou la conclusion.g

Proposition A.1.4 Siles fonctions [ et g sont R-intégrables sur [a,b] et pren—
nent la méme valeur en tout point d’une partie dense de [a, b], alors RL(f) = R:(g).

Proposition A.1.5 Si f est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
la,b[, et si Df est égal surla,b| a une fonction g R-intégrable sur [a,b], alors on a

f(b) = f(a) + Rg(g).

Preuve.  On vérifie de suite qu’il suffit d’établir ce résultat pour une fonction
f réelle, quitte a considérer Se arément les fonctions Rf et Sf.
Pour tout m € Ny, soit [ao - af,( ™ )] un découpage de [a, b] subordonné & 1/m.

Vu le théoreme des accroissements ﬁms, pour tout m € Ny et tout j € {1,...,J(m)},

il existe rj(-m) e ]a(m) (m

104, [telque

Au total,
<{[a(()m)7 s 7a§]m)]7 (Tj(m))ng(m)}>

est une suite fondamentale de découpages a la Riemann de [a, b] telle que

meENy

g(r™) - (o™ = ™)) = F(6) = f(a), Ym € N,

D’ou la conclusion.g

Remarques. 1) La fonction f définie sur [—1, 1] par f(x) = 0 pour tout z € [—1,0]
et f(z) =1 pour tout x € ]0,1] n’est pas continue sur [—1, 1], est R-intégrable sur [—1, 1]
et n’a pas de primitive sur |—1, 1].

2) La fonction f définie sur [0, +oo| par f(z) = 2*/?sin(1/z) si > 0 et f(0) = 0 est
dérivable sur [0, +oo[ mais sa dérivée n’est R-intégrable sur aucun intervalle du type [0, ]
avec r > 0 car elle est non bornée sur un tel intervalle.O
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A.2 Intégrale de Darboux
Notations. Soit f une fonction réelle et bornée sur [a,b] et soit [ao, ..., a]
un découpage de [a, b].
Pour tout j € {1,...,J}, posons
m; =inf{ f(z) 1 aj_1 <z <a;} et M;=sup{f(z):a;_1<z<aq;}.

Cela étant, introduisons aussi

J

s(flao, -y as)) = m;-(a; —a; 1)
j=1

et

J

S(f,lao, ... as)) =D M;-(a; — aj_1)
j=1

Lemme A.2.1 Si f est une fonction réelle et bornée sur [a,b], et si[ag, ..., ay]

est un découpage de [a,b],

a) on a
S(f7 [a07"'7aJ]) < S(f?[CLOa-"an])'
b) pour tout découpage [by, . ..,bk| de [a,b] plus fin que [ag,...,a;], on a
s(f,lao, - as]) < s(f,[bo, ..., bk])
S S(f?{b(]?’bl(]) S S(f7[a’07"'7a’J])'
c) pour tout découpage [bg, ..., bk| de [a,b], on a

s(f, lao, .-, az]) < S(f,[bo,---,bK])-

Preuve.  a) et b) sont immédiats.
c¢) Désignons par [co, ..., cr] le découpage de [a,b] obtenu au moyen des points
de l'ensemble {ag,...,as,bo,...,bx}. Vub), il vient alors

s(f,[ao, .- as]) < s(f[co,- - cL])

et
S(f,lcos - ven]) < S(f[bo, - -, br]),

ce qui suffit, vu a).g
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Définitions.  Des lors, pour toute fonction réelle et bornée f sur [a,b], nous
pouvons introduire

a) lintégrale inférieure de Darboux de f sur [a,b], & savoir

DX (f) =sup{s(f, [ao,...,aj]) : [ag,...,a;] €D},

b) lintégrale supérieure de Darbouz de f sur [a,b], & savoir

D.(f) = inf { S(f, [ac,...,as)) : [ac,...,aj;) € D}

ou D désigne 'ensemble des découpages de [a, b].

Bien stir, D2(f) et ﬁZ( f) sont alors des nombres réels vérifiant D?(f) < ﬁi( f)-
Cela étant, une fonction réelle et bornée f sur [a,b] est Darbouz intégrable (on

dit aussi D-intégrable) si on a D°(f) = ﬁZ(f), auquel cas ce nombre est appelé
intégrale de Darboux de f sur |a,b] et est noté D°(f).

Exemple.  Toute fonction réelle et continue f sur [a,b] est D-intégrable sur
[a, b]. Pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que |f(z) — f(y)| < e pour tous z, y € [a, D]
vérifiant |z — y| < n. Deés lors, pour tout découpage [ag, . . .,ay| de [a, b] subordonné
amn,ona|M;—m;| <epourtout j=1,...,J, donc

15(f. lao, - ag]) = s(f. |ao, - .. ay])| < € (b—a),
ce qui suffit pour conclure.O

Exemple.  Toute fonction réelle et monotone sur |a,b] est D-intégrable sur
la,b]. Soit ¢ > 0. Pour m € Ny, si [ag,...,a,] désigne le découpage de [a,d]
d’équidistance (b — a)/m, le nombre de valeurs de j € {1,...,J} pour lesquelles on
a |M; —m;| > ¢/(2b — 2a) est évidemment majoré par 2(b — a) - |f(b) — f(a)| /e.
Des lors, il vient

1S(F lags - an]) = (/. a0, )
< 1I0) ~ F@] - 20— ) [0) ~ f(0)]

b—a+ € b—a
.m-
2

(b—a) m

m

pour tout m € Ny, ce qui suffit pour conclure [en (x), la majorante est obtenue
comme suit: le premier terme majore la somme des modules des nombres (M, —
m;)-(b—a)/m pour lesquels on a |M; —m;| > €/(2b—2a) car on a bien sir toujours
|M; —m;| < |f(b) — f(a)| et le second terme, quant a lui, majore la somme des
modules des nombres (M;—m;)-(b—a)/m pour lesquels on a [M; — m;| < ¢/(2b—2a)
car il y en a m au plus].O
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A.3 Comparaison de ces notions

Théoréme A.3.1 Une fonction réelle f sur [a,b] est R-intégrable sur [a,b] si
et seulement si elle est bornée et D-intégrable sur [a,b], auquel cas on a RE(f) =

D; (/).

Preuve.  La condition est nécessaire. Nous savons déja que toute fonction R-
intégrable sur [a, b] est bornée sur cet intervalle. De plus, on prouve aisément en
procédant par ’absurde que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

J

RS = 5 < D2 F0) - (4 — ) <RUD + 5

j=1
pour tout découpage a la Riemann {[ao, ..., a,], (rj);j<s} de [a,b] subordonné a n.
On en déduit aussitot que, si [ag, . . ., as] est un découpage subordonné a n, il vient

R(f) 5 < s(flao.as)) < S(ffao,..a))) SRUS) +

La conclusion s’ensuit aussitot.
La condition est suffisante. Soit ¢ > 0. Comme f est D-intégrable sur [a,b], il

existe un découpage [ay, ..., as] de [a,b] tel que
5
S(fa [a07"'7aJ]) - S(f7 [a07"'7aJD S 5
Cela étant, établissons que, pour tout découpage [by, . . ., bk| de [a, b] subordonné

ae/(3JA) avec

A =sup{ f(z):z€la,b]} —inf{ f(x):x € [a,b] } + 1,

on a
S(f7 [b077bK]> _S(f7 [b077bK]) S €.
Soit [cg,...,cr] le découpage de [a,b] obtenu au moyen des points de 1’ensemble
{ag,...,ay,bg,...,bk}; comme il s’agit d'un découpage plus fin que [ay,...,ay], il
vient -
S(f? [607"‘7CL]) _S(f’ [007"'7CL]) S g
Estimons a présent
S(f,[b(],...,b[{])_S<f,[00,...,CL]>; (*)
parmi les intervalles [bo, by], ..., [bx—1,bk], il y en a J—1 au plus qui ne se retrouvent

pas tels quels parmi les intervalles [cg, ¢1], . . ., [cr—1, cp]; par conséquent, la différence
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(%) est majorée par (J —1)-A-e/(3JA) < /3. En procédant de méme, on obtient
aussi 'estimation

s(f,[co, .-, cr]) = s(f, [bo, ..., bk]) <

Wl ™

D’ou la conclusion de cette partie.
Des lors, pour tout découpage a la Riemann {[by, . .., bk, (rx)r<x } de [a, ], sub-
ordonné a £/(3JA), comme on a bien sur

il vient
K
DA(f) = > flri) - (b — br)| < e
k=1
La conclusion s’ensuit aisément.g

Critéere A.3.2 (Lebesgue) Une fonction f sur [a,b] est R-intégrable sur |a, b
si et seulement si elle est bornée sur |a,b] et telle que l’ensemble =C des points de
[a,b] ot f n'est pas continu soit (-négligeable, auquel cas f est -intégrable sur [a,b]

et tel que RE(f) = fab f(x)dx.

Preuve.  On se ramene de suite au cas ou la fonction f est réelle.

La condition est nécessaire. Nous savons déja que f doit étre borné sur [a, b].
Etablissons & présent que —C est f-négligeable. Bien sur, x € [a, b] appartient a =C
si et seulement si ['oscillation de f en x, a savoir

wy(z) :Tlirél+sup{\f(y)—f(z)| cy,z € lab] |l —y| <rjr—2z| <r},

est strictement positive. Des lors, il vient

-C=J ~Cim

m=1
avec
~Ciym ={z €[a,b] :wp(x) >1/m}, VmeN,,

et il suffit de prouver que chacun des ensembles —=C;,, est (-négligeable. Fixons
m € Ny. Si —Cyp, est vide, c’est trivial; sinon on procede comme suit. Etant donné
e > 0, vu le théoreme précédent, il existe un découpage |ao, ..., a;] de [a,b] tel que

S(f,lao, ..., az]) —s(f,lao,-..,a;s]) <e/(2m).
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Cela étant, soit J l'ensemble des entiers j € {1,...,J} pour lesquels |a;_1,a;[ N
~C1/m # 0. Pour tout j € J, il est clair que

M; —m; =sup{|f(z) — f(y)| : xz,y € [aj_1,a;] } > 1/m

donc que
5
> Uajor,a5)) <m Y (M —my) - £([a;1,a5]) < 5
JjeJ JjeJ
Pour tout j € {0,...,J}, choisissons en outre un semi-intervalle /; contenant a; et

tel que ¢(1;) < ¢e/(2J +2). Au total,
{Ij Zj:O,...,J}U{]CLj_l,CLj] .]Ej}

est un recouvrement fini de —=Cy/,,, au moyen de semi-intervalles dont la somme des
{-mesures est majorée par €.

La condition est suffisante. Soit f une fonction réelle sur 'intervalle I = [a, b] et
C > 0 tels que f soit a valeurs dans [—C, C] et que 'ensemble —C soit (-négligeable.
Fixons € > 0. Comme —C est f-négligeable, il existe un recouvrement dénombrable
{ I, : m € Ny } de =C au moyen d’intervalles ouverts tels que > ~_ ¢(I,,) < /(4C).
En tout = € [a,b]\ =C, f est continu; il existe donc un intervalle ouvert .J, contenant
x et tel que

sup { [f(y) — f(2)] 19,2 € [0, 0] 0 T } <e/(20(1)).

Cela étant,
{In:meNg}U{J,:2€[a,b]\-C}

est un recouvrement ouvert du compact [a, b] dont nous pouvons extraire un recou-

vrement fini, soit
{ln-meM}u{J,:xeX}.

Cela étant, soit [ay, . . ., ax] un découpage de [a, b] tel que, pour tout k € {1,..., K},
I'intervalle [ay_1, a| soit inclus dans un des intervalles I~ avec m € M ou J_ avec
x € X. Dans ces conditions,

S(flao, .. ax]) = s(f, lao, ..., ax]) = Z(Mk — my) - L([ar—1, ar])

k=1

peut étre évalué comme suit:

a) la somme des (M — my) - £([ax_1, ax]) tels que [ax_1, ai] soit inclus dans un des
I avec m € M est certainement majorée par 2C' - ¢/(4C) = /2,

b) la somme des (M) — my) - {([ag—1, ax]) tels que [ag_1,ax] soit inclus dans un des
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J avec x € X est certainement majorée par €/(2¢(1)) - {(I) = ¢/2;
on a donc

S(f,lao,--.,ax]) — s(f,[ao,...,ak]) <e.

La conclusion s’ensuit aussitot.
Déduisons-en que toute fonction R-intégrable sur [a, b] est ¢-intégrable sur [a, b]

et telle que R2(f) = fab f(z)dz. De fait, pour toute suite fondamentale

{[ag’">, o ,a%zl)], (T](-m))ng(m)}

de découpages a la Riemann de [a, b], les fonctions

fm = Z f(Tﬁm)) : X]a(m a(m>]

J—=173

sont (-intégrables et de module majoré par un fonction intégrable fixe du type Cx[q4,
et constituent une suite qui converge ponctuellement sur [a, b] \ —=C, donc ¢-pp sur
[a,b], vers f. Le théoreme de la convergence majorée permet alors de conclure
aussitot.g

Remarque. Si f est une fonction ¢-intégrable sur [a,b], nous savons que F(z) =
f; (&) d¢ est une fonction continue sur [a,b]. Si, en outre, f est borné ¢-pp sur [a,b], F
vérifie méme la majoration |F(z) — F(y)| < || f|l - |z — y| pour tous z, y € [a,b]. Ceci
n’entraine pas que F soit dérivable. Cependant si f € L!([a,b]) est continu en zq € [a, b],
on a tot fait de vérifier que F' est dérivable en xg et que DF(xg) = f(x0). (Il suffit de
reprendre la preuve du fait que toute fonction continue sur |a, b| est primitivable sur cet
intervalle).O
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